Vaje 5: Vektorski prostor, podprostor in baza

Naloge na vajah:

1. Mnozica realnih n-teric R" = {(a1, as, ..., a,) |a; € R} je realni vektorski prostor za
obicajni operaciji seStevanja in mnozenja s skalarjem po komponentah:

(al,a2, ...,an) + (bl,bg, ,bn> = (CLl + bl,(lg + bQ, vy Ay + bn) in
A(ay, ag, ..., a,) = (Aayg, Aag, ..., Aay,)

kjer so A, a;,b; € R.
(a) Katere od naslednjih podmnozic prostora R™ so vektorski podprostori?

U= {ae€R"a =0} W ={a € R"a; +ay + -+ a, =0}
VZ{@GR”]%ZO} Z:{aeRn|a1:a3:a5:...}

(b) V primerih, ko so dane mnozice vektorski prostori, dolo¢i njihovo dimenzijo in
zapisi primer baze.

2. Poisci kako bazo vektorskega podprostora U = {(x1, x9, 23,24, 5) |21 — 22 = 0,
T3+ x4 = 0} v R® in jo dopolni do baze celega vektorskega prostora R5.

3. Mnozica vseh realnih polinomov R[X] = {ag + a1z + ... + a,2"|n € N, a; € R} je
vektorski prostor nad R, ¢e je seStevanje in mnozenje s skalarjem definirano s pred-
pisom:

n ' m ' max{n,m} ' a4 = 0zan < i< max {TL m}
)IUEED BTSN DRSPS e Sl
i=1 i=1

— b; =0zam <i<max{n,m}
(Sow) = S
i=1 i=1

kjer so A\, a;,b; € R in n,m € N. Ali je katera od podmnozic

U={peR[X][|st(p) <n}, V={peR[X]|st(p) =n} in
W={peR[X][p(1)=p2)},

vektorski podprostor v R [X]?
4. Ali so naslednje mnozice:

A= {1,x+1,x2+x,x3+x2,...,x"+x"‘1},
B={1,2z,32",...,na"""},
C={l,x+1,2°+2z,2°}.

linearno neodvisne v vektorskem prostoru R [X]? Doloéi se podprostore L (A), L (B)
in £(C).



5. Dokazi, da je {1, z, 2% 23, ...} baza vektorskega prostora R[X].

6. Mnozica vseh zveznih realnih funkeij C (R) je vektorski prostor nad R, ¢e je seStevanje
in mnozenje s skalarjem definiramo s predpisom

(f+g)(x)=f(@)+g(x) n (Af)(2)=Af(z), zeR
za vsaki f,g € C(R) in vsak A € R.

(a) Katere od podmnozic

U={feCR)|f(0)=0}, W ={feC(R)|f je soda funkcija} ,
V={feC@R)|f(0) >0}, Z ={f €C(R)|f je polinomska funkcija}

so vektorski podprostori v C (R)?

(b) Alista {sin2 x, }1 cos® x, 5} in {ze”, €**} linearno neodvisni mnozici v vektorskem

prostoru C (R)?
7. Naj bo M, (C) mnozica kompleksih 2 x 2 matrik.

(a) Poisci kako bazo kompleksnega vektorskega prostora M; (C). Koliko je dimen-
zija tega prostora?

(b) Poisci kako bazo realnega vektorskega prostora M, (C). Koliko je dimenzija
tega prostora?

8. Dokazi, da sta naslednji podmnozici n x n realnih matrik
U={A€M,R)[sled(4) =0}, V={A4eM,(R)A" =-A}

vektorska podprostora realnega vektorskega prostora M, (R). V primeru, ko je
n = 3, doloci tudi bazi in razseznost podprostorov U in V.

9. Mnozica realnih zaporedij RN = {(ay, as, as, ...) |a; € R} je vektorski prostor nad R
za obic¢ajni operaciji seStevanja in mnozenja s skalarjem po komponentah:

((11, as, s, ) -+ (bl, bg, b3, ) = (CLl -+ bl; a9 + bg, as + bg, ) n
A (al, ag, asz, ) = ()\al, )\ag, )\ag, )

kjer so A, a;, b; € R.
(a) Dokazi, da sta
U ={(an) € RVapio = 2a,} , V= {(an) € RY| lim a, = o}

vektorska podprostora v RN?

(b) Poisci razseznost podprostora U.

Samostojno resi: [1, Naloge: 204, 210, 237], [2, Naloge: 59, 63, 169] in [3, Naloge: 49,
55, 53].



Primeri izpitnih nalog:
1. Naj bosta A, B € M, (R). Dolo¢i matriko C' tako, da bo mnozica
U={XeM,R);AXB" =C}

vektorski podprostor v M, (R). Dolo¢i Se bazo in razseznost prostora U v primeru,
ko jen =3 in

A:B:

o = O

1
0
1

o = O

2. V vektorskem prostoru M, (R) realnih n x n matrik je dana podmnozica V =
{X € M, (R) |AX — XAT = 0}, kjer je A € M, (R) fiksna matrika.

(a) Dokazi, da je V realni vektorski podprostor prostora M, (R).

(b) V primeru, ko je n = 3 in A = Ej5 + FEs3 doloci razseznost in zapisi kaksno
bazo podprostora V.

3. V prostoru Ry [X] realnih polinomov stopnje najvec 4 je dana mnozica:
U={peR[X];p(1)=p(0)=0}.

(a) Dokazi, da je U vektorski podprostor in dolo¢i njegovo bazo in razseznost.

(b) Za vsako od mnozic A, B, C'in D ugotovi ali je ogrodje ali je baza prostora U

A:{x4+x3—2,x4+x2—2,x3—x2},
B={z"+2" 2"+ 2> -2,2° -1},
C={a"+2°-2,2"+2°—2,2° - 1},
D:{x4—|—x3—2,2x4+x3—3,x4+x3+x2—3,:62—1}.
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