Vaje 13: Lastna vrednost, lastni vektor

Naloge na vajah:

1.

(a) Dokazi, da je A € F lastna vrednost endomorfizma A natanko tedaj, ko endo-
morfizem 4 — AZ ni injektiven.

(b) Naj bo V koncno razsezen vektorski prostor. Dokazi, da je A € F lastna
vrednost endomorfizma A natanko tedaj, ko je det (A — AI) = 0, kjer je A
pripadajoc¢a matrika operatorja A v neki bazi prostora V.

. Naj bo C* (R) vektorski prostor neskon¢no krat zvezno odvedljivih funkecij in D :

C*(R) — C*(R) odvajanje. Poisci lastne vrednosti in lastne vektorje endomor-
fizma D.

Poisci lastne vrednosti linearne preslikave A : V' — V, ki zadosca:
(a) A2 = A,
(b) A% =T.

Naj bo R (X)) vektorski prostor realnih potenénih vrst in P endomorfizem, definiran
s predpisom:

P (a0 + a1z + asx® + -+ ) = ag + apx® + asx’ + -+ + ag " 4 -
Poisci njegove lastne vrednosti in doloci lastne podprostore.

Naj bo RY vektorski prostor realnih zaporedij in A endomorfizem, definiran s pred-
pisom:
A(ala A2,0a3,Q4," - ) = (a27 ay,0a4,0a3, " ,0A2p, A2p—1," " " ) .

Pois¢i njegove lastne vrednosti in lastne podprostore.

V vektorskem prostoru R? naj bo A zrcaljenje ¢ez ravnino x +y + z = 0.

(a) Poisci lastne vrednosti in dolo¢i lastne podprostore zrcaljenja A.

(b) Zapisi bazo prostora R? v kateri zrcaljenju A pripada diagonalna matrika.

Na vektorskem prostoru R,, [X] realnih polinomov stopnje najve¢ n € N je s pred-
pisom

(Ap) () = (z + 1) p' ()

definiran endomorfizem A.

(a) Poisci lastne vrednosti in dolo¢i lastne podprostore endomorfizma A.

(b) Ali se da endomorfizem A predstaviti v kaki bazi z diagonalno matriko?

Samostojno resi: [1, Naloge: 485, 493, 511], [2, Naloge: 262, 268, 279] in [3, Naloge:
245, 248, 249].



Primeri izpitnih nalog:

1. Naj bo A : R® — R? linearna preslikava, ki prezrcali vsako tocko v R? prek premice
rT=1y =2z

(a) Kaksne so lastne vrednosti in lastni podprostori preslikave A7 Doloé¢i jih!

(b) Poiséi diagonalno matriko A, ki pripada preslikavi A v primerni bazi. Napisi
to bazo!

(c) Kaksna matrika pripada preslikavi A v standardni bazi?

2. Na vektorskem prostoru Rz [X] realnih polinomov stopnje najve¢ 3 je s predpisom

(Ap) (z) = (1 =) p' (2)
definirana preslikava A : Rs [X] — R3 [X].

(a) Dokazi, da je A linearni operator.

(b) Zapisi matriko, ki v standardni bazi prostora Rz [X] pripada operatorju A.
(¢) Doloci podprostora ker A in im 4. Koliko je njuna razseznost?
)

(d) Poisci lastne vrednosti in lastne vektorje operatorja A. Ali obstaja baza, v
kateri operatorju A pripada diagonalna matrika? Ce obstaja, zapisi to bazo in
pripadajoco diagonalno matriko.

3. Endomorfizem P : R® — R3 je podan s predpisom
P(F) =T —(T-0)7,

kjer je @ dani enotski vektor. Poiséi lastne vrednosti in pripadajoce lastne podpro-
store ter geometrijski uc¢inek endomorfizma P.
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