Pedagoska fakulteta Maribor
Oddelek za matematiko
Matematika - enopredmetni studij

IZPIT 1Z ALGEBRE I
Maribor, 4. 2. 2004

1. Naj bo V mnozica vseh tistih matrik, ki komutirajo z matriko Ejy — Es; € M; (R).

(a) Dokazi, da je V' vektorski podprostor v M; (R) in zapisi primer njegove baze.

(b) Preveri, da je podprostor V' zaprt za matri¢no mnozenje in velja AB = BA za
vse A,BeV.

(c) Dokazi, da za vsak 0 # A € V obstaja A~!. Inverz tudi izracunaj!

Za matri¢no seStevanje in mnozenje je V torej komutativen obseg. Ali ves, kateremu
komutativnemu obsegu je izomorfen?

11 1
A—[l 0 —1]'

Naj bo U mnozica vseh tistih matrik X € Mjyo (R), za katere velja AX = I. Doloci
mnozico U in preveri, ali velja katera od naslednjih trditev:

2. Dana je matrika

(a) U je vektorski podprostor v Msys (R),
(b) U = Xy +V, kjer je V podprostor v M3y (R) in X fiksna matrika.

Ce velja katera od trditev, poiséi eno od baz za nastopajoci podprostor. Ugotovi,

¢e je med resitvami tudi matrika AT (AAT)_I.

3. Naj bo linearna preslikava A : R — R3 podana s predpisom
1
Az, y,2) = T (3x 4+ 2y — 62,2x + 6y + 3z, —62 + 3y — 22).

Pokazi, da je A zrcaljenje prostora R? preko neke premice. Dolo¢i enacbo te premice
v kanonski obliki!

4. Linearni preslikavi A : C* — C? pripada glede na urejeno bazo B = {(31,4), (7i,1)}
matrika
v 2
A= { 2 1 } '

Dolo¢i matriko transformacije A* glede na bazo B, ¢e vzamemo v C? obicajni
skalarni produkt.

Naloge so enakovredne.
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[ZPIT 1Z ALGEBRE I
Maribor, 18. 2. 2004

1. Dana je tristrana piramida ABC'D. Naj bo tocka T tezisce trikotnika BC'D. Tocka
E naj bo razpolovisce daljice AB, tocka F' razpolovisce daljice AC, Tocka G pa deli
daljico AD v razmerju AG : GD = 1 : 4. Daljica AT prebode trikotnik FF'G v
tocki S. Doloc¢i razmerje AS : ST.

2. Izracunaj naslednjo determinanto velikosti n X n:

0O a a -+ a a
a 0 b --- b b
a b 0 --- b b
L .., abelR
a b b - 0 b
a b b - b 0

3. Za realni Stevili a in b tvorimo matriko
—a b
=5
Linearna reslikava 7 : My (R) — M, (R) je definirana s predpisom 7 (X) = AX +

XA. Glede na vrednosti parametrov a in b obravnavaj razseznost jedra in slike
preslikave 7. Za vsak primer posebej doloci tudi bazo jedra!

4. Naj bo linearni operator A : R* — R? podan s predpisom
A(x,y,2z) = (—x — 2y — 2z,—x — 2,2z + 2y + 3z) .

Preveri, da sta A in A* projektorja. Za vsakega od njiju dolo¢i podprostor in kot
vzdolz katerega slika na svojo zalogo vrednosti. V R? vzamemo obicajni skalarni
produkt.

Naloge so enakovredne.
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1. Naj bosta p:2x = —3y = 62 in ¢ : x = y = 2 premici v prostoru R?. Ozna¢imo z 2
ravnino, ki vsebuje premici p in q. Naj bo A zrcaljenje ez premico ¢ in B zrcaljenje
Cez ravnino X.

(a) Za katere tocke ¥ € R3 velja AT = B#? Kaj geometrijsko predstavlja ta
mnozica? Zapisi njeno enacho!

(b) Zapisi matriko A, ki v standardni bazi prostora R* pripada zrcaljenju A.

Naloga naj bo opremljena s skico!

2. Naj bo V mnozica vseh tistih matrik, ki komutirajo z matriko 3E15—2Fy; € M, (R).

(a) Dokazi, da je V' vektorski podprostor v M; (R) in zapisi primer njegove baze.

(b) Preveri, da je podprostor V' zaprt za matri¢no mnozenje in velja AB = BA za
vse A,BeV.

(c) Dokazi, da za vsak nenicelni A € V obstaja A~'. Inverz tudi izracunaj!

3. V R3[X] uvedemo skalarni produkt tako, da je mnozica {1,1 —z,1 — 2% 1 — 23}
ortonormirana baza. Najbo V = {p € R3 [X]|p(1) = p(—1)}. Poiséi ortonormirani
bazi podprostorov V in V* ter izra¢unaj pravokotno projekcijo polinoma 1+ 2%+ 2*
na podprostor V.

4. Najbo A endomorfizem vektorskega prostora V. Dokazi, da endomorfizem A zadosca
im A% = im A natanko tedaj, ko je V = ker A+ im A.

Naloge so enakovredne.
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1. Naj bo § sfera dolo¢ena z enacbo (x — 2)2 +9y? + 2% = 2 in p premica, ki je presek
ravnin x + z = 2 in bz — 2z = 3.
(a) Zapisi enacbo premice p in dolo¢i medsebojni odnos premice p in sfere S?
(b) Poisci enacbe vseh ravnin, ki potekajo skozi izhodisce, se dotikajo sfere S in so

vzporedne premici p.

Nalogo opremi s pregledno skico!

2. V vektorskem prostoru M, (R) sta dani podmnozici U = {X € M, (R) |[AX AT = X}
inV ={X € M (R)|BXBT = X}, kier je

1 1 -1 . 11
=gl el
Dokazi, da sta U in V' vektorska podprostora v M, (R) in poiséi baze podprostorov
u,v,unVinU+V.

3. Linearna preslikava A : R* — R, [X] je definirana s predpisom
A(l’l, Ta, .233,5134) = (331 + i) + .2133) 1 —+ (21’1 + To — 1‘4)23 + (4.171 + 2.732 — 2334) .CEQ.

Poisci taki urejeni bazi vektorskih prostorov R* in Ry [X], v katerih bo linearni
preslikavi A pripadala matrika

1 000
01 00
0000

4. Naj bo V realni vektorski prostor s skalarnim produktom (-|-) in u € V nenicelni
vektor. Preslikava A :V — V je definirana s predpisom Az = = — (u|z) u.

(a) Pokazi, da je A sebi adjungiran operator.

(b) Doloci lastne vrednosti in ustrezne lastne podprostore operatorja A.
) Kateri lastnosti mora zadoscati vektor u, da bo A projektor?
)

(c

(d) Kateri lastnosti mora zadoséati vektor u, da bo A pozitiven operator?

Naloge so enakovredne.
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1. V ostrokotnem trikotniku ABC se visini C'D in BE sekata v tocki V. Tocke M, N, O
in P so zaporedoma razpolovisca daljic BV, CV, AC' in AB. Oznacimo vektorja
N —_— = —

a =ABin b = AC.
(a) Izrazi vektor AV samo z vektorjema @ in b . Uporabi pravokotne projekcije!
(b) Dokazi, da je lik M NOP pravokotnik.

2. V algebri M,, (R) je dana matricna enacba (X —I1)A = I + X, kjer je A fiksna
matrika in / identi¢na matrika.

(a) Ali je zgornja enacba resljiva, ce je det (I — A) = 20047 Ce je, koliko resitev
ima?

(b) Resi dano matri¢no enacbo za primer n = 3 in

—1

1
-3

A:

S NN O
N O N

3. S predpisoma Fp = fjlp (x)dz in Gp = p’ (—1) sta definirana linearna funkcionala
na vektorskem prostoru R,, [X].

(a) Funkcionala F in G izrazi kot linearno kombinacijo funkcionalov iz dualne baze
standardne baze prostora R,, [X].

(b) Za primer n = 3 dolo¢i razseznost in zapisi primere baz vektorskih podprosto-
rov ker F, ker G, ker F Nker G in ker F + ker G.

4. Sebi adjungiran linearni operator A : R* — R3 ima lastne vrednosti 1, —1 in 0.
Njegovo jedro je premica © = y = —z in velja A(—1,1,0) = (1,—1,0). Doloci
pripadajoce lastne vektorje operatorja A in za vsak n € N poiséi predpis za operator
A" V R3 vzamemo obi¢ajni skalarni produkt.

Naloge so enakovredne.
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1. Paralelepiped ABCDA’B'C'D’ ima za osnovno ploskev paralelogram ABC D, tocke
A" B C'", D' pa zaporedoma lezijo nad tockami A, B,C, D. Tocka E je presek di-
agonal ploskve BCC'B’. V kak$nem razmerju odreze paralelogram BB’D’'D daljico
AE?

2. (a) Naj bosta A : U — V in B : V — W linearni preslikavi. Dokazi, da za
preslikavo BA : U — W velja relacija

dimker BA = dim ker A + dim (im A N ker B) .

(b) Linearni preslikavi A : R3[X] — M5 (R) in B : My (R) — R sta podani s
predpisom:

Ap) = pjv<(_1)1) ﬁ;ill)) in B(A) =sled (A).

Dolo¢i razseznost in baze podprostorov ker A, im A N ker B in ker BA.

3. Naj bo
3 -1 00 O
0 2 -10 0
A=| -1 1 1 0 O
2 0 -2 0 -1
1 -2 21 2

Izra¢unaj karakteristicni polinom, dolo¢i lastne vrednosti in lastne vektorje matrike
A. Na osnovi tega zapisi tudi Jordanovo kanoni¢no obliko in minimalni polinom
matrike A.

4. Naj bo A zasuk prostora R3 okoli premice p : x = y = —z za kot 7/6 v pozitivni
smeri. Doloé¢i matriko A, ki v standardni bazi prostora R? pripada preslikavi A.

Tocke so razporejene po nalogah: 20 + 30 + 25 + 25.



