Pedagoska fakulteta Maribor
Oddelek za matematiko in ra¢unalnistvo
Matematika - enopredmetni studij

[ZPIT 1Z ALGEBRE I
Maribor, 25. 1. 2005

1. Dani sta ravnini 7 : 22 + 2y + 2 =3 in ¥ : x + 2y + 2z = 6. Doloci enacbe premic,
ki so od ravnin 7 in X enako oddaljene, in sicer 3 enote. Koliko je vseh resitev?

2. Dana je matrika

in mnozici
U={XeM®R)|(A+X)"=A*+2AX + X?},
V={XeM®R)I[(A-X)"=A+X?}.

Preveri, da sta U in V' vektorska podprostora v M; (R). Dolo¢i tudi razseznosti in
primere baz vektorskih podprostorov U,V,U NV in U + V.

3. Izracunaj determinanto naslednje tridiagonalne matrike velikosti n x n, kjer so na
neoznacenih mestih nicle:

[ 2ab a2
b2 2ab a?
b 2ab a?
, a,beR.
b 2ab a?
b>  2ab

4. Sebi adjungirana linearna preslikava A : R3 — R3 ima lastno vrednost 0, kjer
je pripadajoci lastni prostor ravnina = 4+ y — 2z = 0, druga lastna vrednost je 1.
Pois¢i matriko, ki pripada preslikavi A v standardni bazi prostora R3. Opisi tudi
geometrijsko delovanje preslikave A!

Naloge so enakovredne.
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[ZPIT 1Z ALGEBRE I
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1. Dani sta ravnini 7 : 5z + 2z = 16 in ¥ : 2x — y = 5, katerih presek je premica p.
Katera tocka na sferi S : 22 — 4z + y? + 2y + 22 + 4 = 0 je najblizja premici p.
Prepricaj se, da premica p ne seka sfere S!

2. Naj za endomorfizem A : V — V velja A* = A. Preveri, da so
U={veVAv=0}, Z={veV]Av=v}, W={veV|Av=—v}.
vektorski podprostori v V' in dokazi, da se vsak v € V enoli¢no zapise kot vsota

v=u+z+4+w, kjerjeueclU,ze Z,welV.

3. Najbo T; (R) vektorski prostor 2x2 realnih zgornje trikotnih matrik in { E1, E1a, Eos}
standardna baza tega prostora. Naj bo A : Ty (R) — 75 (R) linearna preslikava, ki
po vrsti preslika matrike Ei9— Fag, E114+2FE12, E11+ E12 v matrike 2F1+2FE15+2FE99,
3Lz, Eny.

(a) Zapisi matriko, ki pripada linearni preslikavi A v standardni bazi prostora
Ty (R).

(b) Ali obstaja baza prostora Ty (R), v kateri preslikavi A pripada diagonalna
matrika? Odgovor utemelji!
4. Naj bosta (1,72, 23) , (Y1, Y2, y3) € R? in

<($17 T2, I3) | (yl, Y2, y3)> = aryr — T1Y2 + bxayy + T2y + cr3Ys3,

kjer so a, b in ¢ realne konstante. Kateremu pogoju morajo zadoscati konstante a,
b in ¢, da bo (:|-) skalarni produkt na R3?

Naloge so enakovredne.
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1. Premica p je presek ravnin
T:r—y+z=1 in X:zx+2y+z=4.

Zapisi enacbo ravnine 11, ki vsebuje premico p in oklepa z ravnino 7 kot 60°. Kaksen
kot oklepa ravnina II z ravnino 7 Koliko je vseh resitev?

2. Dana je matrika

N

Il
_
S = O
_ o =

in mnozici
U={Xe€eM[R)JAX = XA} in V={XeMR)JAX=XA"}.
Dokazi, da sta U in V vektorska podprostora v M3 (R). Pois¢i najmanjsi podprostor

prostora Mj (R), ki vsebuje podprostora U in V, in najvecji podprostor v Mz (R),
ki je vsebovan v obeh podprostorih U in V. Zapisi njuni bazi!

3. Dana sta linearno neodvisna vektorja c?,l; € R3. Linearna preslikava A : R? — R3
je definirana s predpisom

AT = (Z-@)b+2(T-b)@ za vsak T € R®.

(a) Doloci podprostora ker A in im A.

(b) Zapisi matriko, ki pripada endomorfizmu A v bazi {a, b, @ x 5} prostora R3.

(c) Poisci lastrje vrednosti in lastne vektorje endomorfizma A, ce ves, da sta vek-
torja @ in b ortogonalna.

4. Vektorski prostor Ry [X] je opremljen s takim skalarnim produktom (.|.), da je
mnozica {1 —z, 1+ 2z, *} ortonormirana. O linearnem funkcionalu f : Ry [X] — R
vemo

fR+z+2°)=2, f(l+2z+2°)=4 in f(1+2+22%) =6.

(a) Doloci predpis za linearni funkcional f.

(b) Kateri polinom ¢ € Ry [X] ustreza funkcionalu f po Rieszovem izreku?

Naloge so enakovredne.
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1. Dana je vektorska enacba
(@xZ)xb—d=(Z-b)b+adxb,

kjer sta a in b linearno neodvisna geometrijska vektorja. Ugotovi, kateremu pogoju
morata zadoscati vektorja @ in b, da bo dana vektorska enacba resljiva. V tem
primeru resitev tudi poiséi!

2. Linearna preslikava A : R3 [X] — M (R) je podana s predpisom

_ @) P
Ap[p'a) p<—1>]'

(a) Dolo¢i podprostora im.A in ker A. Zapisi njuni bazi in razseznost!
(b) Resi enacbo Ap = E11 + E1a + Ea1 + Eas.

3. Doloci vse a € C, pri katerih matrika

2 0 0 0

2 =2 0

0 0 -3 1

0 O a —a—2

A:

ne bo diagonalizabilna. Za dobljene a € C pois¢i minimalni polinom matrike A in
njeno jordansko matriko J4.

4. Bilinearna preslikava h : Ry [X] X Ry [X] — R je definirana s predpisom
h(p,q) =p(=1)q(=1)+p(0)¢(0) +p(1)q(1).

(a) Zapisi matriko ki pripada preslikavi h v standardni bazi prostora Ry [X].
(b) Dokazi, da je h skalarni produkt na vektorskem prostoru Ry [X].

(c) Poiséi kako ortonormirano bazo podprostora

V={peR[X]|p(1)=p(-1)}

in jo dopolni do ortonormirane baze prostora Ry [X].

Naloge so enakovredne.
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1. Ravnina 7 poteka skozi koordinatno izhodisce in vsebuje tocki A (2,2,4) in B (4,0, 2).
Oznacimo s ¥ mnozico tock, ki so enako oddaljene od tock A in B.

(a) Kaj geometrijsko predstavlja mnozica 7 N X7 Zapisi njeno enacbo!

(b) Doloci tocko C', ki je zrcalna slika tocke A glede na mnozico m N Y v smeri
vektorja 7= (2,0, 1).

Nalogo opremi s pregledno skico!

2. Naj bo RY = {(ay,ay,as,...)|a, € R} vektorski prostor vseh realnih zaporedij.
Oznacimo z V C RY podmnozico vseh tistih zaporedij (a,), ki zadoscajo relaciji
Qpto = 3Ap+1 — 2a, za vsak n € N,

(a) Dokazi, da je V vektorski podprostor prostora RY.

(b) Doloéi razseznost podprostora V' in pois¢i primer njegove baze.

3. Linearna preslikava A : M(R) — Ms(R) je podana s predpisom A (X) = BX - XC,
kjer je
2 -1 . -3 1
B—{l 0 1 in C—[_4 1].

(a) Zapisi matriko A, ki pripada preslikavi A v standardni bazi prostora Ms(R) in
dolo¢i podprostora ker A in im A.

(b) Poisci Jordanovo kanoni¢no formo matrike A.

4. Naj bo A : R?® — R? sebi adjungirana preslikava, ki ima eno lastno vrednost 2. Za
vsak vektor v, ki lezi v ravnini z — 2y — 2z = 0, velja Av = —v. Poiséi matriko
preslikave A v standardni bazi prostora R3.

Naloge so enakovredne.
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1. Naj bodo A(-1,0,2),B(1,0,1),C (3,1,2) in D (2,3,2) oglisca piramide ABCD.
Premica p seka stranici AD in BC' pod pravim kotom.

(a) Zapisi enacbo premice p in izracunaj razdaljo med stranicama AD in BC.

(b) V katerih tockah seka premica p koordinatne ravnine?

2. V vektorskem prostoru Ry [X] sta dana podprostora

U=L{1+z—2+2°+2* —14+22 227 +22° — 2%, 2 — oz + 2* — 2° + 22"},
V={peRy[X]|p(0) +p'(0) =0,p(1) —p(0) = 0,3p(—1) + 9p' (0) + p" (0) = 0}.

Doloéi razseznosti podprostorov U, V,U NV, U + V in zapisi primere njihovih baz.

3. Naj bo a pozitivno realno stevilo in

2a b b
A=1b 2a b|, belR
b b 2a

(a) Za katere vrednosti parametra b bo matrika A pozitivno definitna?
(b) Naj bo b = a. Doloé¢i taksno matriko B, da bo B? = A.

4. Linearna preslikava A : R* — R* je pravokotni projektor na podprostor
U= {(Z’,y,Z,fU) €R4|aj—y—z:0,y—z—|—w:0}

V standarni bazi prostora R* poiséi matriki preslikav A in A*, dolo¢i njune lastne
vrednosti, lastne podprostore in opisi geometrijski ucinek preslikave A*. Evklidski
prostor R* je opremljen z obi¢ajnim skalarnim produktom!

Naloge so enakovredne.



