Vaje 9: Vsota in presek vektorskih prostorov

Naloge na vajah:
1. Naj bosta U in V vektorska podprostora v R* dolocena kot
U = {(.Tth, X3, I4) |.T2 + x3 + Ty = 0} ,
V = {(x17x27$37'x4> ‘xl + To = O, T3 — 21’4 = O} A

Doloci vektorske podprostore U, V,U NV in U + V. Doloc¢i razseznost in zapisi
primere njihovih baz!

2. V prostoru Rj [z] sta podani mnozici:

U={peRsz]|p"(1) =2p(0), p(~1) = 0}
V={peRs[z]|p"(1) +p(-1) = 2p(0)}.

Pokazi, da sta U in V' podprostora R [x] in ugotovi v kaksnem odnosu sta U in V'
med sabo.

3. Naj bo M, (R) vektorski prostor nxn realnih matrik. Dokazi, da je M,, (R) = UV,
kjer je U vektorski podprostor vseh simetri¢nih matrik, V' pa vektorski podprostor
vseh poSevno simetri¢nih matrik.

4. Naj bo C (R) vektorski prostor zveznih realnih funkeij, U vektorski podprostor vseh
sodih funkeij in V' vektorski podprostor vseh lihih funkcij. Dokazi, da je C (R) =
UaV.

5. Naj bosta V = {p e R[X]|p(1) =0} in U = {p € R[X]|p(2) =0} podprostora
vektorskega prostora realnih polinomov R [X]. Dolo¢i podprostora VN U in V + U
ter vsakemu podprostoru U, V.,V N U in V + U dolo¢i bazo.

6. V vektorskem prostoru M, (R) sta dana podprostora

V == {X E M2 (R) |E12X == O},
U= L (En — By, Bi1 + Eo, Eoy — Eog, Evi + Eoy + Es) .

Poisci baze podprostorov U, V,VNU in V 4+ U.
Samostojno resi: [1, Naloge: 239, 250, 254], [2, Naloge: 82, 83, 85] in [3, Naloge: 24,
26, 82].
Primeri izpitnih nalog:

1. Naj bosta U in V podprostora v Rz [X]; U = {a + bz + cz?® + dx3|a +c+d = 0}
in V = {a+br+cax’>+dz*la+b=0,c—2d=0}. Poisci primere baz prostorov
UV, UNV in U+ V. Ali je vsota podprostorov U in V direktna?

2. Naj bosta U = {p € Ry [X]|[',p(z)dz = 0} in V = {p € Ry [X][p (1) = 0} vek-
torska podprostora Rz [X]. Dolo¢i razseznost in zapisi primere baz vektorskih pod-
prostorov U,V,UNV in U + V.



3. V prostoru Rj [X] realnih polinomov stopnje najve¢ 3 sta podana vektorska pod-
prostora:

Uzﬁ{m3+2m2+x—1, 3 —a? + 2+ 1, ZL‘3—|—8:L‘2—ZL'—5},

V= {a3x3 + ang +a1x + a0| 2a3 — as — a1 = ag, a3 — Ay = Gy, G3 = ao} .
Doloéi baze in razseznosti prostorov U, V, U NV in U + V. Ali je vsota direktna?

4. V vektorskem prostoru M, (R) sta dani podmnozici U = {X € M, (R) |[AX = XA}
inV ={X e M (R)|ATX = —X AT}, kjer je
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(a) Preveri, da sta U in V' vektorska podprostora v M, (R) in doloé¢i njuni bazi.
(b) Dokazi My (R)=U & V.

5. Za matriko A € Ms(R) oznac¢imo z A matriko, ki je prezrcaljena Gez stransko
diagonalo. Naj bosta S in 7 podmnozici M3 (R) oblike

S={AeM;(R)[A=A%} in T={AeM(R)|A" = A"} .

Dokazi, da sta S in 7 podprostora vektorskega prostora M; (R), doloé¢i tudi baze
prostorov §,7 in S N7 . Koliko je dimenzija prostora S + 77
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A—{O 2} in B—{_l 0]

Naj bo U mnozica vseh matrik, ki komutirajo z matrikama A in B ter V mnozica
tistih matrik, ki komutirajo vsaj z eno od A in B.

6. Dani sta matriki

(a) Dokazi, da je U vektorski podprostor v M, (R) in zapisi njegovo bazo.

(b) Dokazi, da je V' ni vektorski podprostor. Dolo¢i najmanjsi vektorski podprostor
v My (R), ki vsebuje V. Zapisi tudi njegovo bazo!
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