Vaje 11: Lastne vrednosti in lastni vektorji

Naloge na vajah:

1. (a) Dokazi, da je A € [ lastna vrednost operatorja A natanko tedaj, ko operator
A — A7 ni injektiven.

(b) Naj bo V koné¢no razsezen vektorski prostor. Dokazi, da je A € F lastna vred-
nost operatorja A natanko tedaj, ko je det (A — AI) = 0, kjer je A pripadajoca
matrika operatorja A.

2. Poisci lastne vrednosti linearne preslikave A : V' — V, ki zadosca:
(a) A2 = A,
(b) A% =T.

3. Naj bo RY vektorski prostor realnih zaporedij in A : RY — RN linearni operator, ki
je definiran s predpisom:

A<a1; A9, A3, Ay, " "+ ) = (a27 ai, 4,03, ,A2n,A2p—1," " * ) .
Poisci njegove lastne vrednosti nekatere pripadajoce lastne vektorje.
4. Poisci lastne vrednosti in lastne vektorje ter podobno diagonalno matriko matrike
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5. V vektorskem prostoru R? naj bo A zrcaljenje ¢ez ravnino = +y + z = 0.

(a) Poisci lastne vrednosti in dolo¢i lastne podprostore zrcaljenja A.

(b) Zapisi bazo prostora R? v kateri zrcaljenju A pripada diagonalna matrika.

6. Poisci karakteristi¢ni in minimalni polinom matrike
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Kaksen mora biti minimalni polinom matrike A, da se le ta lahko diagonalizira.

7. Naj bosta A, B € M,, (C). Dokazi ali ovrzi:

(a) Ce imata matriki 4 in B enak minimalni polinom, sta podobni.

(b) Ce imata matriki A in B enak karakteristi¢ni in minimalni polinom, sta podobni.



Pomoc: oglej si naslednja para matrik:
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8. Doloéi vse a € C, pri katerih ima kompleksna matrika
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vsaj eno lastno vrednost enako 0. Za doblene a € C pois¢i minimalni polinom
matrike A, njeno jordansko matriko A’ in matriko prehoda P.

9. Karakteristicni polinom operatorja A : C'* — C%jepa (A\) = (A =3)* (A +2)° (A + 1),
njegov minimalni polinom pa je ma(A) = (A —3)*(A+2)° (\+1). Napisi vse
mozne jordanske matrike operatorja A do podobnosti natanc¢no.

Samostojno resi: [1, Naloge: 485, 491, 601], [2, Naloge: 266, 268, 277] in [3, Naloge:
284, 287, 303].

Primeri izpitnih nalog:

1. Linearni transformaciji A : R? — R? v standardni bazi prostora R3 pripada matrika
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(a) Doloci lastne vrednosti in lastne vektorje transformacije A ter opisi njeno ge-
ometrijsko delovanje.

(b) Ali obstaja kaka baza prostora R3, v kateri linearni preslikavi A pripada diago-
nalna matrika? Odgovor utemelji!

2. Linearna preslikava A : Ry [X] — Ry [X] je podana s predpisom
Alaol + a1z + as?) = (ag — ay + 2a2)1 + (ag + az) x + (—ag + 2a; — 2as) 2.

(a) Doloc¢i matriko A, ki pripada linearni preslikavi A v standardni bazi prostora
Ry [X].

(b) Zapisi karakteristi¢ni in minimalni polinom, lastne vrednosti in pripadajoce
lastne vektorje matrike A. Ali obstaja diagonalna matrika podobna matriki
A? Ce obstaja, jo tudi zapisi.



3. Naj bo A pravokotna projekcija prostora R? na ravnino x + 2y + z = 0.

(a) Poisci lastne vrednosti preslikave A in dolo¢i njihove lastne podprostore.

(b) Zapisi tako bazo prostora R3, v kateri preslikavi A pripada diagonalna matrika
in to diagonalno matriko tudi zapisi.

4. Doloci lastne vrednosti in lastne vektorje matrike
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5. Doloci karakteristiéni polinom, lastne vrednosti in pripadajoce lastne vektorje realne
matrike

A= , b>0.
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Ali je matrika A podobna diagonalni matriki? Ce je, kateri?
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