Izrek 5. Kubi¢na enacba 22 + pz +¢ = 0; p,q € C ima v obsegu C natanko 3 resitve:
T1 = Ui+ Uz, Ty = UL +E2Ug, T3 = £2U1 +EUs, Kjer je e = _1%“/5 in sta uy » resitvi kvadratne
enacbe u?+qu— g = 0. Izraz D3 = —8p® —27¢? imenujemo diskrimanta dane kubi¢ne enacbe

in za u; » dobimo vrednosti —1 & VG:/%)3. V primeru p, ¢ € Rvelja {z1, 29,23} C R< D3 > 0.

Izrek 6 (Viéte). Kadar je unitaren polinom p = i arr® € K[z] produkt linearnih faktorjev
k=0

r—ck; k= 1,2,...,n (pravimo tudi, da je p popolnoma razcepen nad K), veljajo
naslednje povezave med koeficienti in niclami polinoma p:
—p 1 =C+C+...+Cy G o=CrCa+C13+ ... FCp1Cny .., (—1)"ag = c10a. .. Cp.

Def. 6: Elementom kolobarja K|z, %2, ..., %s] = (...((K[z1])[z2]) - . .)[zn] pravimo polinomi

n spremenljivk. Vsak tak polinom je vsota monomov: > aklmknxlfl ...z% . Stopnja
ki

n
posameznega monoma je po dogovoru enaka ) k;. Polinomu p pravimo homogen, kadar
J=1

je p vsota monomov enake stopnje. Polinom p imenujemo simetri¢en, kadar za poljubno
permutacijo 7 € Sy, velja p(r1, %2, ..., %n) = D(Ta(1)s Tr(2)s - - > Tr(n))-

Posledica 7. Desne strani Vietovih obrazcev so t. i. osnovni simetri¢ni polinomi s (cq, . . ., ¢,).

Izrek 7. Polinom p € Klxy,...,z,| je simetricen natanko tedaj, ko obstaja tak polinom
q € Klzy,...,x,], za kateri velja: p(z1,...,2,) = q(s1(z1,. .., Zn)y .oy Sn(T1,. -, Tn)).

Def. 7: Naj bodo x1,xs,...,x, vse nicle popolnoma razcepnega unitarnega polinoma

p € K[z] stopnje n. Produktu D,, = [] (z; — 2;)? € K recemo diskriminanta polinoma p.
i<k

Posledica 8. Kot simetri¢ni polinom nic¢el popolnoma razcepnega unitarnega polinoma

p € Klz|, se njegova diskriminanta izraza s koeficienti tega polinoma.

Izrek 8. Vsak polinom lihe stopnje z realnimi koeficienti ima vsaj eno realno niclo.
Izrek 9. Poljuben polinom p € R|z] stopnje ve¢ kot 0 ima vsaj eno kompleksno niclo.

Posledica 9 (osnovni izrek algebre). Vsak polinom s kompleksnimi koeficienti in stopnjo vecjo
od 0 ima vsaj eno kompleksno ni¢lo. Z drugimi besedami: poljuben polinom p € Clz| je v
C popolnoma razcepen. Zato kompleksnim Stevilom pravimo algebrsko zaprt obseg.

Def. 8: Naj za p € R[z| in realni Stevili a < b velja: p(a)p(b) # 0. Zaporedje polino-
mov po, P1, - - -, P € R[z] imenujemo Sturmovo zaporedje za polinom p na intervalu (a, b)
natanko tedaj, ko: (1) je po = p, (2) pr nima nicel na [a,b], (3) za vsako niclo ¢ € |a,b]
polinoma p;, i > 0 velja, da je p;—1(c)pi+1(c) < 0 in (4) za vsako niclo ¢ € (a, b) polinoma py
obstaja taka okolica (¢, ") C (a,b), da je pop1 negativen na (¢, c¢) in pozitiven na (¢, c”). {p;}
so Sturmovo zaporedje za p na (—oo, 00), ¢e zahteve (1)-(4) veljajo za dovolj velika —a, b.

Posledica 10. Primer Sturmovega zaporedja za polinom p na intervalu (a,b), kjer p nima
veckratnih nicel, so polinomi p,p’, ps,...,pk, Kjer je vsak p;11, ¢ > 0 nasprotna vrednost
(nenicelnega) ostanka od deljenja polinoma p; ; s polinomom p;: p; 1 = ¢; - Pi — Pit1-

Izrek 10 (Sturm). Naj bo {p;} Sturmovo zaporedje za polinom p na intervalu (a,b), kjer
p nima veckratnih nicel. Ozna¢imo za poljuben ¢ € R s S(c) stevilo sprememb znaka v
zaporedju po(c), p1(c),...,px(c). Potem ima p na intervalu (a,b) natanko S(a) — S(b) nicel.

Preproste metode za iskanje realnih nicel polinoma p na danem intervalu so bisekcijska,

sekantna (ryy; = T4_1 + %) in tangentna (z;11 =y — II)’/((ZZ))).




