Cela stevila

Def. 1: Na kartezicnem produktu IN x N definirajmo binarno relacijo ~ s predpisom:
(ml,nl) ~ (mQ,HQ) <<= M1 + N9 = N1 + Mo.

Posledica 1. Relacija ~ je ekvivalencna relacija. Ekvivalenéni razred s predstavnikom
(m,n) bomo oznacevali z [m,n]. Mnozici vseh dobljenih ekvivalenénih razredov pravimo
cela stevila (oznaka: Z).

Def. 2: Racunski operaciji seStevanja in mnozenja na mnozici Z podamo s predpisoma:
[m1,n1] @ [mg, no] = [m1 + ma,ny 4 no), [m1,n1] © (M2, ny] = [Mimy + ning, ming + nimy).

Posledica 2. Obe navedeni definiciji sta korektni (neodvisni od izbire predstavnikov). V
nadaljevanju bomo obe operaciji zapisovali z obicajnima znakoma za seStevanje oziroma
mnozenje.

Izrek 1. Operaciji seStevanja in mnozenja sta asociativni in komutativni, povezuje pa ju
distributivnostni zakon. Obstajata tudi nevtralna elementa za seStevanje (0 = [n,n|) in za
mnozenje (1 = [n + 1,n]). Poleg tega ima vsako celo stevilo nasprotno: —[m,n| = [n,m],
vsa nenicelna cela Stevila pa so regularna glede na operacijo mnozenja (ax = ay = = = y).

Def. 3: Na mnozici Z definiramo relacijo urejenosti s predpisom: [my,n;] < [mg,ng] <=
my + ny < ny + my, relacijo deljivosti pa enako kot na mmnozici N.

Posledica 3. Relacija “strogo manjsi” strogo linearno ureja mnozico celih stevil, ki jih po
primerjavi s Stevilom 0 razdelimo na pozitivna in negativna. Neenakosti dopuscajo
krajSanje z enakim sesStevancem ali pozitivhim mnozencem, pri krajSanju z negativnim
faktorjem pa se neenakost obrne.

Posledica 4. Pozitivna cela stevila so izomorfna z N. Zato je Z=NU{0}U{—n: n € N}.

Def. 4: Vpeljimo na mnozico Z Se druzino kongruencnih relacij. Naj bo za doloc¢eno
naravno stevilo m > 1 (pravimo mu modul) ¢ = b mod m natanko tedaj, ko data celi stevili
a in b pri deljenju z m enaka ostanka.

Posledica 5. a = b mod m <= m|a — b. Vse kongruence so ekvivalencne relacije.

Izrek 2. Ce cela tevila a, b, ¢, d zadoséajo kongruencama a = b mod m in ¢ = d mod m,
veljata tudi kongruenci a + ¢ = b+ d mod m in ac = bd mod m.

Izrek 3. a = b mod m natanko tedaj, ko je ca = ¢b mod cm za poljubno naravno stevilo
c. Iz a = b mod m sledi a = b mod n za vsak n > 1, ki deli stevilo m. V primeru, ko je
D(c,m) = 1, iz kongruence ca = ¢b mod m sledi a = b mod m.

Def. 5: Na polni mnozici ostankov Z,, = {[0],[1],...,[m — 1]} pri deljenju s Stevilom
m > 1 imamo inducirani operaciji sestevanja in mnozenja: [a]® [b] = [a+b] in [a] ® [b] = [ab].
(Korektnost obeh definicij nam jaméi osnovna lastnost kongruenc - izrek 2.)

Izrek 4. Polna mnozica ostankov pri deljenju s poljubnim modulom m tvori z inducirani-
ma operacijama seStevanja in mnozenja komutativen kolobar, v primeru prastevila m pa
(kon¢no) polje.

Def. 6: Predstavniki reducirane mnozice ostankov po modulu m so naravna Stevila k,
manjSa od m, za katera velja D(k, m) = 1. Taka mnozica ostankov ima torej mo¢ ¢(m).

Izrek 5 (Euler). Za poljubno celo stevilo a, tuje z modulom m, velja: a®™ = 1 mod m.



