Topologija

Vzorci pisnih izpitov in kolokvijev
23.6.1997

. Dokazite, da velja

Fr(Ax B)=(FrAx ClB)U (ClA x Fr B).

(Bolj natan¢no: ¢e sta X in Y poljubna topoloska prostora, A C X, BC Y, in ceje X XY
opremljen s produktno topologijo, tedaj velja Fryxyy (A x B) = (Frx A x Cly B) U (Cly A x
FI‘Y B))

. Naj bo X topoloski prostor, Y Hausdorffov prostor, 2o € X, yo € Y, in naj velja Cl{zo} = X.
Dokazite, da obstaja natanko ena zvezna funkcija f : X — Y, za katero velja f(zo) = yo.

. Naj bo f: X — Y funkcija, kjer sta X, Y topoloska prostora. Definiramo h : X — I'y
s formulo Vo € X, h(x) = (x, f(z)). Pri tem je I'y graf funkcije f, opremljen z relativno
topologijo podedovano iz topoloskega produkta X x Y. Dokazite, da je f zvezna natanko
takrat, kadar je h homeomorfizem.

. Dokazite, da kvocientni prostor R/Z ne zados¢a prvemu aksiomu Stevnosti.

Pripravil Uros Milutinovié

16.9.1997

. Naj bo (X, 7T) topoloski prostor. Dokazite, da je ta prostor diskreten natanko takrat, kadar
velja

VAeP(X),IntA=0 = A=

. Naj bo f: X — Y zvezna surjektivna funkcija. Dokazite: ¢e je X separabilen, tedaj je
tudi Y separabilen.

. Naj bo 7 topologija na N, ki ima druzino B = {{1,2},{3,4},{5,6},...} za bazo. Dokazite,
da ima v tem prostoru vsaka neprazna podmnozica stekaliS¢e in da ta prostor ni kompakten.

. Naj bo X povezan topoloski prostor in £ C X X # (). Dokazite, da velja: xg je zvezna <
Y je konstanta. Pri tem je xg karakteristi¢na funkcija definirana s formulo

() = 1, ¢cejex e FE,
XEAL) = 0, cejex & E.

Pripravil Uro§ Milutinovié

6.11.1997

. Naj bosta (X, 7) in (Y, S) topoloska prostora. Dokazite, da je funkcija f : (X,7) — (Y, S)
zvezna natanko takrat, kadar velja

Vo € X,VV € O(f(x)), f H(V) € O(x).

Pri tem O(t) oznacuje mnozico vseh okolic — ne nujno odprtih! — tocke t.



. Naj bo C gosta, U pa odprta podmnozica topoloskega prostora X. Dokazite, da je

ClU = CI(UNC).

. Naj K, oznacuje mnozico {(z,y) € R?:2? + 32 < r}. Dokazite, da je

U={R* DN U{K,:r cR,r >0}

topologija na R*. Dolocite vsa stekalisca zaporedja z,, = (1 + —,0).
n

. Naj bod: X x X — R metrika, za katero obstaja pozitivno Stevilo m, tako da velja
Imd C {0} U [m,+00). Dokazite, da d poraja diskretno topologijo.

Pripravil Uros Milutinovié

22.1.1998

. Naj bo X = {0,1,2} in B = {{0},{0,1},{0,2}}. Dokazite, da obstaja topologija U, za
katero je B baza, dolo¢ite U, in dokazite, da (X,U) ni Ty prostor.

. Podana je topologija 7 = {0, N} U {{1,...,n} :n € N} na mnozici vseh naravnih stevil N.
Dokazite:

(a) Prostor (N,7) ni kompakten.

(b) Vsaka zvezna funkcija f : (N,7) — (Y,S) je konstantna, ¢e je prostor (Y,S) Haus-
dorffov.

. Naj bo (X,7) topoloski prostor, (Y,7y) njegov podprostor, in A C Y. Dokazite, da je
mnozica vseh stekalis¢ mnozice A v (Y, 7y) enaka preseku Y z mnozico vseh stekalis¢ mnozice
Av (X, 7).

. Eksplicitno opisite en homeomorfizem med A ={r € R:|z| >0} in B={xr € R:|z| > 1}.
Dokazite, da je opisana funkcija dejansko homeomorfizem.

Pripravil Uro§ Milutinovié

31.8.1998

. Naj bo U odprta in A poljubna podmnozica topoloskega prostora X. Dokazite: iz UNA = ()
sledi U N (C1A) = 0.

. Najbo f:(X,T) — (Y,S) zvezna funkcija. Dokazite, da je tudi
fx (X xXU)— (Y xY,V),

podana s formulo
Va2 € X, (f x f)(z1,22) = (f(21), f(22)),
zvezna, ¢e sta U (oz. V) produktni topologiji dobljeni iz 7 (oz. S).



. Naj bo X poljubna mnozica in
T ={0}U{U C X : X \ U je konéna mnoZica}.

Dokazite, da vsaka zvezna funkcija f : (X,7) — (R,7.) dosega minimum in maksi-
mum. Pri tem je 7, evklidska topologija na R. (Opomba: Ni potrebno dokazovati, da
je 7 topologija.)

. Dokazite, da sta za poljubni topoloski prostor X naslednji trditvi ekvivalentni:

(a) X je Ti-prostor.

(b) Diagonala A = {(x,z):x € X} je presek neke druzine odprtih podmnozic topoloskega
produkta X x X.

Pripravil Uro§ Milutinovié

14.9.1998

. Naj bo f: X — R zvezna funkcija. Dokazite, da velja

Fr(f~1({(=00,0))) € f(0).

1
. Dokazite, da sta X = {(x,sin—):0 <z <w}in Y = (0, 7] x {0} homeomorfna podprostora
T

evklidske ravnine R?.

. Dokazite, da sta za poljubni topoloski prostor X naslednji trditvi ekvivalentni:

(a) X je diskreten prostor.

(b) Diagonala A = {(z,z): 2 € X} je odprta podmnozica topoloskega produkta X x X.

. Naj bo X dobro urejena mnozica z maksimalnim elementom. Dokazite, da je X, opremljena
s topologijo, ki jo poraja ta dobra ureditev, kompakten topoloski prostor.

Pripravil Uros Milutinovié

28.10.1998

. Dokazite: ¢e v topoloskem prostoru X obstaja podmnozica A, za katero velja C1 A = CI(X \
A) = X (oz. velja, da sta mnozici A in X \ A gosti v X), tedaj X nima izoliranih tock.

. Naj bo X topoloski prostor. Dokazite, da sta naslednji trditvi ekvivalentni:

(a) X je Ti-prostor.

(b) Vx € X, N F = {x}.
F' je zaprta
reF

. Dokazite, da sta X in Y homeomorfna podprostora evklidske ravnine R? ¢e je X =
{(z,9):0<2®* +y* <4}t inY ={(z,y): 1 < 2®+9° < 4}.



. Naj bo {Y) : A € A} druzina povezanih podprostorov topoloskega prostora X. Dokazite: ce
obstaja povezan podprostor A prostora X, tako da je

YAE N ANY, # 0,

tedaj je
AU (U
AEA
povezan podprostor prostora X.
Pripravil Uros Milutinovié¢
25.11.1998

. Naj bo (X, 7T) topoloski prostor in A C X. Dokazite, da sta naslednji trditvi ekvivalentni:

(a) A= A.

(b) A je zaprta mnozica brez izoliranih tock.

. Dokazite: ¢e sta X; in Y} homeomorfna in sta X5 in Y5 homeomorfna, tedaj sta X; x X5 in
Y] x Y, tudi homeomorfna.

. Dokazite, da [0, 1] s Sorgenfreyevo topologijo (= z relativno topologijo glede na R;) ni kom-
pakten.

Pripravil Uros Milutinovié

18.1.1999

. Naj bo (X, 7) topoloski prostor. Dokazite, da sta naslednji trditvi ekvivalentni:

(a) (X,7) je diskreten prostor.
(b) Za poljubno podmnozico A C X velja ClA =X = A= X.

. Dokazite, da za poljubni podmnozici A C X, B CY velja
IHtXA X IIltyB = Il’ltXXy(A X B),

¢e je X x Y opremljen s produktno topologijo, dobljeno iz X in Y.

. Dokazite: ¢e je f : X — Y homeomorfizem in A C X poljubna podmnozica, tedaj je
zozitev f/A : A — f(A) tudi homeomorfizem. Opomba: A in f(A) obravnavamo kot
podprostora.

. Najbo f:(X,7T) — (Y,S) zvezna funkcija iz topoloskega prostora (X,7) v Hausdorffov
prostor (Y,S). Na mnozici X definiramo ekvivalen¢no relacijo ~ s formulo

V£L'1,ZE2 S X, T~ To &= f(ZL‘l) = f(ZL'Q)

Dokazite, da je X/~ s kvocientno topologijo, dobljeno iz (X, 7), tudi Hausdorffov prostor.

Pripravil Uros Milutinovié



9.2.1999

. Naj bo (X, 7) topoloski prostor. Dokazite, da sta naslednji trditvi ekvivalentni:

(a) (X,7) je diskreten prostor.
(b) Za poljubni topoloski prostor (Y,S) in za poljubno funkcijo
f:(X,T) — (V,S) velja, da je le-ta zvezna.

. Naj bo (X,7) poljuben topoloski prostor in Y C X poljubna podmnozica. Dokazite: za
poljubno podmnozico A C Yvelja

Cly A=Y NnClyx A.
Pri tem je Clx oznaka za operator zaprtja v (X, 7 ), Cly pa za operator zaprtja v podprostoru
(X, Zy).
. Eksplicitno opisite en homeomorfizem iz ((—1,1) x (—1,1))\ {(0,0)} na ((—2,2) x (—2,2))\
([_17 1] X [_17 1])
. Naj bo
B={(ab):a,be R, a<b,0¢ (a,b)} U
{{a,b):a,b e R, a <b,(—1,1) C (a,b)}.

Dokazite, da obstaja topologija 7 na R, za katero je B baza ter da (R,7) ni Hausdorffov
prostor.

Pripravil Uros Milutinovié

17.3.1999

. Naj bo (X, 7) poljuben topoloski prostor, (Y, S) pa diskreten topoloski prostor. Dokazite,
da za poljubno funkcijo f : (X,7) — (Y,S) velja, da je zvezna natanko takrat, kadar

VyeY [ ({yh) €T,

. Naj bo (R, 7T) Sorgenfreyeva premica z bazo {[a,b) : a,b € R, a < b}. V tem prostoru
dolocite Cl{1/n:n € N} in Cl{—1/n:n € N}.

. Eksplicitno opisite en homeomorfizem kvocientnega prostora S' /~ na S*, ¢e je S* = {(z,y) €
R?: 22 +y? = 1} in ~ ekvivalen¢na relacija definirana s

(2,9) ~ (@ y) £ (2,y) = (@ )V (2,y) = —(@'¥).

Ni potrebno dokazovati, da je ~ ekvivalenc¢na relacija, vendar dokazite, da je opisana funkcija
dejansko homeomorfizem.

. Naj bo
B={{(a,b)\Q:a,beR, a<b}U{R}.

Dokazite, da obstaja topologija 7 na R, za katero je B baza ter da (R,7) ni Hausdorffov
prostor.

Pripravil Uros Milutinovié



16.4.1999 (kolokvij)

. Naj bo B baza topologije 7 na X in naj bo Y C X. Dokazite, da je {BNY : B € B} baza
relativne topologije 7y .

. Naj bo X neskon¢na mnozica in U topologija na X, ki ima lastnost, da je vsaka neskoncna
podmnozica od X odprta v (X,U). Dokazite, da je U diskretna topologija.

. Naj bo f:(X,7) — (Y,S) poljubna funkcija. Dokazite, da sta naslednji trditvi ekviva-
lentni:

(a) f je zvezna,

(b) VB C Y,CI(f(B)) C f~1(C1B).

. Naj bo U topologija na R, ki ima za bazo druzino vseh intervalov (a,b), a,b € R, a < b,
0 & (a,b) in vseh mnozic oblike (a,b) \ {1/n:n € N}, a,b € R, a <b, 0 € (a,b). Naj bo T
standardna evklidska topologija na R.

(a) Dokazite: ¢e je Vx € R, f(x) = —x, tedaj f : (R,U) — (R,U) ni zvezna.

(b) Dokazite: ¢e je Vx € R, g(x) = z, tedaj je g : (R,U) — (R, 7T) zvezna bijekcija, ki ni
homeomorfizem.

Pripravil Uros Milutinovié

5.5.1999

. Dokazite, da je vsaki kon¢ni Ty-prostor tudi Ts-prostor.

. Je kompozitum dveh kvocientnih preslikav nujno kvocientna preslikava? Svojo trditev
dokazite.

. Naj bo U< topologija, ki jo na Q poraja standardna ureditev < racionalnih stevil. 7" naj bo
evklidska topologija na R. Dokazite, da velja

kjer je TQ relativna topologija na Q, porojena s 7.

. Naj bo podana poljubna neStevna mnozica X in na njej topologija Stevnih komplementov
7T ={0}u{U C X:|X\U| <N} Ugotovite, ali je (X,7) kompakten prostor. Svoj
odgovor utemeljite. Opomba: ni potrebno dokazovati, da je 7 topologija.

Pripravil Uros Milutinovié

9.6.1999

. Dokazite, da je h : X; x Xy — Y] x Y3, definirana s h(z1,z5) = (f(x1), g(22)), homeomor-
fizem, c¢e sta f: X7 — Y] in g : X9 — Y5 homeomorfizma.

. Za vsako od naslednjih trditev lo¢eno dokazite njeno resni¢nost, oz. neresni¢nost.

(a) Ceje (X,T) diskreten, tedaj velja VA C X, A’ = ().
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(b) Ce velja VA C X, A’ = 0), tedaj je (X, 7T) diskreten.

. Dokazite, da velja
Inty A=Y Nntx(AU (X \Y)),

kjer je Inty A notranjost mnozice A C Y v podprostoru Y prostora X, Intx pa operator
notranjosti v prostoru X.

. Naj bo podana poljubna nestevna mnozica X, tocka a ¢ X ter naj bo X* = X U {a}. Na
X* mnozici definiramo topologijo

T={YU{a}:Y CX}U{0}.

Dokazite, da je (X*,7) separabilen prostor, ki ne zados¢a drugemu aksiomu Stevnosti.
Opomba: ni potrebno dokazovati, da je 7 topologija.

Pripravil Uros Milutinovié

23.6.1999

. Naj bo P podbaza topologije 7 na X. Pokazite, da je 7 najmanjSa topologija na X, ki
vsebuje P kot podmnozico.

. Naj bo f: (X,7) — (Y,S) poljubna funkcija in ¢ € X poljubna tocka. Za vsako od
naslednjih trditev loc¢eno dokazite njeno resni¢nost, oz. neresni¢nost.

(a) Ce je f zvezna v tocki c, tedaj velja
wWwes, (flepeV = f1(V)eT).

(b) Ce velja
YW eS, (flepeV = fFHV)eT),

tedaj je f zvezna v tocki c.

. Dokazite, da je prostor A = {(z,z): 2z € X} s topologijo podprostora podedovano iz
topoloskega produkta X x X, homeomorfen X.

. Dokazite: ce je H X opremljen s topologijo skatlic povezan in neprazen, tedaj je vsak X

AEA
povezan.

Pripravil Uros Milutinovié

25.8.1999

. Naj bosta podani poljubna neskon¢na mnozica X in topologija konénih komplementov 7 =
{0} Uu{AeP(X):|X\ A4 <Ny} naX.

(a) Dokazite, da je (X,7) povezan topoloski prostor.
(b) Dokazite, da je poljubna zvezna funkcija f : (X,7) — (R, 7.) konstantna.

Opomba: ni potrebno dokazovati, da je 7 topologija.



(a) Dokazite, da v poljubnem topoloskem prostoru za poljubno mnozico A velja
Fr(Fr(Fr(A))) = Fr(Fr(A)).
(b) Najdite protiprimer za enakost Fr(Fr(A)) = Fr(A).

. Dokazite, da sta X = (—=1,0)U(0,1) in Y = (—o0, —1) U (1, +00) homeomorfna podprostora
evklidske premice R.

. Dokazite: produkt H A, je gost v H X, natanko takrat, kadar je za vsak p € A mnozica
AEA A€A
A, gosta v X,,.

Pripravil Uros Milutinovié

16.11.1999

. Podan je poljuben topoloski prostor (Y, S). Dokazite, da sta naslednji trditvi ekvivalentni:

(a) (Y,S) je Ti-prostor.

(b) Za poljubno zvezno funkcijo f : (X,7) — (Y, S) in za poljubno tocko y € Y je f~!(y)
zaprta podmnozica prostora (X, 7).

(a) Dokazite, da je v poljubnem topoloskem prostoru X, za vsako zaporedje z, € X,
n € N, ki konvergira k xy € X, podprostor A = {z,, : n € N} U {z(} kompakten.

(b) Dokazite: ¢e je X Hausdorffov, tedaj noben neskonéni podprostor prostora A, ki ne
vsebuje xy, ni kompakten.

. Ugotovite, ali je v poljubnem topoloskem prostoru X, za poljubni podmnozici A, B C X res

Int(A\ B) =Int A\ ClB.

Ce je res, trditev dokazite; Ge ni, pois¢ite protiprimer.

. Najbo d: RxR — R definirana s formulo d(z, y) = |z —y|+|2?—?|, z,y € R. Dokazite,
da je d metrika, ki poraja evklidsko topologijo na R.

Pripravil Uros Milutinovié

14.12.1999

. Podana sta poljuben homeomorfizem f : (X,7) — (Y,S) in poljubna podmnozica A C X.
Dokazite, da je tudi zozitev f|A: (A, Ta) — (f(A), Sfca)) homeomorfizem.

. Naj bo (X,7) topoloski prostor. Za poljubni A C X definiramo Int*A = Int(ClA).
Dokazite, da je Int* : P(X) — 7 idempotentna operacija, oz. da velja

VA C X, Int*(Int*A) = Int* A.

. Naj bo Ay, A € A, druzina povezanih podprostorov nekega topoloskega prostora, za katero

velja, da je ﬂ Cl A, # (. Dokazite, da je U Cl A, povezan podprostor, in da podprostor
AEA AEA

U A) ni nujno povezan.

AEA



. Ugotovite ali je f : [-1,2] — [0,4] definirana s formulo f(z) = 22, © € Dy, kvocientna
preslikava.

Pripravil Uros Milutinovié

18.1.2000

. Dokazite, da za poljubno podmnozico A topoloskega prostora velja Fr(Int A) C Fr A.

. Dokazite, da vsak podprostor prostora, ki zadosca drugemu aksiomu Stevnosti, tudi sam
zadoSca drugemu aksiomu Stevnosti.

. Funkcija f : X — Y se imenuje zaprta preslikava, ¢e je zvezna in Ce za vsako zaprto
mnozico F' C X velja, da je tudi mnozica f(F') zaprta v Y. Dokazite: funkcija f: X — Y
je zaprta natanko takrat, kadar velja

VA C X, f(ClxA) = Cly(f(A)).

. Dokazite: ¢e je A povezan neprazen podprostor evklidskega prostora R?, tedaj je |A| = 1
ali |A| = ¢ (c=|R]).

Pripravil Uros Milutinovié

1.2.2000

. Naj bo T topologija kon¢nih komplementov na neskon¢ni mnozici X (torej 7 tvorijo () in
vsi komplementi kon¢nih mnozic). Ugotovite, ali drzi naslednja trditev:

V (X,7) vsako zaporedje, ki ima neskon¢no mnozico vrednosti, konvergira k
poljubni tocki tega prostora.

Svoj odgovor utemeljite. Opomba: ni potrebno dokazovati, da je 7 topologija.

. Naj bo X x Y topoloski produkt prostorov X in Y in naj bo A C X, B C Y. Dokazite:
A X B je gosta podmnozica X x Y natanko takrat, kadar je A gosta podmnozica X in B
gosta podmnozica Y.

. Naj bo f : X — Y poljubna funkcija, S poljubna topologija na Y. Dokazite, da je
T ={f"YU):U € S} topologija na X inducirana z f,Y,S (oz. najmanjsa topologija U na
X, za katero je f: (X, U) — (Y,S) zvezna).

. Dokazite: topoloski prostor X je nepovezan natanko takrat, kadar obstaja zvezna surjektivna
preslikava f : X — {0,1}, kjer je kodomena opremljena z diskretno topologijo.

Pripravil Uros Milutinovi¢
7.3.2000

. Dokazite, da za poljubni odprti mnozici U in V istega topoloskega prostora velja
UNnV=0= ClUNCIV =BdUNBAV.

Velja ta trditev tudi brez predpostavke, da sta mnozici U in V odprti?
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. Dokazite, da za vsako mnozico Y obstaja topologija S, za katero velja, da je za poljubni
topolosgki prostor (X,7) vsaka funkcija f : (X,7) — (Y,S) zvezna. Pokazite, da je S
enoli¢no odlo¢ena in jo eksplicitno opisite.

. Dokazite: ¢e je X Ti-prostor brez izoliranih tock in je Y njegova gosta podmnozica, tedaj
Y tudi nima izoliranih tock.

. Naj bo podana poljubna neskoné¢na mnozica X in na njej topologija kon¢nih komplementov
T ={0}u{U C X :|X\U| < No}. Ugotovite, ali je (X,7) kompakten prostor. Svoj
odgovor utemeljite. Opomba: ni potrebno dokazovati, da je 7 topologija.

Pripravil Uros Milutinovié

14.3.2000 (kolokvij)

. Naj bodo Q. pozitivna racionalna Stevila in naj bo 7" druzina natanko tistih podmnozic U
mnozice Q, za katere velja

b
Vp,q,a,b € N, D(p,q) = D(a,b) =1, p € U&g,f eEN = % eU.
q P q
(a) Pokazite, da je T topologija na Q..
(b) Pokazite, da (Q_,7) ni T, topoloski prostor.
t+ 1+ t2
2v/1 + 2

. Najbo X = {(z,y, 2> +¢y?):z,y € R} in Y = {(2,9) € R*: 22+ < 1}. X je podprostor
R?, Y pa je podprostor R%. Poiséi homeomorfizem X — Y.

. Najbo A={ (cost,sint) : t € R}. Poisci zaprtje mnozice A v R2.

. Najbo7; ={U C R:|R\U| < 0o} U{0} topologija koncnih komplementov, 73 pa obic¢ajna
topologija na R. Poisci vse zvezne preslikave (R, 7;) — (R, 73). Odgovor utemelji!

Pripravil Blaz Lorger

4.4.2000

. Dokazite:
ntClIntA=0 = IntA = 0.

. Naj bo f: X — Y poljubna funkcija, X, Y poljubna topoloska prostora. Dokazite, da sta
naslednji trditvi ekvivalentni:

(a) Za poljubno zaprto podmnozico F' prostora X velja, da je f(F') zaprta podmnozica
prostora Y.

(b) Za poljubno tocko y € Y in poljubno okolico U mnozZice f~!(y) obstaja okolica V tocke
y, tako da velja f~1(V) C U.

. Dokazite, da sta podprostora N in {1/n:n € N} evklidske premice homeomorfna.

. Naj bo X topoloski prostor in A njegova podmnozica. Naj bo C' povezan podprostor prostora
X, ki vsebuje tako tocke iz A, kot tocke iz X \ A.
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(a) Dokazite, da je C'NFr A # 0.

(b) Zakaj izbira X = R?, A = {(2,y,0) € X :22+¢y? <1}, C ={(0,0,2): —1<2z<1}
111 protiprimer za trditev a)?

Pripravil Uros Milutinovié

9.5.2000
. Dokazite: ¢e sta U in V' odprti disjunktni mnozici, tedaj je

(Int C1U) N (Int C1V) = .

. Naj bo f: X — Y poljubna funkcija, X, Y poljubna topoloska prostora. Dokazite, da sta
naslednji trditvi ekvivalentni:

(a) f je zvezna funkcija;

(b) za poljubno mnozico A C X velja f(A") C f(A).
. Dokazite, da je produkt S* x (0, +00) homeomerfen R*\ {(0,0)}.

. Dokazite: ce je X kompakten in Y Hausdorffov prostor in ce je f : X — Y zvezna surjekcija,
tedaj je f kvocientna preslikava.

Pripravil Uros Milutinovié

26.5.2000 (kolokvij)

. Naj bo X kompakten topoloski prostor, K1y C Ky C K3 C --- pa strogo narascajoce za-
poredje kompaktnih podprostorov. Pokazi, da U K, ni nujno kompakten podprostor pros-

n=1

tora X.

. Dana sta topoloska prostora X = [0, 1] x [0, 1] z evklidsko topologijo in Y, prostor zveznih
preslikav [0, 1] — R opremljen s supremum metriko. Pokazi, da je vsaka zvezna preslikava
f X — Y zaprta (slika poljubne zaprte mnozice je zaprta).

. Na R? je dana ekvivalenéna relacija
(x,y) ~ (a,b) Ly v g, y—beZ.

Pokazi, da je kvocientni topologki prostor R?/~ homeomorfen S x S'. Pri tem je S' =
{ze C:|z| =1}

. R? opremimo z evklidsko topologijo, R, pa naj bo Sorgenfreyeva premica. Pokazi, da ne
obstaja surjektivna zvezna preslikava iz R* na Ry.

Pripravil Blaz Lorger

6.6.2000

. Dana sta podprostora evklidske ravnine R*, X = (—1,1) x (—1,1) in Y = {(z,y) € R*:|z|+
ly| < 1}. Pokazite, da sta topoloska prostora X in Y homeomorfna.
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. Naj bo (X, 7) poljuben topoloski prostor, (Y,S) pa diskreten topoloski prostor. Pokazite,
da je preslikava [ : (X,7) — (Y, S) zvezna natanko takrat, ko je Vy € Y, f~1({y}) € 7.

. Najbo X =N\ {1}, zavsak x € X je U, = {nx:n € N}, B={Uy,U;,Uy,...}.

(a) Pokazite, da je B baza topologije na X.

(b) Poiscite vse podmnozice moéi 1 v X, ki so v topologiji porojeni z bazo B zaprte mnozice.
: Na.] bo T = {U g R2 : (.T,y) € U= (_x>y)7 (.T, _y>7 (—SC, _y) € U}

(a) Pokazite, da je 7 topologija na R?.

(b) Pokazite, da je {(1,1),(—1,1),(1,—-1),(—1,—1)} zaprta podmnozica prostora (R* T).
(c) Poiscite kompaktno podmnozico (R?,7T), ki ni zaprta.

Pripravil Blaz Lorger

20.6.2000

. Najbo S, ={(z,y) e R*: |z| + |yl <r} inU = {B,R*}U{S,:r € R, }.

(a) Pokazi, da je U topologija na R?.

(b) Ali je topoloski prostor (R?,U) Hausdorffov?

(c) Poisci zaprtje mnozice A = {(;%,0) : n € N} v topoloskem prostoru (R?,U).

. Q opremimo z evklidsko topologijo. Pokazi, da je topoloski prostor racionalnih stevil homeo-
morfen svojemu podprostoru Q N (0, 1).

. Naj bo X nepovezan topoloski prostor, R pa realna stevila z obicajno evklidsko topologijo.
Poisci kaksno zvezno, nekonstantno, zaprto preslikavo f : X — R.

. Naj bo X nekompakten, Y pa kompakten topoloski prostor. Katera izmed naslednjih trditev
je pravilna?

(a) Obstaja zvezna surjekcija X — Y.
(b) Ne obstaja zvezna surjekcija X — Y.

(c¢) Obstoj zvezne surjekcije X — Y je odvisen od konkretnih prostorov X in Y.

Odgovor utemelji!

Pripravil Blaz Lorger

31.8.2000
. Najbo X =ZxZin B={Z, x Z,:m,n € Z}. Pri tem definiramo Z; = {a € Z:a > i}.

(a) Pokazite, da je B baza topologije na X.
(b) Poiscite zaprtje mnozice A = {(,4) : i € Z} v topologiji, ki jo generira baza B.
. Dana sta topoloska prostora X = [0, 1] x (—1,1) x [0, 400) in Y = Rx (0, 1] x[—1, 1]. Poiscite

kak homeomorfizem topoloskih prostorov X in Y. Pokazite, da je zapisana preslikava res
homeomorfizem.
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. Naj bo RE mnozica realnih funkeij. Na tej mnozici sta podani topologiji 77 = {A C
odp.
RR:\RR\A\ <ootU{l}inT ={U,v:zeR, V gp R}. Pri tem je U,y = {f €
rR . f(z) € V}. Tako dobimo topoloska prostora X = (RR,Tl) inYy = (RR, T3).
(a) Pokazite, da se v prostoru X poljubni okolici konstantnih preslikav f = 0in g = 1
sekata.

(b) Pokazite, da topoloska prostora X in Y nista homeomorfna.
. Naj bo

X = ([0,1] x {0,1}) ug ({1} x [?,1])

]

podprostor evklidske ravnine. Dokazite ali ovrzite naslednjo trditev: X je povezan topoloski
prostor.

Pripravil Blaz Lorger

14.9.2000

. Dane so naslednje druzine podmnozic R?:

A = {K(a,r):a e R* r € {(0,00)},
B = {K(a,r):a€R? rel0,00)}
C = {K(a,r):a€R* rc(0,00)}.

Pri tem je K(a,7) = {b € R*:d(a,b) < 7}, K(a,7) = {b € R*:d(a,b) < r}in d(-,-) je
evklidska metrika na R?. Katere izmed zgornjih druzin so baze kaksne topologije na R*?
Odgovore utemeljite.

. Za a € N naj bo aN = {an:n € N}. Naravna Stevila opremimo s topologijo katere baza je

druzina {aN : a € N}. V tej topologiji poiscite zaprtje mnozice vseh prastevil P (P =7).

. Naj bosta X = (0,1]U(2,00) in Y = (0, 1) U[2, co) topoloska podprostora evklidske premice.
Poiscite homeomorfizem f: X — Y.

. Naj bo X kompakten topoloski prostor, Y poljuben topoloski prostor, Z Hausdorffov topo-
loski prostor, f : X —— Y kvocientna preslikava in ¢ : Y — Z zvezna, surjektivna
preslikava. Ce je trditev “Preslikava g o f je kvocientna.” resni¢na, jo dokazite, sicer pa
poiscite protiprimer.

Pripravil Blaz Lorger

20.11.2000

. Naj bo X topoloski prostor. Dokazite: ¢e obstaja podmnozica A prostora X za katero velja
Cl(A\ {z}) = X za poljubni z € X, tedaj X nima izoliranih tock.

. Najbo 7T = {0} U{U C X : X\ U je konéna mnozica}. Dokazite, da je topoloski prostor
(X, 7T) separabilen (pri tem ni potrebno dokazovati, da je 7 topologija).

. Naj bo X povezan in Y poljuben topoloski prostor ter f : X — Y zvezna funkcija.
Dokazite, da je graf I'y = {(x, f(x)) : © € X} povezan podprostor produkta X x Y.
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4. Naj bo f: (X,7) — (Y,S) poljubna zvezna funkcija. Dokazite, da sta naslednji trditvi
ekvivalentni:

(a) f je zaprta (oz. za poljubno zaprto podmnozico F prostora X velja, da je f(F') zaprta
podmnozica prostora Y);

(b) za poljubni mnozici G C Y in U € T velja

fFllGYCU = @V eS,GCV&fFHV)CU).

Pripravil Uros Milutinovié

25.1.2001

—_

. Naj bo X poljuben Tj-prostor. Dokazite, da je za poljubno podmnozico F' C X odvod F’
te mnozice zaprt v X.

[\]

. Naj bo (X, d) metri¢en prostor. Dokazite, daje d : X x X — R zvezna, ¢e X x X opremimo
s produktno topologijo dobljeno iz (X, Z3), R pa z evklidsko topologijo.

w

. Naj bo X mnozica vseh iracionalnih stevil z relativno topologijo dobljeno iz evklidske
topologije na R. Pois¢ite stevno gosto podmnozico od X in dokazite tako njeno Stevnost,
kot to, da je gosta.

4. Naj bo (X,7) kompakten Hausdorffov prostor, S pa poljubna topologija na X, za katero
velja § C 7 in § # 7. Dokazite, da je (X,S) kompakten prostor, ki ni Hausdorffov.

Pripravil Uros Milutinovié

14.2.2001

—_

. Naj bo 7 = {0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5}} podana topologija na mnozici
X =1{1,2,3,4,5}. Dolocite zaprtja mnozic A = {1}, B={2}, C = {3}, D = {4}, E = {5}
v topoloskem prostoru (X, 7).

2. Dokazite, da sta podprostora X = {(x,y):y > 0} in ¥ = (0,1) x (0, 1) evklidske ravnine
homeomorfna.

w

1

. Naj bo mnozica X = {0} U {—
n

premice. Dokazite, da poljubna zvezna funkcija f : X — R dosega minimum in maksimum.
Poiscite primer (nezvezne) funkcije g : X — R, ki ne dosega ne minimuma, ne maksimuma.

in € N} opremljena s topologijo podprostora evklidske

4. Dokazite, da je poljubna odprta podmnozica evklidske premice unija neke stevne druzine
paroma disjunktnih odprtih intervalov. (Opomba: le-ti so lahko neomejeni.)

Pripravil Uro§ Milutinovié

2.3.2001 (kolokvij)

—_

. Naj bo X poljubna mnozica in @ € X njena poljubna tocka. Pokazite, da je tedaj 7 =
{U C X:a¢g U}U{X} topologija na X. Pois¢ite Se notranjost mnozice A, ¢e je A poljubna
podmnozica mnozice X, ki vsebuje tocko a.
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. Naj bo (X,7) topoloski prostor, mnozica ¥ C X pa opremljena z relativno topologijo,
podedovano od X. Pokazite, da je mnozica Z C Y zaprta natanko takrat, ko obstaja
mnozica F', ki je zaprta podmnozica prostora (X,7), tako da velja Z = FNY.

. Najbo X = {(z,y,2) ER*: 22 =22 +¢y2,0<2<5}inY = {(2,y) e R*:2® +¢y> < 1}. X
je podprostor prostora R?, Y pa R?. Ali sta prostora X in Y homeomorfna?

. Naj bomnozica X = [0, 1]x[0, 1] opremljena s topologijo, ki jo poraja leksikografska ureditev.
Dolocite zaprtje mnozice A = {(z, %) 0<z <1} CX.

Pripravila Irena Hrastnik

27.3.2001

. Naj bo X topoloski prostor, ki zadosca 1. aksiomu Stevnosti. Pokazite, da poljubna tocka
x € X ima bazo okolic {U,, : n € N}, za katero velja Uy D Uy D U3 D - --.

. Podana je topologija 7 = {UU{0}: U CR} U {0} na X =R. Najbo Y =R\ {0}.

(a) Dokazite: Clix {0} = X.

(b) Dokazite, da je (X,7) separebilen topoloski prostor, (Y,7y) pa ni. (Opomba: ni
potrebno dokazovati, da je 7 topologija.)

. Naj bo X poljuben topoloski prostor. Dokazite, da je X Ti-prostor natanko takrat, ko je za
poljubno tocko x € X mnozica {z} x X zaprta v X x X.

.NajboUd ={U € T:a €U < be U}, kjer je T evklidska topologija na X = [a,b].
Dokazite, da je (X,U) kompakten topoloski prostor, ki pa ni Hausdorffov.

Pripravil Uros Milutinovié

8.5.2001
. Podana sta topoloska prostora (X,7) in (Y, S). Dokazite, da je
D={BxC:BeB,Ce(}

baza produktne topologije na X x Y, dobljene iz 7 in S, ¢e je B baza topologije 7, C pa
baza topologije S.

. Naj bo (X, 7) topoloski prostor, A in B pa zaprti podmnozici tega prostora, X = AU B.
Dokazite, da je f : (X,7T) — (Y, S) zvezna, ¢e sta zvezni funkeciji f/A: (A, 74) — (Y, S),
f/B : (B7TB) - (Y78>

. Naj bo F' navzgor omejena neprazna podmnozica R, ki je zaprta v evklidski topologiji.
Dokazite, da F' ima maksimum.

. Dokazite, da sta za podani topoloski prostor X naslednji trditvi ekvivalentni:

(a) X je povezan;
(b) Za poljubno zvezno funkcijo f : X — R velja, da je f(X) konveksna podmnozica R.

Pripravil Uro§ Milutinovié
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30.5.2001 (kolokvij)

. Dokazite: prostor (X,7) je Ti-prostor natanko tedaj, ko je vsaka konéna podmnozica tega
prostora zaprta.

. Naj bo g : R — [0, 00) definirana s formulo g(z,y) = 2 + y*. Pokazite, da je g kvocientna
preslikava.

. Naj bo T topologija na X = N\ {1}, ki ima druzino B = { B, },cx, kjer je za vsak n € X,
B, ={k € X :k | n}, za bazo. Ali je (X,7) kompakten prostor? (Da obstaja topologija 7,
za katero je B baza, ni potrebno dokazovati.)

. Naj bo X =[—1,0) U (0, 1] podprostor evklidske premice in Y povezani podprostor prostora
X. Pokazite, da je tedaj Y vsebovana v natanko enem izmed intervalov [—1,0), (0, 1].

Pripravila Irena Hrastnik

7.6.2001

. Pokazite, da velja Bd(C1 A) C Bd A.

. Naj bosta f; : X7 — Y; in f5 : Xo — Y5 zvezni, odprti preslikavi. Pokazite, da je tedaj
tudi f: X3 x Xy — Y] x Y; definirana s predpisom f(x1,z2) = (fi(21), f2(x2)) zvezna in
odprta.

. Mnozico X = [—1, 1] opremimo s topologijo
T={UCX:(-1,1) CUV0&U}.
Ali je (X, T) Ty-prostor?

. Ali je prostor X = {(z,sinz) e R*:2 € R\ {0}} U{(0,1)} povezan s potmi?

Pripravila Irena Hrastnik

28.6.2001

. Naj bo X = N\ {1}. Pokazite, da je B = {B,}nex, kjer je B, = {k € X : k| n}, za vsak
n € X, baza neke topologije na X.

. Naj bo A poljubna podmnozica topoloskega prostora X in naj bo f : X — R definirana z
naslednjim predpisom:

0, €A,
f(x)—{ I, e X\ A

Dokazite, da je f zvezna natanko takrat, ko je A odprta in zaprta v X.

. Naj bo Y poljubna podmnozica topoloskega prostora X. Pokazite, da ¢e je Int(X \ V) = (),
potem je Y gosta v X.

. Na R? definiramo ekvivalencno relacijo s predpisom (21, y1) ~ (72,92) < 21 = x5. Pokazite,
da je prostor R?/~ homeomorfen prostoru R.

Pripravila Irena Hrastnik
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30.8.2001

. NajboT = {0,{a}, {b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c},{a,b,c, d, e}} topologija na mnozici
X = {a,b,c,d,e}. V topoloskem prostoru (X,7) poiscite zaprtja mnozic X; = {a},
Xy ={c}, X3 ={e}, Xy ={a,b} in X5 ={c,d}.

. Realna stevila opremimo s topologijo 7 = {(a,4+00) : a € R}. Zapisite mnozico limit in

mnozico stekalis¢ zaporedja x,, = —.
n

. Naj bosta f : X — Y in g : Y — Z zvezni funkciji, taki da je funkcija g o f odprta.
Dokazite, da ¢e je f surjektivna, tedaj je g odprta.

. Naj bo X kon¢na mnozica in d metrika na X. Naj bo 7 topologija na X, za katero velja
T C 71y in T # 14. Dokazite, da je (X,7) kompakten prostor, ki ni Hausdorffov.

Pripravila Irena Hrastnik

13.9.2001

. Naj bo X # () poljubna mnozica, f : X — Y poljubna funkcija in (Y, S) topoloski prostor.
Pokazite, da je tedaj 7 = {f~1(V): V € S} topologija na X.

. Naj bo X topoloski prostor. Naj bo Y odprta, Z pa poljubna podmnozica X. Dokazite, da
tedaj velja Y N CI(Z) C CI(Y N Z).

. Naj bo funkcija f : R — R definirana na naslednji nacin:

2x, r <1,
f(x)_{Qx—l—l, x> 1.

Pokazite, da f ni zvezna, ¢e domeno in kodomeno opremimo z evklidsko topologijo, in je
zvezna, ¢e domeno in kodomeno opremimo z desno Sorgenfreyevo topologijo.

. Naj bo (X, 7) topoloski prostor. Naj za vsaka dva elementa x,y € X obstaja taka povezana
mnozica A, da je x,y € A. Dokazite, da je tedaj prostor (X,7) povezan.

Pripravila Irena Hrastnik

17.1.2002

. Naj bo X = {0} U{+L:n € N} podprostor evklidske premice R. Pokazite, da je X
kompakten prostor.

. Naj bosta X in Y poljubna topoloska prostora in f : X — Y poljubna zvezna funkcija.
Pokazite, da tedaj za vsako podmnozico A C X velja f(CIl(A)) C CI(f(A)).

. Naj bo mnozica X = [—1,1] x [0,1] opremljena s topologijo, ki jo poraja leksikografska
ureditev. Doloéite zaprtje mnozice A = {(Z(—1)",0):n € N} C X.

. Za naravni stevili @ in b naj bo U, naslednja podmnozica N: U, = {an+b:n € NU{0}}.
Pokazite, da je druzina B = {U,; :a,b € N, D(a,b) = 1} baza neke topologije na N.

Pripravila Irena Hrastnik
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5.2.2002 (kolokvij)

. Najbo X =[-2,00) in7 ={U C X:(=2,2) CUVO0 ¢ U}. Pokazite, da je T topologija
na X.

. Naj bo A poljubna nestevna mnozica, b ¢ A in X = AU {b}. Mnozico X opremimo s
topologijo 7 = {U C X :b ¢ UV A\ U je stevna}. Najboi: (X,7) — (X,S), kjer je
S diskretna topologija, identi¢na preslikava. Pokazite, da ¢ ni zvezna. Kaj lahko poveste
o zveznosti inverzne funkcije i~'? DokaZite svojo trditev. Opomba: da je 7 topologija, ni
potrebno dokazovati.

. Pokazite, da nobena $tevna podmnozica standardne baze B; = {[a,b) : a,b € R,a < b}
Sorgenfreyeve premice ni baza Sorgenfreyeve premice.

. Pokazite, da sta kroznica S' in mnozica X = {(x,y) € R*: |z| + |y| = 1} homeomorfna
podprostora evklidske ravnine R?.

Pripravila Irena Hrastnik

5.2.2002

. Naj bo X = {a,b,c,d} in B = {{a},{b},{a,c},{a,d}}. Pokazite, da obstaja topologija T
za katero je B baza in jo dolocite. Ali je mnozica {b, c,d} zaprta v (X,7)? Dokazite.

. Dokazite, da je evklidska premica homeomorfna odprtemu intervalu (0, 3), ki ga prav tako
opremimo z evklidsko topologijo.

. Naj bo X neskon¢éna mnozica in 7 = {U C X : U = 0 Vv X \ U je kon¢na} topologija na
X. Pokazite, da prostor (X, 7 ) ni Hausdorffov prostor, je pa Ti-prostor. Opomba: da je 7
topologija, ni potrebno dokazovati.

. Naj bo X povezan topoloski prostor in A C X taka odprta mnozica, da je Fr A povezan
podprostor. Pokazite, da je tedaj podprostor X \ A povezan.

Pripravila Irena Hrastnik

11.4.2002

. Naj bo B={{(a,b)\ Q:a,b € R, a < b} U{R}. Dokazite, da obstaja topologija 7 na R, za
katero je B baza.

. Naj bo X poljubna mnozica, a € X poljubna tockain 7 = {U C X:a ¢ U}U{X} topologija
na X. Poiscite zaprtje in izolirane tocke mnozice Y v topoloskem prostoru (X, 7), ce je Y
poljubna podmnozica mnozice X.

. Naj bo X neskon¢na mnozicain 7 ={U C X: U =0V X \U je kon¢na} topologija na X.
Pokazite, da je vsaka neskonéna podmnozica mnozice X gosta v (X, 7).

. Pokazite, da je enotska krogla B® = {(z,y,2) € R*: 2% +9? + 22 < 1} povezana s potmi.
Ali je krogla B = {(x,y,2) € R”: (x — 21)> + (y — 11)* + (2 — 21)* < e}, Ce je (1,41, 21)
tocka iz R?, € pa pozitivno realno stevilo, povezana s potmi? (Odgovor utemeljite.)

Pripravila Irena Hrastnik
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23.5.2002 (kolokvij)

. Naj bo X poljuben topoloski prostor in Y C X njegov podprostor. Pokazite, da ¢e obstajata
taki odprti mnozici U in Vv X, dajeY CUUV, UNV =0, UNY #0inVNY #0,

tedaj je Y nepovezan prostor.

. Realna stevila opremimo s topologijo 7 z bazo B = {(—a,a) : a € R}. Pokazite, da je
interval (0, 1] kompakten podprostor prostora (R, 7).

. Namnozici X = ([—1,2]x{0})U([0, 1] x{1}) definirajmo ekvivalen¢no relacijo ~ s predpisom
(x1,11) ~ (x2,y2) & m = x9. Pokazite, da je kvocientni prostor X/~ homeomorfen
prostoru [—1,2].

. Naj bo X poljuben topoloski prostor v katerem velja, da je A = {(x,z): z € X} presek
neke druzine odprtih podmnozic topoloskega produkta X x X. Pokazite, da je X tedaj
Ti-prostor.

Pripravila Irena Hrastnik

11.6.2002

. Naravna $tevila opremimo s topologijo 7 = {U,, : n € N} U {0}, kjer za poljubno naravno
stevilo n velja U, = {n,n + 1,n + 2,...} C N. Zapisite mnozico vseh stekalis¢ mnozice
A = {4,13,28,37} in zaprtje mnozice A (da je 7 topologija na N ni potrebno dokazovati).

. Pokazite, da je vsak podprostor Tj-prostora tudi T;-prostor.

. Naj bo X poljuben topoloski prostor, K C X kompakten podprostor in Z C X zaprta
mnozica. Trditev, da je K N Z kompakten podprostor prostora X dokazite, za nepravilno
trditev “Mnozica K N Z je zaprta v X" pa najdite protiprimer.

. Pokazite, da ¢e je P podbaza za topologiji 7 in 7’ na X, tedaj je 7 = T".

Pripravila Irena Hrastnik

28.6.2002

. Pokazite: ¢e je f : (X,7T) — (Y,S) nezvezna funkcija, 7; C 7 ter S C Sy, tedaj je tudi
f (X, 71) — (Y, S1) nezvezna funkcija.

. Naj bo X diskreten topoloski prostor in ¥ C X neskoncen podprostor. Pokazite, da Y ni
kompakten.

. Naj bo X opremljen s topologijo
T={UCX:U=0VX\U je konéna mnozica}.
Pokazite, da je (X, 7) separabilen topoloski prostor.

. Pokazite, dasta X = {(z,y) € R*:2?+y?> <1} xRinY = {(z,9,2) € R*:2?+3>— 22 < 1}
homeomorfna podprostora evklidskega prostora R?.

Pripravila Irena Hrastnik
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29.8.2002

. Naj bo X poljubna mnozica in X* = X U{a}, a ¢ X. Dokazite, daje T ={Y U{a}:Y C
X1} U {0} topologija na X* ter da je topoloski prostor (X*,T) separabilen.

. Naj bo F # () zaprta omejena podmnozica evklidske premice R. Dokazite:

(a) Obstaja najmanjsi zaprti interval, ki vsebuje F'.

(b) Ce je [a, b] najmanjsi zaprti interval, ki vsebuje F, tedaj je [a,b]\ F odprta podmnozica
R.

. Bodita (X,7) in (X,S) topoloska prostora za katera velja 7 C S. Dokazite: ¢e zaporedje
x, konvergira k L glede na topologijo S, tedaj x,, konvergira k L tudi glede na topologijo 7.

. Naj bo (X,7T) poljuben topologki prostor in X = Y U Z. Dokazite: ¢e sta podprostora
(Y, 7y) in (Z,7z) kompaktna, tedaj je kompakten tudi (X, 7).

Pripravil Uros Milutinovié

12.9.2002

. Zunanjost Ext(A) mnozice A C X v topoloskem prostoru (X,7) definiramo s formulo
Ext(A) = Int(X \ A). Dokazite:

(a) Ext(AU B) = (Ext(A)) N (Ext(B));
(b) ANExt(A) = 0.

. Dokazite: ce sta X in Y separabilna topoloska prostora, tedaj je tudi topoloski produkt
X XY separabilen.

. Naj bo X povezan podprostor Sorgenfreyeve premice. Dokazite, da velja | X| < 1.

. Bodita X in Y topoloska prostora. Naj bo f : X — Y funkcija (ne nujno zvezna), ki ima
kompakten graf I'y = {(z, f(z)) : © € X} (s topologijo podprostora kartezicnega produkta
X xY). Dokazite:

(a) X je kompakten.
(b) Ce je X Hausdorffov, tedaj je f zvezna.

Pripravil Uro§ Milutinovié

29.1.2003

. Naj bo X Tij-prostor brez izoliranih tock in naj bo Y C X njegova gosta podmnozica.
Dokazite, da Y nima izoliranih tock.

. Bodita 7 in S topologiji na z. Dokazite:
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11 1
. Podan je kompakten prostor X = {0,1, IR .} z evklidsko topologijo (oz. X je
podprostor evklidske premice). On je pokrit z druzino odprtih intervalov

U= {(-¢ce),(1 —¢1 —|—5>,(%,%),(%,%),...,(%,%%...}, 0<e< % Dolocite

neko kon¢no podmnozico druzine U, ki pokriva X.
. Naj bodo Y,, C X, n € N, povezani podprostori topoloskega prostora X, za katere velja
Vn e N,Y,NY, 1 #0.

Dokazite, da je Y = U, .N Y tudi povezan podprostor.

Pripravil Uros Milutinovié

12.2.2003

. Dokazite: f:(X,7T) — (Y,S) je zvezna natanko takrat, kadar za poljubno mnozico B CY
velja C1 f~1(B) C f~(C1B).

. Naj bo Y topoloski podprostor prostora X. Dokazite, da za poljubno podmnozico A C Y
velja

Inty A=Y NInt(AU (X \Y)),

kjer je Inty operator notranjosti na prostoru Y, Int pa na prostoru X.

. Naj bo X Ti-prostor, A C X, x € X. Dokazite, da je x stekaliste mnozice A natanko takrat,
kadar je za vsako odprto okolico U tocke x mnozica U N A neskoné¢na.

. Naj bo f : X — Y poljubna zvezna funkcija, X in Y pa poljubna kompaktna metri¢na
prostora. Dokazite, da sta naslednji trditvi ekvivalentni:

(a) f je zvezna;

(b) graf I'y = {(z, f(z)) : * € X} funkcije f je zaprta podmnozica topoloskega produkta
X xY.

Pripravil Uros Milutinovié

21.2.2003 (kolokvij)
. Naj bosta podprostora X in Y evklidske ravnine R* podana z naslednjima predpisoma:
X ={(z,y) e R*: |z +[y| <1},

Y =[0,v2] x [0,v2].

Eksplicitno poiscite homeomorfizem med X in Y.

. Dokazite ali s protiprimerom ovrzite naslednjo trditev!

Naj bo X topoloski prostor ter A in B njegovi podmnozici. Potem je

Cl(A) \ Int(B) = CL(A \ Int(B)).

. Naj bosta X topoloski prostor in Y Hausdorffov prostor. Naj bodo f,g : X — Y in
h:Y — Y zvezne preslikave.
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(a) Pokazite, da je mnozica £ = {z € X : f(x) = g(x)} zaprta v .X. NAMIG: Pokazite, da
je E¢ odprta v X.

(b) Pokazite, da je mnozica F' = {x € Y : h(z) = x} zaprta v Y.
4. V ravnini R? naj bo podana relacija < takole:
(z1,91) =< (T2, 32) & (11 < 22) ali (71 = 29 In Y1 < yo).

Naj bo U, = {r € R*:a <z < b} in B={U,,:a < b} baza neke topologije 7 na R* (da
obstaja taksna topologija, za katero je B baza, ni potrebno dokazovati).

(a) Ali topoloski prostor (R?, 7) zados¢a separacijskemu aksiomu 75?7

(b) Pokazite, da je (R* 7T) 1-8teven!

Pripravil Iztok Banié

22.4.2003

1. Dokazite, da za poljubni zaprti podmnozici A, B topoloskega prostora X velja

Int(AU B) C (Int A) U (Int B) U (A N B).

2. Naj bo X separabilen topoloski prostor. Dokazite, da je mnozica izoliranih tock prostora X
Stevna.

3. Bodita X in Y kompaktna podprostora evklidskega prostora R". Dokazite, da je X +Y =
{z+y:z € X, y € Y} kompakten podprostor prostora R" inda je XY = {ay:x € X, y € Y}
kompakten podprostor evklidske premice R. Pri tem je x + y vsota, xy pa skalarni produkt
vektorjev z, y.

4. Naj bo {A, : @ € A} druzina povezanih podprostorov topologkega prostora X in naj bo B
povezan podprostor prostora X, ki ima neprazen presek z vsako mnozico A,. Dokazite, da
je povezan tudi podprostor

(Yoo

Pripravil Uro§ Milutinovié

30.5.2003 (kolokvij)

1. Naj bo X topoloski prostor in G gosta podmnozica v X. Dokazite ali s protiprimerom
ovrzite:

(a) Za poljubno podmnozico U C X velja U C CI(U N G).
(b) Za poljubno odprto podmnozico U v X velja U C Cl(U N G).

2. Glejmo na N in Q kot na podprostora evklidske premice R. Poisc¢ite vse kompaktne pod-
prostore v IN. Poiscite primer takega podprostora v Q, ki ni koncen, je pa kompakten.
Odgovore utemeljite.
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. Naj bo na R definirana topologija 7 = {§} U{l,:a € R} U{R}, kjer je I, = {x € R:x > a}
(da je 7 topologija na R, ni potrebno dokazovati). Dokazite, da je prostor (R,7) povezan
in da ne obstaja zvezna surjekcija iz (R, 7) na Sorgenfreyevo premico.

. Naj bo podan podprostor £ = (N x R) U (R x {0}) evklidske ravnine R? in relacija ~ na
E:

(T1,91) ~ (T2,92) < (y1 =y2 =0) ali (z1,y1) = (22,92).
Pokazite, da prostor F/~ ni 1-8teven. Ali je prostor £/~ povezan?

Pripravil Iztok Banié

13.6.2003

. Pokazite, da prostora B3 = {z € R?: |z| < 1} in B®\ {(0,0,0)} nista homeomorfna.
. Naj bo X =[0,1] N Q podprostor evklidske premice R.

(a) Poiscite kako odprto pokritje prostora X, ki nima konénega podpokritja.
(b) Pokazite, da prostor X ni povezan.
(c) Poiscite kako topologijo na X, ki ni indiskretna, tako da bo X, opremljen s to topologijo,

povezan in kompakten topoloski prostor.

. Naj bosta X in Y lokalno povezana topoloska prostora. Pokazite, da je potem tudi produkt
X x Y lokalno povezan topoloski prostor.

. Naj bo na evklidski premici R podana ekvivalencna relacija ~ takole:
r~y &S rv—yedl.

Pokazite, da je R/~ homeomorfen prostoru S* = {z € R*: |z| = 1}.

Pripravil Iztok Banié

4.7.2003
. Najbo X =RU{oc} in B={D,:a€R}U{(bc):b,ce R}, kjer za poljubne a,b,c € R
definiramo D, = {r e R: 2z > a} U {oo} in (b,c) ={r e R:b <z < c}.

(a) Pokazite, da je B baza neke topologije 7 na X.
(b) Pokazite, da je prostor (X, 7 ) homeomorfen podprostoru Y = (—1, 1] evklidske premice
R.

. Najbo X = {(z,y) € R®:2 € Z ali y € Q} podprostor evklidske ravnine. Katere od last-
nosti povezanost, lokalna povezanost, povezanost s potmi ima topoloski prostor X? Odgo-
vore utemeljite!

. Naj bo X mnozica, (Y,S) topologki prostor in f : X — Y surjektivna funkcija.

(a) Poiscite najmanjso topologijo 7 na X, tako da bo funkcija f : (X,7) — (Y, S) zvezna.
Odgovor utemeljite!

(b) Pokazite, da je (X,7) kompakten, ¢e je prostor (Y, S) kompakten.
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. Naj bo (X,d) kompakten metri¢ni prostor in f : X — X funkcija z lastnostjo, da za
poljubna z,y € X velja, da je d(f(x), f(y)) = d(z,y). Pokazite, da je podana funkcija
f X — X homeomorfizem.

Pripravil Iztok Banié

29.8.2003

. Naj bo X = R?. Za poljubni realni stevili a, b definiramo K(a,b) = {(z,y) € R*:a <
r? +y? < b}. Naj bo 7 topologija na X, za katero je druzina B = {K(a,b):a,b € R} baza.
Da obstaja topologija na X, za katero je B baza, ni potrebno dokazovati.

(a) Za vsako tocko (r,y) € R? poiscite limito zaporedja
{(z + %,y) : n € N} v topoloskem prostoru (X, 7).

(b) Pokazite, da (X, 7) ni povezan topolosgki prostor!

. Naj bodo X, X, Y] in Y, topoloski prostori ter f; : X7 — Yi in fo : Xy — Y5 zvezni
funkciji. Pokazite, da je potem funkcija (f1, fo) : X1 X Xy — Y7 X Y3, definirana s predpisom

(f1; f2) (@1, 22) = (fu(21), fal22))

zvezna.

. Najbo X = ([0,1] x {0}) U (UpZ1 {1} x [0, 1]) U ({0} x [0, 2))) podprostor evklidske ravnine
R?. Pokazite, da je X lokalno kompakten, ni pa kompakten topoloski prostor.

. Naj bo
X = U ({(:E,y) cR?*: 2% + 9% <n?} x {n})
nelN

podprostor evklidskega prostora R®. Na X naj bo definirana relacija ~ takole:
(1,41, 21) ~ (T2, Y2, 22) & T1 = T2 in Y1 = Y.

Pokazite, da je preslikava f : X/. — R?, definirana s predpisom f([z,y,z]) = (z,y),
homeomorfizem.

Pripravil Iztok Banic

19.9.2003

. Naj bo X topoloski prostor. Pokazite, da je U C X odprta v X natanko tedaj, ko je
Bd(U) = CI(U) \ U.

. Naj bo (X, 7) topoloski prostor. Dokazite, da sta naslednji trditvi ekvivalentni.

(a) (X,7) je diskreten topoloski prostor.

(b) Za vsak topoloski prostor (Y,S) in vsako preslikavo f : (X,7) — (Y,S) velja, da je
le-ta zvezna.

. Naj bo (X, 7) topoloski prostor. Dokazite ali s protiprimerom ovrzite naslednji trditvi (v
primeru, da trditev ne drzi, dokazite, da je podani primer res protiprimer).
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(a) Ce je prostor (X, T) lokalno kompakten, potem je tudi kompakten.
(b) Ce je prostor (X, 7) kompakten, potem je tudi lokalno kompakten.

4. Najbo X =R?in 7 = {0, X} U{K, :r > 0} topologija na X (da je 7 topologija na X, ni
potrebno dokazovati), kjer je za vsak r > 0 mnozica K, definirana takole:

K, ={(z,y) e R*: 2> +¢y* < r’}.

(a) Poiscite zaprtja in notranjosti v X naslednjih podmnozic prostora X: A = Ky, B =
X\ K;in C={(0,0)}.
(b) Ali je topoloski prostor (X, 7 ) separabilen? Odgovor utemeljite!

Pripravil Iztok Banic

12.12.2003

1. Naj bo X neprazna mnozica in A # () prava podmnozica mnozice X. Na X definirajmo
topologijo 7 na naslednji nacin: F' C X je zaprta v X, ¢e je bodisi F' = () bodisi A C F.

(a) Pokazite, da je tako definirana druzina 7 res topologija na X.
(b) Dolazite, da (X, 7) ni Hausdorffov prostor.

2. Naj bosta X in Y topolposka prostora in f : X — Y bijektivna preslikava. Pokazite, da
sta naslednji trditvi ekvivalentni:

(a) Preslikava f je homeomorfizem.
(b) Za vse S C X velja, da je f(CI1(S)) = CI(f(95)).

3. Naj bodo X topoloski prostor, Y Hausdorffov prostor, H gosta podmnozica prostora X in
fyg : X — Y zvezni preslikavi, tako da za vsak = € H velja f(x) = g(x). Pokazite, da
potem za vsak x € X velja, da je f(z) = g(z).

4. Pokazite ali s protiprimerom ovrzite naslednjo trditev (v primeru podanega protiprimera
pokazite, da je to res protiprimer):

Vsak podprostor prostora s topologijo stevnih komplementov
7 ={U C X : X \U je stevna mnozica} U {0}

je kompakten.

Pripravil Iztok Banic¢

29.1.2004
1. Naj bosta X = {a,b,c} in B={{a},{a,b},{a,c}}.

(a) Pokazite, da obstaja topologija 7 na X, za katero je B baza.
(b) Pokazite, da prostor (X, 7) ni Hausdorffov.

2. Naj bodo X in Y topoloska prostorain f : X — Y zvezna surjektivna preslikava. Pokazite,
da sta naslednji trditvi ekvivalentni:
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(a) Za vsako neprazno odprto podmnozico U C X je Int(f(U)) # 0.
(b) Za vsako gosto podmnozico G v Y je f~}(G) gosta v X.

3. Glejmo na mnozico vseh racionalnih stevil Q kot na podprostor evklidske premice R.

(a) Pokazite, da za vsak ¢ € Q velja, da mnozica {¢} ni odprta v Q.

(b) Pokazite, da Q ni niti povezan, niti lokalno povezan topoloski prostor.

4. Naj bodo X in Y topoloska prostora, K kompakten podprostor prostora X, y € Y in V
odprta podmnozica prostora X x Y, tako da je K x {y} C V. Pokazite, da obstaja odprta
okolica U tocke y v Y, tako da je K x U C V.

Pripravil Iztok Banié

19.2.2004 (kolokvij)
1. Naj bo X = R%

(a) Pokazite, da je 7 = {(—a,a) X (—a,a):a € R,a >0} U{X, 0} topologija na X.
(b) Ali je prostor (X,7) Hausdorffov? Zakaj?

2. Naj bodo X topoloski prostor, M odprta in N gosta podmnozica prostora X. Pokazite, da
je CI(M N N) =Cl(M).

3. Najbosta X = {(z,9) € R*: —1<2<1,-1<y<1}inY = {(2,y) € R*:2% +¢% < 1},
opremljena z evklidsko topologijo. Eksplicitno opisite homeomorfizem med X in Y.

4. Naj bo podana preslikava f : R — R s predpisom

| 2z, cejex <2
f@)_{ 2x + 1, sicer

Ali je podana funkcija f zvezna, ¢e mnozico R (tako domeno kot kodomeno)

(a) opremimo z indiskretno topologijo?
(b) opremimo z evklidsko topologijo?
(c) opremimo z levo Sorgenfreyevo topologijo?
(d)
)

d

(e) opremimo z diskretno topologijo?

opremimo z desno Sorgenfreyevo topologijo?

Svoje trditve dokazite.

Pripravil Iztok Banic

3.6.2004 (kolokvij)

1. Naj bo podana topologija 7 = {0, {c}, {a,c},{b,c},{a,b,c}} na mnozici X = {a,b,c}.
Pokazite, da je prostor (X,7) povezan s potmi.
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2. V evklidski ravnini R* vpeljimo relacijo ~ na naslednji nacin:

(@)~ (2y) &y —a'=y -z
Pokazite, da je kvocientni prostor R*/~ homeomorfen R.

3. Naj bosta Y in Z podprostora topoloskega prostora X. Dokazite ali s protiprimerom ovrzite
naslednje trditve:
(a) Ce sta Y in Z povezana, tedaj je povezan tudi podprostor Y U Z prostora X.
(b) Cesta Y in Z povezana, tedaj je povezan tudi podprostor Y N Z prostora X.
(c) Ce sta Y in Z lokalno povezana, tedaj je lokalno povezan tudi podprostor YUZ prostora
X.

4. Naj bo n naravno $tevilo. Na R" definirajmo toplogijo 7 = {0, R"} U {K, : r > 0}, kjer za
vsak 7 > 0 definiramo K, = {z € R" : ||z]| < r} (da je tako definirana 7 res topologija na
R", ni potrebno dokazovati).

(a) Pokazite, da prostor (R",7) ni kompakten.

(b) Naj bo (Y,S) Hausdorffov prostor.
Pokazite, da je vsaka zvezna preslikava f : (R",7) — (Y, S) konstantna.

Pripravil Iztok Banic

10.6.2004

1. Podana sta topoloski prostor X in Hausdorffov prostor Y. Naj bosta f : X — Y in
g Y — X taki zvezni preslikavi, za kateri je g o f = idx, kjer je idy identi¢na preslikava
na X. Pokazite, da je tudi X Hausdorffov prostor.

2. Naj bodo f : X — Y zaprta preslikava, B poljubna podmnozica prostora Y in U odprta
podmnozica prostora X, taki da je f~1(B) C U. Pokazite, da obstaja odprta podmnozica
V vY, tako da velja BC V in f~}(V) CU.

3. Naj bodo X in Y s potmi povezana topoloska prostora, A prava podmnozica prostora X in
B prava podmnozica prostora Y. Pokazite, da je prostor (X xY)\ (A x B) s potmi povezan.

4. Naj bostan € N in A kompakten podprostor prostora R". Pokazite, da preslikava f : A —
R, definirana s predpisom f(z) = ||z||, doseze maksimum nekje na Bd(A).

Pripravil Iztok Banic¢

1.7.2004

1. Naj bo X topoloski prostor. Podmnozica A C X je nikjer gosta podmnozica prostora X, ¢e
je Int(Cl(A)) = (. Dokazite naslednji trditvi.

(a) Rob vsake podmnozice prostora X je zaprta podmnozica prostora X.

(b) Rob vsake odprte podmnozice prostora X je nikjer gosta podmnozica prostora X.
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. Glejmo na B? = {z € R?:||z|| < 1} kot na podprostor evklidske ravnine. Na B? definiramo
relacijo ~ na naslednji nacin:
e~y |zl =yl

Dokazite, da je kvocientni prostor B?/~ homeomorfen zaprtemu enotskemu intervalu [0, 1].
. Naj bosta X ={2:n e N}U{0} CRinY = (X x I)U (I x {0}); Y obravnavamo kot

podprostor evklidske ravnine. Pokazite, da je Y povezan topoloski prostor, ki ni lokalno
povezan.

. Naj bo X kompakten topoloski prostor. Dokazite ali s protiprimerom ovrzite naslednji
trditvi.

(a) Ce je X koncen, potem je X diskreten topologki prostor.
(b) Ce je X diskreten, potem je X koncen topoloski prostor.

Pri vsakem navajanju protiprimera dokazite vse njegove lastnosti, zaradi katerih je to pro-
tiprimer.

Pripravil Iztok Banic

7.4.2005 (kolokvij)

. Naj bo X = N. V katerih primerih je druzina 7 topologija na X7

Ul < ooj U{X};

U] = oo} U{0};

:VneUvV¥me X,m>n&D(m,n)=1= meU};
:VneUVme X,m>n = meU}.

(a) T ={U e P(X
(b) T = {U € P(X
(c) T={UePX
(d) T = {U € P(X

~— ~— ~— ~—

Ali je v katerem primeru (X, 7)) Hausdorffov prostor?

. Naj bo X topologki prostor, Y njegov podprostor in A C Y. Dokazite ali s protiprimerom
ovrzite naslednji trditvi (v primeru, da trditev ne drzi, dokazite, da je protiprimer pravi):

(a) Intx<C1X(IIltx(A))) =0 = IIlty(A) = @;
(b) IIlty(Cly(Il’lty(A))) =0 = Intx(A) = ().

. Naj bosta X in Y topoloska prostora. Dokazite, da sta X in Y separabilna natanko tedaj,
ko je produkt X x Y opremljen s produktno topologijo, separabilen.

. Preslikava f : X — Y med topoloskima prostoroma je vlozitev, ¢e je f homeomorfizem na
podprostor f(X) prostora Y. Dokazite, da so naslednje trditve ekvivalentne.

(a) Preslikava f: X — Y je vlozitev in slika f(X) je odprta v Y.
(b) Preslikava f: X — Y je odprta vlozitev.

(c) Preslikava f: X — Y je zvezna odprta injekcija.
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. Opremimo realna stevila R s topologijo 7, za katero je B = {[a,b) : a < b, a,b € R} baza.
Dolo¢ite zaprtja in notranjosti mnozic {1 : n € N}, (0,1) in (0, 1].

. Naj bo n naravno §tevilo. Definirajmo na R" relacijo ~ na naslednji nacin:

zey < ) =Tyl
kjer je |[(t1,. .., tn)|| = /13 + - - - + t2. Pokazite, da je prostor R"/~ homeomorfen intervalu
0, 1).

. Naj bo X nestevna mnozica, opremljena s topologijo 7 = {0} U{U C X : X \ U je stevna}.
Pokazite, da je (X,7) povezan prostor.

. Naj bo (X, d) metri¢ni prostor in A, B neprazni podmnozici prostora X. Definirajmo
d(A, B) = inf{d(a,b):a € A, b € B}.

Pokazite, da ¢e sta A in B kompaktni, potem obstajata ay € A in by € B, tako da je
d(Au B) = d(a‘J? bO)

Pripravil Iztok Banié

10.6.2005 (kolokvij)

. Naj bosta K; = {(z,y) € R*:y = 22} in Ky = {(z,y) € R : 2 € [-1,1]}. Glejmo na
X = K, U K, kot na podprostor evklidske ravnine. Definirajmo preslikavo f : R*> — X s
predpisom
— (I,IQ),Za.T¢ [_171]

fley) = { (x,y) ,sicer
Ali je preslikava f kvocientna? Svoj odgovor podprite z dokazom.
. Najbo X =[-1,1]Nn(R\ Q).
(a) Opremimo X z evklidsko topologijo. Poiscite vse povezane podmnozice prostora X.

(b) Opremite X s kako topologijo 7', da bo prostor (X, 7) povezan.

. Naj bo 7 topologija na N, za katero je druzina B = {Uy : k € N} baza. Pri tem je za vsako
naravno Stevilo k mnozica Uy = {n € N:k | n} (da obstaja topologija, za katero je B baza,
ni potrebno dokazovati). Pokazite, da je (N, 7) kompakten prostor.

. Naj bosta

o= G 0 ) = 0 0 )

podprostora evklidske ravnine R?. Pri tem je S(z,r) = {y € R?:d(x,y) = r}. Pokazite, da
X in Y nista homeomorfna.
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