
Formule za 1. kolokvij iz verjetnosti

Kombinatorika

� permutacija brez ponavljanja je urejen razpored dolµzine n, ki vsebuje n razliµcnih elementov. �tevilo
permutacij je n!.

� permutacija s ponavljanjem je urejen razpored dolµzine n, ki vsebuje k razliµcnih elementov, vsakega
n1; n2; :::; nk, kjer je n = n1 + n2 + :::+ nk. �tevilo le-teh je n!

n1!n2!:::nk!
.

� variacija brez ponavljanja je urejen razpored dolµzine k iz mnoµzice z n elementi. �tevilo variacij je
n!

(n�k)! .

� variacija s ponavljanjem je urejen razpored dolµzine k iz mnoµzice z n elementi, ki se lahko ponavljajo.
�tevilo le-teh je nk.

� kombinacija brez ponavljanja je neurejena izbira k elementov iz mnoµzice z n elementi. �tevilo
kombinacij je

�
n
k

�
= n!

k!(n�k)! =
�
n

n�k
�
.

� kombinacija s ponavljanjem je neurejena izbira k elementov iz mnoµzice z n elementi, ki se lahko
ponavljajo. �tevilo le-teh je

�
n+k�1

k

�
.

Elementarna verjetnost
Naj ima poskus n moµznih izidov izmed katerih naj bo m �tevilo ugodnih izidov za dogodek A. µCe so vsi
izidi enakoverjetni, velja

P (A) =
m

n
=
�tevilo ugodnih izidov
�tevilo vseh izidov

:

Geometrijska verjetnost

P (A) =
mera ugodnih izidov
mera vseh izidov

;

pri tem je mera lahko dolµzina, plo�µcina, prostornina ...

Nekatere formule:

� N -nemogoµc, G-gotov, �A-nasproten dogodek

P (N) = 0; P (G) = 1; P
�
�A
�
= 1� P (A)

� A;B sta nezdruµzljiva dogodka, µce velja AB = N , potem je A [B = A+B

� P (A [B) = P (A) + P (B)� P (AB)

� P (AB) = P (A)P (BjA) = P (B)P (AjB)

� Bernoullijeva formula. µCe izvedemo n neodvisnih poskusov, od katerih vsak uspe z verjetnostjo p,
je verjetnost, da uspe natanko k poskusov, enaka

�
n
k

�
pk (1� p)n�k.

Pogojna verjetnost

P (AjB) = P (AB)

P (B)

� Dogodka A in B sta neodvisna, µce velja P (AB) = P (A)P (B) oz. P (AjB) = P (A).

� µCe H1;H2; :::;Hn tvorijo popoln sistem dogodkov (vedno se zgodi natanko eden izmed njih), velja
izrek o popolni verjetnosti

P (A) = P (H1)P (AjH1) + P (H2)P (AjH2) + :::+ P (Hn)P (AjHn)

in Bayesov obrazec

P (HijA) =
P (Hi)P (AjHi)

P (H1)P (AjH1) + P (H2)P (AjH2) + :::+ P (Hn)P (AjHn)
:
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Diskretne sluµcajne spremenljivke

Sluµcajna spremenljivka X je diskretna, µce je njena zaloga �tevna mnoµzica fx1; x2; x3; :::g. Porazdelitev
sluµcajne spremenljivke X opi�emo

� z verjetnostno funkcijo:

X �
�
x1 x2 x3 � � �
p1 p2 p3 � � �

�
; p1 + p2 + p3 + � � � = 1;

kjer je P [X = xn] = pn za n = 1; 2; 3; :::.

� s porazdelitveno funkcijo:
FX (x) = P [X < x] =

X
xi<x

pi;

kjer velja limx!1 FX (x) = 1, limx!�1 FX (x) = 0, in P [X = x0] = limx#x0 FX (x)� FX (x0).

Matematiµcno upanje diskretne spremenljivke X je

E (X) = p1x1 + p2x2 + p3x3 + � � � :

Disperzija diskretne spremenljivke X je

D (X) = E
�
(X � E (X))2

�
= E

�
X2
�
� E (X)2 =

X
n

pnxn �
X
n

pnx
2
n:

Rodovna funkcija nenegativne celo�tevilske sluµcajne spremenljivke X je

GX (t) =
X
n

pnt
n;

kjer je pn = P [X = n] za n = 0; 1; 2; :::.Pri tem velja

E (X) = G0X (1) in D (X) = G00X (1) +G
0
X (1)� (G0X (1))

2
:

Iz rodovne funkcije dobimo verjetnostno z razvojem v Taylorjevo vrsto

GX (t) =
X
n

pnt
n =

X
n

G0X (0)

n!
tn:

Nekatere vrste in porazdelitve:

� binomska formula (x+ y)n =
Pn

k=1

�
n
k

�
xkyn�k;

� konµcna geometrijska vrsta 1 + x+ x2 + :::+ xn = 1�xn+1
1�x ;

� geometrijska vrsta 1+x+x2+:::+xn+::: = 1
1�x in njen odvod 1+2x+3x

2+:::+nxn�1+::: = 1
(1�x)2 ,

� binomska porazdelitev b (n; p) s parametroma n 2 N in p 2 (0; 1):

P [X = k] =

�
n

k

�
pkqn�k; q = 1� p; k = 0; 1; :::; n;

E (X) = np; D (X) = npq; GX (t) = (pt+ q)
n
;

� geometrijska porazdelitev s parametrom p 2 (0; 1):

P [X = k] = pqk�1; q = 1� p; k = 1; 2; :::; n; :::

E (X) =
1

p
; D (X) =

q

p2
; GX (t) =

pt

1� qt :
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Formule za 2. kolokvij iz verjetnosti

Sluµcajna spremenljivka X je diskretna, µce je njena zaloga �tevna mnoµzica fx1; x2; x3; :::g. Porazdelitev
sluµcajne spremenljivke X opi�emo

� z verjetnostno funkcijo:

X �
�
x1 x2 x3 � � �
p1 p2 p3 � � �

�
; p1 + p2 + p3 + � � � = 1;

kjer je P [X = xn] = pn za n = 1; 2; 3; :::.

� s porazdelitveno funkcijo:
FX (x) = P [X < x] =

X
xi<x

pi;

kjer velja limx!1 FX (x) = 1, limx!�1 FX (x) = 0, in P [X = x0] = limx#x0 FX (x)� FX (x0).

Sluµcajna spremenljivka X je zvezna, µce je njena porazdelitvena funkcija FX (x) = P [X < x] zvezna
funkcija. Porazdelitev sluµcajne spremenljivke X opi�emo z gostoto verjetnosti pX , to je nenegativna
realna funkcija, za katero velja Z

R

p (x) dx = 1:

Pri tem velja

FX (x) = P [X < x] =

xZ
�1

p (t) dt in F 0X (x) = pX (x) ;

P [a < X < b] =

bZ
a

p (x) dx = FX (b)� FX (a) :

Zaµcetni moment reda n sluµcajne spremenljivke X je zn = E (Xn) in ga izraµcunamo v diskretnem
oziroma zveznem primeru kot

zn =
X
k

pkx
n
k oziroma zn =

Z
R

xnp (x) dx:

Pri tem je z1 = E (X) matematiµcno upanje sluµcajne spremenljivke X.
Centralni moment reda n sluµcajne spremenljivke X je

mn = E ((X � E (X))n) :

Pri tem je m2 = D (X) = E
�
(X � E (X))2

�
disperzija sluµcajne spremenljivke X in se izraµcuna kot

D (X) = E
�
X2
�
� E (X)2 = z2 � z21 :

Asimetrija sluµcajne spremenljivke X je de�nirana z

A (X) =
m3p
m3
2

;

kjer upo�tevamo zvezo m3 = z3 � 3z2z1 + 2z31 :
Kvartil reda i (za i = 1; 2; 3) qi je pri zvezni sluµcajni spremenljivki X de�niran s predpisom

FX (qi) =
i

4
:

Pri tem je m = q2 mediana in s = (q3 � q1) =2 semiinterkvartilni razmik.
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Zvezna sluµcajna spremenljivka X je porazdeljena normalno N (a; �) z matematiµcnim upanje a in stan-
dardnim odklonom �, µce je njena gostota

p (x) =
1p
2��

e�
(x�a)2

2�2 :

Standardizirana normalna porazdelitev N (0; 1) ima gostoto

' (x) =
1p
2�
e�

x2

2 :

in porazdelitveno funkcijo

FX (x) =
1

2
+ � (x) ; kjer je � (x) =

xZ
0

1p
2�
e�

t2

2 dt:

Za aproksimacijo binomske porazdelitve X � b (n; p) uporabimo:

� Poissonov obrazec oziroma Laplaceovo lokalno formulo:

P [X = k] =

�
n

k

�
pkqn�k � (np)

k

k!
e�np oz. P [X = k] � 1p

2�npq
e�

(k�np)2
2npq :

� Laplaceovo integralsko formulo

P [a < X < b] = P

�
a� np
p
npq

< X� <
b� np
p
npq

�
= �

�
b� np
p
npq

�
� �

�
a� np
p
npq

�
:

Diskretni sluµcajni vektor (X;Y ) ima diskretno zalogo vrednosti f(xi; yj) ji = 1; 2; ::n; j = 1; 2; :::;mg
v R2. Njegovo porazdelitev praviloma podamo z verjetnostno tabelo

XnY y1 y2 � � � ym
x1 p11 p12 � � � p1m p1:
x2 p21 p22 � � � p2m p2:
...

...
...

...
...

xn pn1 pn2 � � � pnm pn:
q:1 q:2 � � � q:m

;

pri tem je

pij = P [(X;Y ) = (xi; yj)] ; pi: =

mX
j=1

pij ; q:j =

nX
i=1

pij ;

mX
j=1

nX
1=1

pij =

nX
i=1

pi: =

mX
j=1

q:j = 1:

� Robna porazdelitev sluµcajnih spremenljivk X in Y je

X �
�
x1 x2 � � � xn
p1 p2 � � � pn

�
in Y �

�
y1 y2 � � � ym
q1 q2 � � � qm

�
� Sluµcajni spremenljivki X in Y sta neodvisni µce za vse i in j velja

pij = P [(X;Y ) = (xi; yj)] = P [X = xi]P [Y = yj ] = piqj

Zvezni sluµcajni vektor (X;Y ) je podan z gostoto p : R2 ! R, to je nenegativno realno funkcijo dveh
spremenljivk, za katero velja ZZ

R2

p (x; y) dxdy = 1:

Pri tem velja

P [(X;Y ) 2 D] =
ZZ
D

p (x; y) dxdy:

� Robna porazdelitev sluµcajnih spremenljivk X in Y je

pX (x) =

Z
R

p (x; y) dy in pY (y) =

Z
R

p (x; y) dx:

� Sluµcajni spremenljivki X in Y sta neodvisni µce velja p (x; y) = pX (x) pY (y) :
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