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1 Ekstremalni problemi
1.1 Turanov izrek
Ekstremalni problemi so problemi o tem, kaj je najve£ji ali najmanj²i graf
s speci�£no lastnostjo.Najve£ji graf je graf z najve£ povezavami podanimi s
²tevilom to£k.
�tevilo to£k na grafu G imenujemo red grafa G.
�tevilo povezav grafa G imenujemo velikost grafa G.
H je inducirani podgraf grafa G, £e je V (H) ⊆ V (G) in £e sta to£ki u,v,
u 6= v, u, v ∈ V (H) povezani v G, potem sta povezani tudi v H.

PROBLEM: Poi²£i najve£ji graf G z n to£kami in kromati£nim ²tevilom 2.

Ker ima graf G kromati£no ²tevilo 2, so to£ke pobarvane z dvema barvama,na
primer z rde£o in modro. �e obstaja rde£a to£ka, ki ni sosednja modri to£ki,
lahko ti dve to£ki poveºemo in s tem pove£amo ²tevilo povezav. Torej je
vsaka modra to£ka sosednja vsaki rde£i in imamo polni dvodelni graf. Naj
ima graf G m modrih in r rde£ih to£k, m + r = n. Pokazali bomo:

|m− r| ≤ 1.

Naj bo r ≤ m. �e je r + 2 ≤ m, potem izberemo drugi polni dvodelni graf
H, ki ima r + 1 rde£ih to£k in m − 1 modrih to£k. Torej ima graf G m × r
povezav, graf H pa (m− 1)× (r − 1) povezav. Torej:

(m− 1)× (r − 1)−m× r = m− r − 1.

Iz predpostavke r + 2 ≤ m sledi m − r − 1 ≥ 1. Torej ima graf H najmanj
eno povezavo ve£ kot graf G, njegovo kromati£no ²tevilo in ²tevilo to£k je
ostalo enako. Iz tega sledi, da se m in r razlikujeta najve£ za ena. �e je
²tevilo to£k n = 2k, potem sta m in r enaka k.

Obstaja ²e druga pot do tega rezultata. Uporabimo Gaussov simbol za
najve£jo celo²tevilsko funkcijo.
[x] je najve£je celo ²tevilo, ki je manj²e ali enako x.
(V£asih namesto oznake [x] pi²emo bxc .) Oznako bxc imenujemo talni sim-
bol.
dxe je najmanj²e celo ²tevilo ve£je ali enako x. Oznako dxe imenujemo
stropni simbol.
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Z uporabo tega zapisa je graf G, ki je re²itev na²ega problema enak grafu
Km,r, kjer je

m =
⌊n

2

⌋

in
r =

⌊
n + 1

2

⌋
.

Izrek 1 Najve£ji graf z n to£kami in kromati£nim ²tevilom k je polni k-
delni graf

Kn1,n2,...,nk
,

kjer je
n = n1 + n2 + ... + nk

in
|ni − nj | ≤ 1.

Dokaz. Ker je kromati£no ²tevilo grafa G enako k, lahko to£ke pobarvamo
s k barvami. Naj bo mi ²tevilo to£k pobarvanih z i-to barvo, kjer je i =
1, 2, ..., k in n = m1 + m2 + ... + mk. Ker ima graf G maksimalno ²tevilo
povezav, je vsak par to£k, ki sta pobarvani z razli£no barvo, soseden. Torej
je graf G polni k-delni graf Km1,m2,...,mk

. �e ozna£imo v grafu Km1,m2,...,mk

²tevilo povezav z A(m1,m2, ..., mk), potem je

A(m1,m2, ..., mk) = m1m2 + A(m1 + m2,m3, ..., mk).

Predpostavimo, da se v grafu G vsaki dve taki ²tevili razlikujeta za ve£ ali
enako od 1: m2 + 2 ≤ m1 Dobimo nov graf

Ĝ = Km1−1,m2+1,m3,...,mk
.

�tevilo povezav v grafu Ĝ je

A (m1 − 1,m2 + 1,m3, ..., mk) = (m1 − 1) (m2 + 1)+A (m1 + m2,m3, ..., mk) .

Razlika povezav grafa Ĝ in grafa G je:

(m1 − 1)(m2 + 1)−m1m2 = m1 −m2 − 1.

Torej ima graf Ĝ najmanj en povezavo ve£ kot graf G. Iz tega sledi, da
graf G nima maksimalno ²tevilo povezav. Torej nas predpostavka m1 ≥
m2 + 2,m1 −m2 − 1 ≥ 1 vodi do protislovja, da se vsak par ²tevil mi in mj

razlikujeta za najve£ 1. 2
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Izrek 2 (Turanov izrek) Najve£ji graf z n to£kami, ki ne vsebuje nobenega
podgrafa izomorfnrga Kk+1, je polni k-delni graf

Kn1,n2,...,nk
,

kjer je
n = n1 + n2 + ... + nk

in
|ni − nj | ≤ 1.

V bistvu sta Izrek 1 in Turanov izrek podobna. Predpostavka izreka1
implicira predpostavko Turanovega izreka, obrat pa ne velja. Namre£ graf s
kromati£nim ²tevilom k ne vsebuje nobenega podgrafa izomorfnega Kk+1.

Izrek 3 Najve£ji graf z n to£kami, ki ne vsebuje nobenega trikotnika, je
polni dvodelni graf Kn1,n2 ,kjer je n = n1 + n2 in |n1 − n2| ≤ 1.

Dokaz. Naj graf G z n to£kami ne vsebuje nobenega trikotnika. Naj bo V
mnoºica to£k grafa G. Izberimo to£ko x iz G z najve£jo stopnjo v grafu G. To
pomeni: degG (x) je maksimalna. Oglejmo si mnoºico W vseh to£k grafa G,
ki so sosednje to£ki x. W imenujemo sose²£ina od x. Nobeni dve to£ki nista
sosednji, namre£ sicer bi graf G vseboval trikotnik. De�nirajmo novi graf H

Slika 1: Slika1

z isto mnoºico to£k V kot v grafu G. Naj bo W enaka podmnoºica to£k iz V
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kot v zgornjem primeru. Tedaj je vsaka to£ka grafa H v V-W sosednja vsaki
to£ki v W in v H ni nobena druga to£ka. Z drugimi besedami, H je polni
dvodelni graf. �e je z najvi²ja to£ka v V-W, potem velja:

Slika 2: Slika2

degH(z) = degH(x) = degG(x) ≥ degG(z),

namre£ x smo izbrali za to£ko maksimalne stopnje v grafu G. Predpostavimo,
da je ²tevilo to£k v W enako w.�e je z to£ka v W, potem velja:

degH(z) = n− w ≥ degG(z),

namre£ nobeni dve to£ki v W ne moreta biti sosednji v G, saj bi v tem
primeru G vseboval trikotnik. Torej za nov graf H velja: degG(z) ≤ degH(z).
To pomeni, da mora biti skupno ²tevilo to£k v H ve£je ali enako skupnemu
²tevilu to£k v G. H je torej polni dvodelni graf in v dokazu izreka1 smo videli,
da je najve£ji polni dvodelni graf z n to£kami Kn1,n2 , kjer je n = n1 + n2 in
|n1 − n2| ≤ 1. 2
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Slika 3: Slika3
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