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KAKO ZASTRAZITI MUZEJ?

Zacetnik problema je Victor Klee (1973).

Problem: Radi bi zavarovali muzej tako, da je v vsakem trenutku zastrazena
vsaka toCcka muzeja. Strazarji so postavljeni na fiksna mesta, lahko pa se
obracajo. Koliko strazarjev potrebujemo?

Stene muzeja si predstavljamo kot veckotnik z n stranicami. Ce je veckotnik
konveksen, je seveda dovolj en sam strazar, ki je lahko postavljen v katerokoli
tocko muzeja.

Primer 1: Struktura muzeja z n = 3m stenami.

Zlahka opazimo, da taksna oblika muzeja z n stenami zahteva vsaj m =
strazarjev. Tocko 1 lahko strazar opazuje s kateregakoli fiksnega mesta
trikotniku z vrhom v tocki 1.
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Podobno ugotovimo za vse ostale tocke (2,3, ...,m). Ce so ti trikotniki
disjunktni, potrebujemo torej vsaj m strazarjev. Toliko strazarjev pa je tudi
dovolj, da zavarujemo muzej, ¢e jih postavimo v zgornji del trikotnika (npr.
na zgornjo stranico). Ce odstranimo eno ali dve steni na koncu, ugotovimo,

n

da potrebujemo |z | strazarjev.

IZREK: (Muzejski izrek)

Za strazenje kakrsnegakoli muzeja z n stenami zadosca | %] strazarjev.

DOKAZ: (Steve Fisk)
Dan je muzej z n stenami. Najprej narisemo (n — 3) nesekajocih se diagonal

grafa in stranicami ter diagonalami kot povezavami.



Trditev:
Obstaja 3 — barvanje ravninskega grafa (G) (iz nasega dokaza).
Dokaz trditve:(indukcija po n)

Baza indukcije: n = 3. Dobimo trikotnik. O¢itno.

Korak indukcije: (n —1) = n;n > 3.
Izberemo katerikoli dve tocki u in v, ki sta povezani z diagonalo. Ta diagonala
razdeli graf na dva manjsa grafa (sestavljena iz trikotnikov), ki oba vsebujeta
povezavo uv. Po indukcijski predpostavki za vsakega obstaja 3 — barvanje.
Izberemo barvo 1 za u in barvo 2 za v. Ce sedaj spet zdruzimo oba grafa
vidimo, da za prvotni graf (G) obstaja 3 — barvanje. OJ

Nadaljevanje dokaza izreka:

Ker je n tock, z vsaj eno od barv pobarvamo najvec |z | tock. Tja postavimo
strazarje. Ker ima vsak trikotnik eno oglisce te barve, je tako zavarovan cel
muze;j. 0

Primer 2: Muzej ima obliko spodaj narisanega lika. Kam naj postavimo
strazarje, da bo njihovo Stevilo ¢im manjse in da bo zastrazen cel muzej?

a) Glej slikol na koncu poglavjal

b) Glej sliko2 na koncu poglavja!

V zgornjem dokazu in primerih smo uporabili triangulacijo veckotnika. Nasled-
nje vprasanje, ki se nam zastavi je: Ali triangulacija vedno obstaja? Odgovor
se glasi: DA - v ravnini (dokaz sledi!) in NE - v prostoru!

DEFINIcIJA:
Tocka A (v n - kotniku) je konveksna, ¢e meri notranji kot z vrhom v A
manj kot 180°.

Opomba:
Vsak veckotnik ima vsaj tri konveksne tocke.

Dokaz opombe:

Recimo nasprotno: v poljubnem n - kotniku sta konveksni natanko dve tocki
(kot pri eni tocki oznacimo z «, kot pri drugi konveksni tocki pa z 3). Vsota
notrangih kotov v tem n - kotniku je torej vec kot (n — 2)180° + o + (3, kar
pa je v protislovju z dejstvom, da meri vsota notranjih kotov v n - kotniku



natanko (n — 2)180°. Dokazali smo, da ima poljuben n - kotnik res vsaj tri
konveksne tocke. O

Trditev:
Triangulacija poljubnega ravninskega grafa vedno obstaja.

Dokaz:
Indukcija po n (po stevilu tock grafa).

Baza indukcije: n = 3. Graf je trikotnik. Triangulacija je ocitna.

Korak indukcije: (n —1) = n;n > 3.
Indukcijska predpostavka: obstaja triangulacija 3 - kotnika, 4 - kotnika,...,
(n — 1) - kotnika.
Najti moramo diagonalo, ki bo razdelila veckotnik (ravninski graf na n tockah)
na dva manjsa, ki ju nato zlepimo (podobno kot v dokazu izreka). V ta na-
men v n - kotniku poiscemo konveksno tocko A in oznac¢imo njeni sosednji
tocki z B in C. Ce daljica BC' v celoti lezi v notranjosti n - kotnika, potem je
BC iskana diagonala. V nasprotnem primeru sklepamo, da trikotnik ABC
vsebuje vsaj Se eno oglisce n - kotnika.

Daljico BC' vzporedno potegnemo proti oglis¢u A, dokler se ne dotakne
zadnjega oglis¢a n - kotnika. To oglisce oznac¢imo z ¢rko Z. Sedaj je daljica
AZ iskana diagonala, ki razdeli n - kotnik na dva manjsa dela. Uporabimo
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Se indukcijsko predpostavko, ki pravi, da za manjsa dela n - kotnika triangu-
lacija obstaja. Trditev je tako dokazana. 0

Variante tega problema:

e Strazimo samo stene (na katerih visijo slike).
e Strazarje postavimo samo v kote muzeja.

e Obstaja pa tudi verzija, ki Se ni dokonéno razresena:

Predpostavimo, da se strazar pomika vzdolz ene stene muzeja in strazi
vse, kar je mogoce videti iz vsake tocke te stene. Koliko strazarjev
potrebujemo? Gottfried Toussaint je skonstruiral primer muzeja nasled-
nje oblike:

Predvideva se, da je za ta muzej dovolj | §] strazarjev, a dokaza Se ni!



Slika 1: Strazarje postavimo v tocke oznacene s 3!

Slika 2: Strazarje postavimo v katerokoli tocko oznaceno z istim Stevilom!




