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1 KOLIKO MANJKA GRAFU DO RAVNINSKOSTI

1.1 Prekrizna Stevila

V prejSnjem poglavju smo dokazali, da grafa K5 in K33 nista ravninska.
Vendar slika 1a ni slika grafa K5, ampak je slika subdivizije K5, kar pomeni,
da so bile nekatere toc¢ke stopnje dve dodane povezavam grafa K. Podobno
je graf na sliki 1b subdivizija K3 3.

Slika 1: Primer subdivizije K5 in K33

Subdivizijo grafa G dobimo tako, da povezavam grafa G dodamo tocke
stopnje dve.



Ce graf G ni ravninski, potem tudi subdivizija grafa G ni ravninska. Ce
graf G vsebuje neravninski podgraf, potem G ni ravninski.

IZREK 1 (Kuratowski)
Graf G je ravninski natanko takrat, ko ne vsebuje subdivizije K33 in ne
subdivizije K.

PRIMER: S pomocjo izreka Kuratowskega pokaZi, da Petersenov graf ni
ravninski.

Izrek Kuratowskega nam pove, da graf, ki ni ravninski, vsebuje subdiviz-
ijo K33 ali subdivizijo K5. Petersenov graf ne more vsebovati subdivizije
K. Istemo torej subdivizijo grafa K33. Za¢nemo v poljubni tocki, recimo
zgornji. Njene sosede oznacimo za toc¢ke v nasprotni mnozici dvodelnega
grafa K3 3. Manjkajoci tocki izberemo iz notranje peterice. Torej Petersenov
graf vsebuje subdivizijo K33 in zato ni ravninski.

Slika 2: Petersenov graf ni ravninski

Enostavna risba grafa je taka slika v ravnini, za katero velja:
a) poljubni razli¢ni povezavi imata najveé¢ eno krizanje;

b) poljubni povezavi inciden¢ni s to¢ko se ne krizata,

¢) nobene tri povezave se ne krizajo v skupni tocki.

Zgornja vrsta na sliki 3 prikazuje tri neenostavne oblike, spodnja pa njihove
tri enostavne dvojnike. Pri risanju grafov v ravnini lahko neenostavne oblike
odpravimo z neznatnimi spremembami, tako da ne vplivamo na preostali
graf.
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Slika 3: Primeri neenostavnih in enostavnih risb
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Vsak koncen graf ima enostavno risanje v ravnini.

Ce se ve¢ kot dve povezavi sekata v isti tocki, kot pri zgornjem desnem
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Naj bo G graf. V splosnem obstaja ve¢ nadinov za nacértanje grafa G v
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ravnini brez vec¢kratnih krizis¢. Od vseh taksnih risanj naj bo najmanjse
tisto, ki ima minimalno Stevilo krizis¢. To minimalno Stevilo imenujemo
prekrizno Stevilo grafa G in ga oznacimo s cr(G). Taksno risanje je vedno
enostavno risanje. Na sliki 3 je seveda prekrizno stevilo vsakega ravninskega

grafa enako 0.

Prekrizno tevilo grafa K5 je cr(K5) =1 in grafa K33 je cr(Ksz3) = 1.

IZREK 2
Prekrizno Stevilo grafa Kg je cr(Kg) = 3.

Prvi dokaz.
Enostavno risbo grafa K¢ v ravnini znamo narisati s tremi krizanji (slika 4).
Torej vemo, da je cr(Kg) < 3.



Slika 4: Enostavna risba grafa Kg

Predpostavimo, da obstaja risanje s samo dvema krizanjema. Oznacimo
tocke s Stevilkami in nacrtajmo dve krizanji dveh ¢etveric, denimo (1234) in
(3456). Iz risbe odstranimo tocko 4 in vse povezave incidencne s to tocko.
Dobimo ravninsko risbo grafa Kj, ki pa vemo, da ne obstaja. To nam pove,
da je cr(Kg) > 3 in od tod sledi, da cr(Kg) = 3. O

Drugi dokaz.

Enostavno risbo grafa Kg v ravnini znamo narisati s tremi krizanji (slika 4).
Torej vemo, da je cr(Kg) < 3.

Predpostavimo, da lahko nariSemo graf Kg s samo dvema krizanjema. Potem
imamo dve povezavi v Kg, ki onemogocata ravninskost grafa. Iskani ravnin-
ski graf ima Sest tock in trinajst povezav. Po ze znanem izreku (glej prejsnje
poglavje) je v ravninskem grafu z n to¢kami in m povezavami §tevilo povezav
enako m = 3-n — 6. Od koder sledi trditev 13 = 3 -6 — 6, ki ni resni¢na. In
tako smo prisli do protislovja s predpostavko. O

Richard Guy je pokazal, da za polne grafe velja naslednja neenakost:
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Domneva 1
Zgoraj velja enakost za n > 3.

Enakost je dokazana za n < 10.



PrekriZzna Stevila polnih dvodelnih grafov K, ,,.

Da bi dobili zgornjo mejo za prekrizna stevila polnih dvodelnih grafov er(Kp, 1),
porazdelimo m modrih to¢k na navpi¢no os in n rdecih toc¢k na vodoravno
o0s, kot prikazuje slika 5.

Slika 5: Stevilo krizanj v polnem dvodelnem grafu Kgg

Prvi¢ predpostavimo, da sta m in n obe sodi, recimo m = 2t in n = 2s.
Naj bo t modrih to¢k zgoraj in t spodaj ter s rdecih tock na levi strani in
s na desni. Na sliki 5 jet = 3 in s = 4. Povezimo vsako rdeco tocko z
vsako modro toc¢ko z ravno ¢rto. Paziti moramo, da pri tem ne ustvarimo
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od koder sledi, da je
cr(Kopas) < t(t—1)s(s —1).
Ce ne bi zahtevali, da sta m in n obe sodi, potem bi bila situacija malce
drugacna, toda ideja Se vedno ista. Loc¢imo dva primera.
Predpostavimo, da sta m in n obe lihi; m = 2t + 1 in n = 2s + 1. Potem

je t + 1 modrih toc¢k zgoraj in ¢ modrih tock spodaj; s + 1 rdecih tock je na
desni in s rde¢ih na levi. Ko so narisane vse povezave, znasa Stevilo krizig¢:
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Tako je
er(Kop1,0s41) < t2s%.

Ostane nam 8e primer, ko je m liho in n sodo Stevilo; m = 2t + 1 in n = 2s.
Potem je
cr(Kopq1,25) < tzs(s —1).

Dokaz je prepuscen za vajo.

Vsi trije primeri so zdruzeni v izreku 3:

IZREK 3
Prekrizno stevilo polnega dvodelnega grafa K., , zadosca neenakosti:
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Enakost je izpolnjena, ¢e je m < 6 in n poljubno stevilo. Domneva pa
se, da enakost velja za poljubne m in n.



