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Leta 1956 je Claude Shannon, izumitelj informacijske teorije, postavil nasled-
nje zanimivo vprasanje:

Predpostavimo, da zelimo poslati sporocilo po kanalu, kjer se lahko nekateri
simboli pomesajo, sprejemniku. Kaj je najvecja stopnja prenosa, da prejem-
nik Se lahko razbere originalno sporocilo brez napak?

Pa poglejmo, kaj je Shannon mislil s kanalom in stopnjo prenosa:

Imamo mnozico simbolov V' in sporocilo je le zaporedje simbolov iz V. Kanal
oblikujemo kot graf G = (V, E), kjer je V mnozica simbolov in E mnozica
povezav med simboli, ki se lahko pomesajo.

Npr.:
V vsakdanji telefoniji povezemo simbola P in B s povezavo, ker ju prejemnik
nenujnoo loci.

Graf GG imenujemo graf zmesnjav.

Pet cikel C5 bo igral kljuéno vlogo v nasi diskusiji.

V nasem primeru se lahko 1 in 2 pomesata ne pa 1 in 3!

Seveda bi si zeleli komunicirati z vsemi petimi simboli, ker pa ne zelimo na-
pak (Ce posiljamo posamezne simbole) uporabimo le po en simbol iz vsakega
para, ki se lahko pomesajo, zato lahko v C5 uporabimo le 2 simbola (kater-
akoli, ki nista povezana).

V jeziku informacijske teorijeto pomeni, da smo v C5 dosegli stopnjo prenosa
log, 2 namesto log, 5. Jasno je, da v tem modelu za graf G = (V, E), lahko v
najboljSem primeru posljemo iz maksimalne neodvisne podmnozice grafa G,
da bo stopnja prenosa (pri posiljanju posameznih simbolov) log, a(G), pri
¢emer je a(G) neodvisnostno Stevilo.

Poglejmo si, ¢e lahko povecamo stopnjo prenosa z uporabo daljsih nizov
namesto posameznih simbolov.
Predpostavimo, da zelimo poslati niz dolzine 2. Niza ujuy ter vyvy lahko
pomesamo le v primeru, ko velja en izmed pogojev:

1.)  w; = v in uy se lahko zamenja z vq

2.)  ug = vy in uy se lahko zamenja z v,

3.)  uy # v se lahko zamenjata in uy # v se lahko zamenjata

V teoriji grafov : G1 x Go Gy = (V1, Ey), Gy = (Va, Es)
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G1 x Gy = {(u1,u2)|us € Vi,us € Vio}, pri cemer sta (ui,uy) # (v1,u2)
povezana z natanko eno povezavo natanko takrat, ko velja u; = v; ali w;v; €
Ei=1,2.

Graf zmesnjav nizov dolZine 2 je G* = G x G, produkt grafa samim s seboj.
Stopnja prenosa nizov dolzine 2 po simbolu je

log, a(G2)

) = l0gay/a(G?)

Seveda lahko uporabljamo nize poljubne dolzine n. n-ti graf zmesnjave G" =
G x G x G x ..xG vsebuje V" = {(uy,ug,...,un)|u; € V}, pri ¢emer je
(g, ..., ty) # (v1,...,v,) povezan s povezavo ¢e u; = v; ali wv; € E za
1=1,..,n

Stopnja prenosa po simbolu nizov dolzine n je

28 ) _ pogs /aten)

Kaj lahko povemo o a(G™)?  [neodvisnostno stevilo grafa G"|

Prvo opazanje:

Ce je U C V najvecja neodvisna podmnozica v G,

potem je [U| =a = «a" v G" oblike (uy,...,u,),u; € V za vse i neod-
visna podmnozica v G™.

Ker je a(G™) > a(G)" = Va(G") > a(G), pomeni da nikoli ne
zmanjSamo stopnje prenosa z uporabo daljSih nizov namesto posameznih
simbolov.

To je osnovna ideja teorije kodiranja:
z odkodiranjem simbolov v daljSe nize lahko naredimo komuniciranje bolj
ucinkovito.

Ce zanemarimo logaritem, potemtakem pridemo do Shannonove osnovne
definicije:
Shannon-ova kapaciteta grafa GG je podana z

O(G) = supy>1 v/ a(G™)

in Shannonov problem je bil oceniti ©(G) in konkreten ©(Cs)



Pa si poglejmo C5. Kot ze vemo je
Oé<05> =2 S @<C5)

Ce gledamo na 5-cikel kot prej, ali pa kot produkt Cs x Cs
Vidimo, da je mnozica {(1,1),(2,3),(3,5), (4,2), (5,4)} neodvisna v C2.
Torej imamo

a(C3) > 5
Ker neodvisna mnozica lahko vsebuje le dve tocki iz vsake dve zaporedni
vrstici, vidimo, da je

a(C3) =5
Zato, z uporabo nizov dolzine 2 smo povecali spodnjo mejo na

0(Cs) > V5

Nimamo pa zgornje omejitve. Da bi dobili taksno mejo se ponovno oprimimo
Shannonove prvotne ideje. Najprej potrebujemo dualno definicijo neodvisne
mnozice.

Spomnimo se, da je podmnozica C' C V klika natanko tedaj, ¢e sta vsaki
dve tocki v C' povezani.

Zato so tocke trivialne klike dolzine 1, povezave z robnima tockama klike
dolzine 2, trikotniki klike dolzine 3, itd.

Naj bo C mnozica vseh klik v G in naj bo x= (z, : v € V) verjetnostna
porazdelitev:

(Z‘UZO,vazl)

veV

Vsaki porazdelitvi x priredimo maksimalno vrednost klike

ter

Ce smo natannéni, bi morali namesto min pisati inf , vendar je A\(x) zvezna
funkcija na kompaktni mnozici vseh porazdelitev.



Naj bo U C V maksimalna neodvisna podmnozica V. Tedaj je |U| = a(G)
Tej mnozici U priredimo verjetnostno porazdelitev

xy=(x,:veEV),

pri Cemer je

. _{i svelU
v T .

0 ;sicer

Ker vsaka klika vsebuje najve¢ eno tocko iz U, vidimo, da je
Po definiciji A(G) velja

oziroma

a(G) < MG)™

Shannon je ugotovil, da je A(G)~! zgornja meja za vse izraze {/a(G"), pri
cemer je n € N, torej tudi za O(G).

Da bomo to dokazali, zadostuje, ¢e dokazemo, da za vsaka grafa H, G velja
MG x H) = MG) - M(H), ker od tod sledi, da je A(G") = AG)" in zato
a(G") < NG™) T = A(G) "

Dokaz:
Uporabili bomo izrek o dualnosti iz teorije linearnega programiranja in do-
bimo

)\( — min max E xv—maxmin E Yo
z CeC o y  weEV
ve

kjer desna stran tece po vseh VerJetnostnlh porazdehtvah y=(yc:C€C).
Vzemimo G x H in naj bosta x in 2’ porazdelitvi v katerih A doseze minimum.
Az) = AG)
Az') = AN(H)
V mnozici tock grafa G x H definiramo vrednost z, ) = z,2), tocki (u,v).

Ker
Zz(w) = qu : Zx; =1
(u,v) u v



Opazimo, da je maksimalna klika v G x H oblike Cx D = {(u,v)|u € C,v € D},
kjer je C' klika v G in D klika v H.
Zato je

MG x H) < A(z) = max Z Pup) = WAX Y Ty Zx = ANG) - A(H)

CxD
(u,v)eC'xD uecC veED
Obratno neenakost se pokaze z uporabo izreka o dualnosti. [

Ce povezemo:  O(G) < AM(G)™!  za vsak graf G.

Pa si poglejmo za Cj oziroma splosneje za C,,:

Z uporabo enakomerne porazdelitve (%, s %) dobimo A\(C,,) < %
Podobno ¢e vzamemo % za povezave, in 0 za tocke, ugotovimo, da je \(C,,,) >
2 . .

= po izreku dualnosti.

m

Od to sledi, daje ~ A(Cp) = 2
Zato je  O(Cp) <% zavsem.
Za m je sodo stevilo je  a(Cy,) = 7 (vsaka druga tocka)

Zato je  O©(Cp) =%

Za lihe m -je paje  «(C,,) = 21
031

(s je klika, zato je tudi C% klika.
Zato  «o(C3) =0(C3) =1

052
V5 < O(C5) <

Do | Ot

Z uporabo linearnega programiranja in drugih idej je Shannon bil sposoben
izracunati ©(G) za mnoge grafe G, Se posebej za tiste s 5 ali manj tockami |
z eno samo izjemo: Cj, za katerega ni nasel boljse ocene za ©(Cs)!

Tako so stvari stale ve¢ kot 20 let, dokler ni Laszlo Lovasz ni izracunal, da je

O(Cs) = /5.



Na prvi pogled zelo tezek kombinatoricni problem je bil enostavno in ele-
gantno resen. Lovasz-ova glavna ideja bila predstaviti tocke grafa z real-
nimi vektorji dolzine 1, tako da sta vsaka dva vektorja, ki pripadata dvema
nepovezanima tockama v grafu G, pravokotna. Taksno predstavitev imenu-
jemo ortonormirana predstavitev grafa GG. O¢itno taka predstavitev vedno
obstaja. Lahko vzamemo bazne vektorje dimenzije m = |V|.

Za cikel C5 vidimo, da je ortonormirana predstavitev v R3 kot deznik s pet
rebri, vy, ..., v5, enotske dolzine.

Z, odpiranjem pridemo do pozicije, kjer je kot med dvema nesosednima re-
broma previ.

Izkaze se: .
6(05) S ﬁ?

kjer je h razdalja vrha do S. Racunsko se izkaze, da je h% = \/Lg in zato
O(Cs) < V5,

od koder sledi



Naj bo G = G(V, E) poljuben graf z m tockami in naj bo mnozica vek-
torjev 7' = {v™, ...,v™} ortonormalna reprezentacija grafa G. To pomeni,
da za vsak i = 1,...,m velja [[v@|| = 1 in (v@,v0)) = 0 tedaj in samo tedaj,
ko tocki ¢ in 7 na grafu G nista sosednji. Oznac¢imo z u := %(U(l) + . oM,
Ocitno je skalarni produkt

(WD ) = op

razlicen od ni¢ in za vsak i enak. Definirajmo porazdelitev kot vektor

X = (T1, .00y Tpy)

za katerega velja x; > 0 in je vsota njegovih koordinat enaka 1. Dalje defini-
rajmo (x) := [|lz;v® + ... + 2,9™||? in konéno definirajmo

pr(G) = infx p(x)

infimum vrednosti p(x) po vseh porazdelitvah x. Naj bo U maksimalna neod-
visna mnozica tock grafa G. Torej je |U| = a(G), kjer je a(G) neodvisnostno
stevilo grafa GG. Oznac¢imo z

Xy = (T1, 0y Tin)

kjer je x; = ﬁ, ¢e je x; € U in 0 sicer. O¢itno je xy porazdelitev (vse
koordinate so nenegativne in vsota vseh je ravno 1). Sledi ur(G) < pu(xv),
saj je pr(G) infimum po vseh porazdelitvah, dalje velja (upostevamo ||a|| =
{a,a), bilinearnost skalarnega produkta, da [[v®|| = 1 in (v@ v} = 0,
¢e tocki 7, 7 nista sosednji ter U je neodvisna podmnozica grafa GG zato ne
vsebuje dveh sosednjih tock grafa G- ena od koordinat z; in ;41 je 0)

pw(xy) = |lzivP+ . 42,0 ™]| 2 = (20O + . 42,0, 204 0™ =
1 1
2 2
=i+ .. +z;, = aG) =
' (@(@))?  a(G)

glede na to, da je le «(G) nenicelnih koordinat. Ugotovili smo torej:

1
pr(G)

V naslednjem koraku si oglejmo naslednji izraz, kjer je x = (x1,...,2)
poljubna porazdelitev in uporabimo Cauchy-Schwarzovo neenakost:

a(G) <

(10D + 4 2,0 W) < |z 4+ L+ 2™ )P ul])? = p(x)||ul]?
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Oglejmo si se
(xlv(l) + ...+ xmv(m),u) =or(x1+ ...+ xy) =or

Tukaj smo upostevali lastnosti skalarnega produkta in da je x porazdelitev
(vsota koordinat je 1). Posebej za enakomerno porazdelitev xp = (=, ..., =)
dobimo ] ]
— (1) (m) — — 2
or =(—v"/ + ..+ —v" u) = (u,u) = ||u
r=( o™, 0} = {u,u) = ul

Stevilo o7 je torej enako kvadratu norme vektorja u, ki je za dano repre-
tentacijo T" grafa G konstantno. 1z zgornjih dveh identitet (v prvi identiteti
namesto ||u||* pisimo or) dobimo 02 < p(x)or, oziroma or < p(x). To velja
za vsako porazdelitev tudi za infumum. Tako smo prisli do o7 < up(G). Ce
za X spet vzamemo enakomerno porazdelitev xg velja tudi

1
pr(G) < plxp) = [ (@ 4 o™ = [l = or
Konéno smo izpeljali ur(G) = or oziroma

1
or

a(G) <

Brez dokaza navedimo tehnicen rezultat: Za vsak x € N velja a(G") < =

oziroma ] ’
sy L
((G"))n < —
or
Od tu zlahka sledi osnovni Lovdsz-ev izrek:
1 1
O(G) = suppeny a(G"))n < —

pri ¢emer (spomnimo se) velja o = (v, u) in so vektorji v ortonormalna
reprezentacija grafa G, za vektor u pa velja u = %(v(l) + 4o,

Oglejmo si zdaj primer ko G = Cj. Za graf Cs definirajmo matriko

A = (a;;), za katero velja:

0 ; steer

{ 1 svv, €FE
Qijj ==



Dobimo realno simetri¢cno matriko dimenzije 5 x 5 z samimi ni¢lami na glavni
diagonali. Iz linearne algebre vemo, da ima taka simetricna matrika 5 real-
nih lastnih vrednosti Ay > Ao > A3 > Ay > A5 in da je njihova vsota enaka
vsoti ¢lenov na diagonali, to je v nasem primeru 0. Zato je vsaj ena lastna
vrednost nase matrike negativna (moznost, da so vse lastne vrednosti enake
0 odpade, saj je nasa matrika nenicelna).

Izracunajmo lastne vrednosti matrike A. Oznacimo z £ = ¢35 = cos(%T) +
isin(2%2) resitev enatbe 2° = 1. Potem so vse nadaljne resitve &, kjer
0< k<4 Zavsak 0 < k <4 velja:

01 0 0 1 1 g ek 1
1 0100 ¢k 1+ &% ¢k
01 0 1 0 €2k — £k+€3k — (£k+€—k) §2k
00 1 0 1 53k £2k+§fk €3k
1 00 10 g4k 1+ &3 g4k

Ugotovili smo, da je za vsak 0 < k < 4, vektor (1,&F, &% 3% ¢4)T lastni
vektor za lastno vrednost &* + ¢7%. Za vsak k dobimo lastno vrednost in

pripadajoci lastni vektor. O¢itno za k = 2,3 dobimo najmanjso lastno
vrednost, to je 2cos(%’r) = —2cos .
RIS

k=0 2

k=1|2cos(%)

k=2 2cos(F)

=3[ 2cos(%)
k=4]2cos(%F)

Tabela 1: Lastne vrednosti matrike A

Ozna¢imo s p = |As| absolutno vrednost najmanjse lastne vrednosti in si
oglejmo matriko:
M =1+ 1A
p
kjer je I identi¢na matrika.
Ocitno so 1+% > 1+% > 1+% > 1—|—% > 1—1—% = 0 vse lastne vrednosti
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za M. Matrika M = (m;;) je realna simetri¢cna matrika z nenegativnimi
realnimi lastnimi vrednostmi velikosti 5 x 5. Iz linearne algebre vemo, da
za takéno matriko obstajajo vektorji v, v® v® @ y®) € R, kjer je s =
rank(M), da je ¢len -

mi; = (v(l), U(J))
kjer velja 1 <14,57 <5
Za M =1+ %A ugotovimo da je

(0,0 = m;; =1

in za ¢ # j velja

(W, 00y = Lo,

p 9.

Ker je a;; = 0 natanko tedaj ko tocki ¢ in j nista sosednji predstavljajo
vektorji v ortonormalno reprezentacijo tock grafa.
Uporabimo ta spoznanja na nasi matriki M. Zapisimo matriko M:

Za vsak 1 velja:
(W oW 4 0By = (@ Dy 1 (@ )

Zadnji izraz je ravno vsota Clenov v i-ti vrstici matrike M to pa je 1 + I%.

Zdaj lahko izratunamo nas (v, u) := o7, kjer je u = (v + .. 4+ 0v®).
Upostevamo lastnosti skalarnega produkta in ugotovimo
, 1 2
— (p® — (14 =2
Ce spet upostevamo glavni izrek dobimo
1 1 1
0(C;) < — = =5
= TR T

Ce za p vstavimo 2 cos(%) dobimo

5

E G —
O(Cs) < 1+ (cos§)~!
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