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1 Opis problema

V tej seminarski nalogi je obravnavam problem stetja dreves. Stevilo oznacenih
dreves obravnava Cayleyev izrek oziroma Cayleyeva fomula. Podanih je 5
razli¢nih dokazov. Od tega sta si prva dva zelo podobna, medtem ko nasled-
nji trije prinasajo tri zanimive posplositve. Za ponazoritev nam sluzi nekaj
primerov, od katerih je Se posebej zanimiv primer, ki obravnava minimalno
mnozico transpozicij podane mnozice permutacij. Na koncu je omenjen tudi
problem Stetja neoznacenih dreves, ki Se vedno ni v celoti resen, saj je Se
vedno znana le rodovna funkcija za Stevilo neoznacenih dreves, ne pa tudi
kaka eksplicitna formula, kot je to v primeru stevila oznacenih dreves.

Problem stetja oznacenih dreves se je prvi¢ pojavil v 18. stoletju v ¢lankih
Arthura Cayleya, ki se je ukvarjal s studijem dreves s koreni v povezavi z
diferencialnim racunom in kasneje s problemom, kako presteti Stevilo alka-
nov s podanim stevilom ogljikovih atomov.'.Spodnji izrek je bil popolnoma
dokazan &ele kasneje, po prvi objavi v Cayleyevem élanku?.

N naj v nadaljevanju oznacuje mnozico prvih n naravnih Stevil, torej
N = {1,2,...,n}. Koliko je razliénih dreves, ki imajo za mnozico tock
mnozico N7 Odgovor na to vprasanje podaja naslednji izrek.

Izrek 1 (Cayley, 1889) . Stevilo oznacenih dreves z n tockami je n" 2.

Predvsem v preteklem stoletju je bilo podanih veliko razliénih dokazov.
Nekateri med njimi skrivajo zanimive ideje in posplositve.

2 Priferjeve kode

Obstaja cela druzina ”Priifer like Codes”, ki se razlikujejo glede na lastnosti,
ki so zanimive za uporabo v teoriji grafov ali v ra¢unalniskih znanostih. Vec
o tem je mozno najti v [5]. Pa si poglejmo tako imenovano Priiferjevo kon-
strukcijo.

lproblem je iz organske kemije in obravnava Stevilo razli¢nih izomerov dolo¢ene
ogljikove spojine; alkani so ogljikovodiki z atomsko formulo C),, Hap 42

Zyveliko zanimivih detajlov iz razvoja teorije grafov je mozno najti v [3],med drugim
tudi odlomek iz Cayleyevega ¢lanka in Priiferjev ¢lanek
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V nadaljevanju opisan postopek je povzet po [13].

Veliko problemov (npr: koliko namakalnih sistemov, ki povezujejo pet
lokacij s stirimi kanali obstaja,) lahko prevedemo na vpraSanje, koliko je
dreves z neko lastnostjo.

V splosnem so problemi prestevanja oznacenih grafov enostavnejsi kot
ustrezni problemi za neoznacene grafe: v nekaterih primerih je prvi problem

reSen, drugi pa Se vedno ne.

Problem stetja oznacenih kot tudi neoznacenih dreves je resen, vendar je
Stetje oznacenih dreves precej lazji problem.

Da si lahko pogledamo dokaz Priiferja, ki uporablja konstrukcijo povratne
enolicne preslikave med oznac¢enimi drevesi z n tockami in zaporedji n-2 stevil,
bomo najprej opisali Priiferjevo konstrukcijo. Pri tem privzemimo, da je n
3, saj trditev velja za n=1 in 2.

Priiferjeva konstrukcija:

Napisali bomo povratno enoli¢no preslikavo med mnozico oznacenih dreves
z 1n tockami in mnozico vseh zaporedij oblike (aq, as, ..., a,_2), kjer je vsako

od stevil a; eno od 1,2,...,n. ( dovoljene so tudi ponovitve).

Izvajali bomo tri korake:

1. Med tockami stopnje 1 izberimo tisto z najmanjso oznako

2. Vzemimo tocko, ki je sosednja tej izbrani, ter postavimo njeno oznako
na prvo mesto zaporedja.

3. Odstranimo tocko, izbrano v prvem koraku.

Korake od 1 do 3 ponavljamo na dobljenem drevesu, dokler ne ostaneta
samo dve tocki.
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Dobljenemu zaporedju pravimo Priiferjevo zaporedje.

Sedaj pa zelimo Priiferjevemu zaporedju prirediti oznaceno drevo, in sicer
spet v 3 korakih:

1. Narisemo n tock, ter jih oznac¢imo s stevili od 1 do n in napiSemo sez-
nam Stevil od 1 do n.

2. Poiscemo najmanjse stevilo, ki je v seznamu in ga ni v Priiferjevem
zaporedju, ter vzamemo prvo stevili iz zaporedja in povezemo tocki s
tema oznakama.

3. Odstranimo stevili iz prejsnjega koraka iz seznama in iz zaporedja, ter
na manjsi seznam in krajse zaporedje.

Ponavljamo koraka 2 in 3 , dokler ne ostaneta samo dve oznaki v seznamu
in povezemo Se tocki s tema oznakama.

PRIMER
Zapisi Priiferjevo zaporedje, za oznaceno drevo:

1. Tocke 2,3,4,7 so stopnje 1 in najmanjso oznako ima tocka 2.
. Sosednja tocka tocki 2 je 6, torej je prvi ¢len zaporedja 6.
3. Odstranimo tocko 2 in povezavo 26.

[\

1. Tocke 3,4,7 so stopnje 1 in najmanjSo oznako ima tocka 3.
2. Njena sosednja tocka je tocka 6 in je drugi ¢len zaporedja enak 6.
3. Odstranimo tocko 3 in povezavo 36 .

1. Tocki 4,6 in 7 sta stopnje 1 in izberemo tocko 4.
2. Njena sosednja tocka je 5, torej je tretji ¢len zaporedja 5.
3. Izbrisemo tocko 4 in povezavo 45.

1. Tocki 6 in 7 sta stopnje 1,ter izberemo 6.
2. Njena sosednja tocka je 5, torej je cetrti clen zaporedja 5.
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Slika 1: Oznaceno drevo s 7 tockami

3. Izbrisemo tocko 6 in povezavo 65.

1. Tocki 5, 7 sta stopnje 1 in izberemo 5.
2. Njena sosednja tocka je 1, in peti ¢len zaporedja je 1.
3. Izbrisemo 5 in povezavo 51.

Ostali sta le Se tocki 1 in 7.

Priiferjevo zaporedje: (6,6,5,5,1).

Poglejo se kako iz Priiferjevega zaporedja dobimo oznaceno drevo:
(6,6,5,5,1)

1. V zaporedju je 5 stevil, torej bomo imeli 7 tock. NapiSemo seznam
(1,2,3,4,5,6,7) in narisemo tocke:

2. Najmanjse stevilo, ki je na seznamu in ga ni v zaporedju je 2. Prvo
Stevilo v zaporedju je 6 in povezemo tocki 2 in 6.

3. Odstranimo stevilo 2 iz seznama in 6 iz zaporedja in dobimo zaporedje
(6,5,5,1) in seznam: (1,3,4,5,6,7).

Nadaljujemo s postopkom:
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2. Najmanjse Stevilo, ki je na seznamu in ga ni v zaporedju je 3. Prvo stevilo
v zaporedju je 6 in povezemo tocki 3 in 6.

3. Odstranimo stevilo 3 iz seznama in 6 iz zaporedja in dobimo zaporedje
(5,5,1) in seznam: (1,4,5,6,7).

2. Najmanjse stevilo, ki je na seznamu in ga ni v zaporedju je 4. Prvo
Stevilo v zaporedju je 5 in povezemo tocki 4 in .
3. Odstranimo stevilo 4 iz seznama in 5 iz zaporedja in dobimo zaporedje
(5,1) in seznam: (1,5,6,7).

2. Najmanjse stevilo, ki je na seznamu in ga ni v zaporedju je 6. Prvo
stevilo v zaporedju je 5 in povezemo tocki 6 in 5.
3. Odstranimo stevilo 6 iz seznama in 5 iz zaporedja in dobimo zaporedje
(1) in seznam: (1,5,7).

2. Najmanjse stevilo, ki je na seznamu in ga ni v zaporedju je 5. Prvo
stevilo v zaporedju je 1 in povezemo tocki 1 in 5.

Tako nam ostane seznam (1,7) in povezemo Se ti dve tocki.
Tako smo dobili ustrezno oznaceno drevo:

Slika 2: Oznaceno drevo s Priiferjevo kodo (6,6,5,5,1)

Dokaz: Konstruiramo bijekcijo med mnozico oznacenih dreves z n tockami
in mnozico vseh zaporedij oblike (ay,as, ..., a,—2), kjer je vsako od stevil q;
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eno od 1,2,...,n (z dovoljenimi ponovitvami). Ker je za vsako od stevil a;
natanko n moznih vrednosti, je vseh moznih zaporedij ravno n" 2.

O

Obstaja tudi posplositev algoritma za Priiferjeve kode za gozdove. Glej
na primer [12].

3 Se en dokaz z uporabo bijekcije

Podobno idejo kot pri prejsnjem dokazu bomo uporabili tudi v tem poglavju.
V prejsnjem dokazu smo poiskali bijekcijo med mnozico vseh oznacenih dreves
in mnozico vseh urejenih zaporedij oblike (ay,...,a,_2), kjer je 1 < a; < n.
V splosnem gledamo véasih na zaporedja kot na preslikavo iz neke mnozice
naravnih Stevil v neko drugo mmnozico. V tem pogledu je tudi skrita ideja
naslednjega dokaza.

Kot bomo to e storili v nadaljevanju® posebej obravnavajmo dve tocki
drevesa, njuna izbira naj bo poljubna. 7 () oznac¢imo levi konec in z [J
desni konec, ki lahko tudi sovpadata. Naj bo 7, = {(¢;(O,0)} ta nova
mnozica. Vsak levi in desni konec lahko izberemo na n nacinov, torej velja
|T,| = n*T,.

V nadaljevanju bomo dokazali |7,,| = n", iz Cesar bo, po zgornjem razmis-
leku sledil Cayleyev izrek. Poiskali bomo torej mnozico katere moc¢ je n'.
Mozna izbira je mnozica vseh preslikav iz mnozice prvih n naravnih Stevil
samo vase NV, Poiskali bomo torej bijekcijo iz NV v 7,,.

Poljubno preslikavo f : N — N lahko predstavimo z usmerjenim grafom
oziroma digrafom Gy tako, da nariSemo povezave iz tocke i v tocko f(i). Kot
primer si poglejmo naslednjo preslikavo:

;- 12345678910
S \7559125847

Predstavlja jo digraf na sliki 3.

3glej tocko 6
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Slika 3: Digraf G 7 preslikave f

Poglejmo si posamezne komponente G #. Iz vsake tocke izhaja natanko ena
povezava. To pa pomeni, da ima komponenta enako Stevilo tock in povezav.
Iz tega sledi, da vsaka komponenta premore natanko en usmerjen cikel. Naj
bo mnozica M C N unija mnozic tock teh ciklov. Iz definicije mnozice M
sledi, da je M enolicno dolocena maksimalna podmnozica mnozice N, z last-

nostjo, da je zoozitev funkcije f na mnozico M bijekcija na M. Oznacimo

o a b ... z . . e o o
z fly = <f(a) £b) ...f(z)>’ kjer a,b, ...,z razporejene v narascajocem vrst-

nem redu. Tako dobimo razporeditev f(a), f(b),..., f(2) iz M glede na prvo
vrstico. Tocko f(a) imenujmo levi konec, tocko f(z) pa desni konec.

Pripadajoce drevo konstruiramo takole: Narisemo tocke f(a), f(b), ..., f(2)
v tem vrstnem redu kot pot iz f(a) v f(z). Ostale tocke povezemo (neusmer-
jeno) kot v grafu G/.

Mnozico M v nasem primeru predstavlja mnozica {1,4, 5,7, 8,9}, zoozitev

na M je
fy = 145789
M= \791584

Pripadajoce drevo je podano na sliki 4:

Kako pa drevesu priredimo preslikavo iz NV? Najprej si pogledamo
(enoli¢no) pot P iz levega konca () v desni konec . Tako dobimo mnozico
M in preslikavo f|y. Preostale tocke pa preslikamo glede na (enoli¢no
dolocene) poti iz tock i v P.
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Slika 4: Drevo, ki ga doloca preslikava f

4 Rekurzija in posplositev za gozdove

Naj bo A poljubna k-mnozica tock. S T, , bomo oznacevali Stevilo oznacenih
gozdov na mnozici tock {1,2,...,n}, ki vsebujejo k dreves, kjer tocke iz
mnozice A pripadajo razlicnim drevesom. Oc¢itno je pomembna samo velikost
mnozice A. Opazimo lahko tudi, da velja T,,; = T,,. Iz dokaza spodnjega
izreka bo torej sledil Cayleyev izrek.

11\.2 1 W2 1 W2 1 2
3 4 3 4 3 4+ 3 4
1 ) 1 2 1 2 1 )
3 4 3 4 3 4 3 4

Slika 5: Primer oznacenega gozda z 2 drevesi, kjer sta tocki 1 in 2 v razli¢nih
drevesih; Ty o =8, A = {1,2}

Poglejmo si torej gozd F' in naj bo A mnozica tock A = {1,2,... k}. Naj
bo tocka 1 povezana z ¢ tockami. Ce izbriSemo tocko 1, potem 7 tock, ki so
bile povezane s to tocko in preostale tocke 2, ...,k tvori T}, _14, razlicnih
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gozdov. Stevilo moznih izbir i tock izmed n — k tock, razlicnih od 1,. .., k je
enako ( ”:k) Za vsak 1 < k < n torej sledi spodnja enakost,

n—k
n—=k
Tn,k - E ( i > Tn—l,k—1+i
=0

(1)
kjer postavimo Ty, o = 1,75, o = 0 za n > 0, da zagotovimo T}, , =1
Sedaj pa lahko dokazemo spodnji izrek.

Izrek 2 (posplositev za gozdove)
T’n7 k= knn_k_l

Dokaz. Po 1 in z uporabo binomskega izreka ter matematicne indukcije,
sledi

(i—=n—Fk—1)

: n;k;) (n_l)i_t;‘if(n;k)z( )i

="t (=) Y ("_1,—"6) (n— 1)

]

— nnfk o (Tl o k,)nnflfk — k,nnfkfl
Kot poseben primer pravkar dokazanega izreka velja za drevesa (k=1)

Ty 1=T,=n""
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5 Stevilo vpetih dreves povezanega grafa

V tem poglavju si bomo ogledali kako lahko izracunamo stevilo vpetih dreves
poljubnega povezanega grafa G, to stevilo bomo oznacevali s t(G). Na T,
lahko gledamo tudi kot na Stevilo vpetih dreves polnega grafa K,,, torej lahko
zapisemo T}, = t(K,,). Ce je povezan graf drevo potem premore le eno samo
vpeto drevo, ki je enako celotnemu grafu. V nadaljevanju bomo izpustili
pravkar omenjen trivialni primer, in predpostavili, da obravnavani grafi pre-
morejo vsaj en cikel.

Definicija 1. Naj bo G graf brez zank, s |V| = n tockami in z |E| = m
povezavami. Oznacimo tocke s stevili 1,2, ..., n podobno oznac¢imo povezave
z 1,2, ...,m' . Incidencna matrika B = (b; ;) je n X m razsezna matrika,
katere element v ¢ — t7 vrstici in j — tem stolpcu je enak 1, ¢e je tocka ¢

krajis¢e povezave j in 0O sicer.

Hitro opazimo, da ima vsak stolpec inciden¢ne matrike natanko dva
nenicelna elementa. Ce sestejemo vse elemente vrstice ¢ dobimo kot rezultat
stopnjo tocke i d(7).

Podobno definiramo incidenéno matriko digrafa.

Definicija 2. Naj bo G usmerjen graf z mnozico tock V' = {1,...,n} in
mnozico povezav £ = {ey,...,e,}. Matriko C = (¢;;) (i=1,...,n;j =
1,...,m), kjer je

+1, povezava e; gre iz tocke 1
Cij = ~1, povezava e; gre v tocko i
0, sicer,

imenujemo inciden¢na matrika usmerjenega grafa oziroma digrafa G.

Tudi vsak stolpec inciden¢ne matrike digrafa ima natanko dva nenicelna
elementa,to sta +1 in —1.

Vsakemu grafu G lahko glede na neko izbrano orientacijo priredimo us-
trezen digraf, tako da vsaki povezavi dolo¢imo smer. To storimo tudi v
nadaljevanju in si zamislimo poljuben povezan graf, kot povezan digraf. Ori-
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entacija pri nasem nadaljnem razmisljanju ne igra nobene pomembne vloge,

saj je stevilo vpetih dreves povezanega grafa G in poljubnega digrafa, ki ga
dobimo iz poljubne orientacije grafa G enako. Naj bo torej C' inciden¢na
matrika poljubnega povezanega digrafa G. Matrika M = CC? je simetri¢na

(n X m) matrika, ki ima za diagonalce stopnje tock d(1),...,d(n). Zgornja
ugotovitev sledi iz izreka, ki trdi, da za poljubno n x m matriko A in poljubno

m x s matriko B velja (AB)T = BT AT. Diagonalci matrike M so produkt
vrstice matrike C' s svojo transponiranko CT. Torej so vsota 1 in 0, glede na

to ali tocka i pripada povezavi e; ali ne.

ODb spodnjem izreku se pogosto pojavljata imeni Kirchof f (1847) in Trent (1954).

Izrek 3 (Matri¢no-drevesni izrek.) Stevilo vpetih dreves povezanega grafa
je t(G) = detM;; za vsak i = 1,...,n, kjer My; predstavlja matriko, ki jo do-
bimo tako, da izbrisemo 1 — to vrstico in i — ti stolpec matrike M .

Dokaz. Glavni del dokaza predstavlja uporaba Binet-Cauchyjevega izreka
(1817)*, katerega vsebina je: Naj bo P (r x s) matrika in Q (s x ) matrika,
r < s, potem je det(P(Q)) enaka vsoti produktov determinant ustreznih (r x )
podmatrik, kjer izberemo r stolpcev matrike P z enakimi indeksi kot jih izber-
emo med r vrsticami matrike Q.

Pomembno je le, da je r < s, kar je izpolnjeno za primer matrike C| saj je
C' matrika dimenzije (|V| x |E|), kjer je |V| =n < |E|, saj je po nasi zgornji
predpostavki G povezan graf, ki premore vsaj en cikel. Torej je |E| > n.

Po Binet — Cauchyjevem izreku, za matriko M;; sledi

detM;; = Z detN - detNT = z:(det]\f)2
N N
kjer N tece po vseh (n—1) x (n—1) podmatrikah matrike D, ki jo dobimo
tako, da matriki C' izbriSemo vrstico i. Kratek razmislek nam pove, da n — 1
stolpcev matrike N ustreza podgrafu H grafa G z n — 1 povezavami na n
tockah, kjer je vrstica i, brez i-tega elementa ustrezna manjkajoca vrstica, ki
dopolni mnozico povezav. Za dokaz izreka zadosca pokazati naslednje

4dokaz lahko najdemo v [3]
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+1, povezave grafa razpenjajo drevo
0, sicer

detN = {

Poglejmo si kaj lahko povemo o nenic¢elnem elementu poljubne vrstice j
matrike N. Ta vrstica nam pove, ali tocka j je ali ni krajis¢e posamezne
povezave. Ce tocka j je povezana s tocko razlicno od tocke i potem v us-
treznem stolpcu matrike N poleg nenicelnega elementa iz vrstice j najdemo
Se natanko enega, ki je nasprotnega predznaka.

Predpostavimo najprej, da zgoraj omenjenih n-1 povezav ne razpenja
drevesa. Potem torej obstaja komponenta, ki ne vsebuje tocke i. Ce sestejemo
vrstice te komponente je njihova vsota enaka 0, kar sledi iz zgornjega razmis-
leka. Skratka nasli smo netrivialno linearno kombinacijo vrstic obravnavane
komponente, z drugimi besedami pokazali smo, da so vrstice te komponente
linearno odvisne. Po izreku o lastnosti determinant sledi, da je det/N = 0.

Sedaj pa predpostavimo, da teh n-1 povezav razpenja drevo. Potem ob-
staja tocka j; # i stopnje 1, pri ¢emer z f; oznac¢imo incidencno povezavo. Z
brisanjem 7; in f; dobimo drevo z n—2 tockami. Ponovimo prejsnji postopek,
torej poiscemo tocko j # ¢ s stopnjo 1 in inciden¢no povezavo fy. S postop-
kom nadaljujemo tako dolgo dokler ne dolo¢imo vseh jy, Jo, ..., Jn_1 in vseh
fis fos ooy fao1, kjer velja 3, € f; za vsak ¢ = 1,...,n — 1. O¢itno vsak
fi enolicno doloca stolpec, v katerem se nahaja. Poglejmo si permutacijo
pravkar indeksiranih vrstic in stolpcev, ki prestavi vrstico j, v k — to vrstico
in fr v k — ti stolpec. Iz pravkar opisane konstrukcije sledi jp ¢ f; za
k < [l. Dalje sledi, da je tako dobljena nova matrika N; spodnje trikotna
z diagonalci enakimi +1. Ker je determinanta poSevno simetricna funkcija
svojih vrstic in stolpcev, kar pomeni, da se z zamenjavo dveh vrstic med-
seboj ali dveh stolpcev medseboj, spremeni le predznak determinante, sledi
detN = +detN; = £1. S tem je dokaz koncan.

OJ

Za poseben primer, ko je graf G poln graf, torej G = K, sledi ((m;;) je
skalarni produkt ¢ — te in j — te vrstice matrike C):

(mij) = { d_(t) ; 7:; , kjer je d(i) =n — 1, saj je G poln graf.
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n—1 -1 ... -1
-1 n-1 ... -1

-1 -1 ... n—-1

Po definiciji (n — 1) x (n — 1) razsezne matrike M;; sledi:

n—1 -1 -1 ... =1 n—1 —-—n —n ... —n
-1 n-1 -1 ... =1 -1 n 0O ... 0
det M;; = -1 -1 n-1 ... -1 |=| -1 0 n ... 0
—1 -1 -1 ... n—1 -1 0 0O ... n
m—1)—m-=2) 0 0 ... O 1 0 0 ... 0
-1 n 0 ... 0 -1 n 0 ... 0
—1 0O0n ... 0= -1 0 n ... 0 |=pn2
—1 0 0 ... n -1 0 0 ... n

Kjer smo na prvem koraku odsteli prvi stolpec vsem ostalim stolpcem v
determinanti; na drugem koraku pa smo prvi vrstici pristeli vse ostale vrstice.
Kot smo napovedali za primer polnega grafa torej dobimo, da je Stevilo
oznacenih vpetih dreves enako n"~2.

6 Posplositev Cayleyevega izreka za gozdove
s koreni

[zredno zanimiv in eleganten je nas zadnji dokaz, ki sodi med novejse rezul-
tate(1999). Njegov avtor je J. Pitman, podrobnosti lahko najdemo v [10].

V praksi® lahko velikokrat sre¢amo situacijo, da je neka tocka drevesa izbrana
za zacetno, iz nje pa izhajajo povezave do drugih tock. Kot zgled lahko
navedemo primer iz genealogije® sluzi rodovno drevo, kjer najmlajsi ¢lan
predstavlja to zacetno tocko. Na tak nacin dobimo hierarhi¢no strukturo.
Takim drevesom recemo drevesa s koreni, zacetno tocko pa poimenujemo

® originalen ¢lanek [10] je s podrocja teorije verjetnosti
6rodoslovije, nauk o izvoru in medsebojnem razmerju in razvoju rodov
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koren. Podobno obravnavamo tudi gozdove.

Z F, r bomo oznacevali mnozico vseh (oznacenih) gozdov s koreni, ses-
tavljenih iz k dreves . F,, 1 naj torej pomeni mnozico vseh (oznacenih) dreves
s koreni. Za vsako drevo imamo na razpolago n moznih nacinov, da izberemo
koren. Iz tega sledi | F,, 1| = nT,.

F, » € F, i naj predstavlja usmerjen graf, katerega povezave so vse us-
merjene stran od korena. Pravimo, da gozd F wvsebuje gozd F', ¢e je F'
poddigraf oziroma podgraf (usmerjenega) grafa F'. Ocitno vsak ima vsak
F' kve¢jemu manj komponent od svojih podgrafov.

F, s

o=

3 10

10

Slika 6: Gozd F; vsebuje gozd Fj

V naslednji definiciji se skriva glavna ideja tega dokaza. Pozaporedju
Fy, ..., Fy gozdov recemo preciséeno zaporedje, ce je F; € F, ; in F; vsebuje
F; 1 za vsak 1.

Izberimo poljuben gozd Fy, iz F,, ), in oznacimo:

e 7 N(F}) stevilo dreves s koreni, ki vsebujejo N(F}) in

e 7z N*(Fy) stevilo preciséenih zaporedij, ki se koncajo v Fy.
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N*(F}) bomo presteli na dva nacina, najprej tako, da bomo zaceli steti
pri drevesu in drugic¢ tako, da bomo zaceli Steti pri gozdu Fj. Predpostavimo
torej, da drevo Fy € F, 1 vsebuje Fy. Poglejmo si digraf F; —Fj, ki ga dobimo
tako, da iz digrafa F) izbriSemo vse tocke in povezave iz digrafa Fy. k — 1
povezav Fy; — F} lahko izbrisemo na poljuben nacin, da dobimo precisceno
zaporedje od Fy do Fj. 1z tega sledi

N*(Fy) = N(Fy)(k —1)!
(2)
Po drugi strani pa se lahko F}, "precisti” v Fj_; tako, da poljubno tocko
a povezemo s k — 1 koreni dreves, ki ne vsebujejo a (glej tudi sliko 6). Torej
imamo n(k — 1) moznosti. Podobno velja za Fj_1, poljubno tocko b lahko

povezemo s k — 2 koreni dreves, ki ne vsebujejo b. Torej imamo n(k — 2)
moznosti. Ce tako nadaljujemo, dobimo

N*(F) = n*1(k — 1)!

Tako na resni¢no presenetljivo preprost nacin iz 2 sledi:

N(F) = n*!

za vsak Fj, € Fp .

Za primer, ko je k = n, je F}, v bistvu mnozica n nepovezanih tock. Teda]
N(F,) pomeni stevilo oznacenih dreves s koreni, in velja N(F,) = |F,, 1| =
nT, = n""!. Iz ¢esar pa hitro sledi Cayleyev izrek.

Iz formule 3, sledi za primer, ko je k = n

N*(Fy) =n""1(n—1)!
(4)

N*(F}) v tem primeru pomeni stevilo vseh preciscenih zaporedij (Fi, Fs, . . .

ki se koncujejo v nekem drevesu F,.
Za F), € F,  naj N**(F}) oznacuje stevilo vseh tistih preciscenih zaporedij,
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(Fy, Fy, ..., F,), katerih k-ti ¢len je Fj. Ocitno je N**(Fy) enak Stevilu
N*(Fy) pomnozenemu s Stevilom vseh moznih izbir zadnjih n — k ¢lenov
zaporedja (Fyi1,...,F,). To pa je enako (n — k)!, saj lahko lahko izbrisemo
poljubno izmed n — k povezav Fj. Zato sledi

N*(Fy) = N*(F,)(k — 1) = n* 1 (k — 1)!(n — k)!
(5)

N**(F}) ni odvisno od izbire Fy, zato nam deljenje enacbe 5 z enacbo 4
da stevilo gozdov s k drevesi:

B n"t(n —1)! AT
o = i )

k korenov lahko izberemo na (i) moznih nac¢inov, zato iz zgornje vrstice
sledi izrek 2 iz 4 poglavja, ki smo ga tokrat dokazali brez uporabe indukcije.

Povedano strnimo v izrek.

Izrek 4 (Posplositev za gozdove s koreni.) Stevilo gozdov s koreni, s k
drevesi, je enako: |F, | = (i) Ekpn—1-k

7 Primer iz algebre: Minimalna mnozica trans-
pozicij

Priiferjev dokaz Cayleyevega izreka sodi med prve (popolne) dokaze. Priifer-
jev ¢lanek "Nov dokaz izreka o permutacijah” ima za motivacijo problem s
podrocja teorije grup zato za konec sledi Se en zanimiv primer iz tega po-
drocja, ki je povzet po [4].

Generiranje permutacij s pomocjo transpozicij
Naj bo S, n-ta simetricna grupa, torej mnozica vseh permutacij mnozice
N ={1,...,n}, z operacijo kompozituma. Transpozicije so permutacije, ki

Tangleski prevod v[3]
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zamenjajo medseboj dve tocki ostale pa pustijo na svojih mestih. V nadalje-
vanju bomo za transpozicijo, ki med seboj zamenja elementa k in [ uporabljali
oznako t;.

Med osnovne izreke iz algebre spada ugotovitev, da lahko vsako per-
mutacijo iz 5, zapisemo kot produkt konénega stevila transpozicij. Pri tem ni
potrebno uporabiti vseh moznih transpozicij. Dovolj je na primer uporabiti
le transpozicije ti2,t13, ..., t1,. Zato je smiselno definirati naslednji pojem.

Definicija. Mnozica transpozicij T je minimalna, ¢e lahko poljubno per-
mutacijo iz S,, zapiSemo kot produkt transpozicij iz T' in te lastnosti nima
nobena prava podmnozica mnozice T'.

Postavimo si naslednji vprasanji:
e Kdaj je mnozica transpozicij T minimalna ?
e Koliko je takih mnozic T%?

Naj bo torej T' neka mnozica transpozicij. Urejenemo paru (N, T) prired-
imo graf (N,or), kjer je tocka i povezana s tocko j natanko tedaj, ko je
ti; € T. Pravimo, da mnozica transpozicij T generira permutacijo b, ¢e b
lahko zapisemo kot nek produkt transpozicij iz T'.

Lema 1 MnoZica transpozicij T mnozice N generira transpozicijo t,, natanko
tedag, ko sta tocki p in q grafa (N,or) povezani s potjo.

Dokaz. Ce sta tocki p in ¢ povezani s potjo j1 = p, ja, ..., jx = ¢ potem
je lahko razmisliti, da velja

tpq = tjijaliogs - - Uik _viebin_1ik—2 - - - Ljojn

Naj sedaj velja, da tocki p in ¢ nista povezani s potjo. Poglejmo si mnozico
tock do katerih lahko pridemo po neki poti iz p in ozna¢imo to mnozico z X.
Tedaj velja ¢ € N\ X in transpozicije iz T" medseboj zamenjujejo le tocke iz
X ali iz N\ X. Ce bi mnozica transpozicij T generirala transpozicijo tpg, DI
obstajala vsaj ena transpozicija, ki bi med seboj zamenjala nek element iz
mnozice X 7z elementom iz mnozice N\X. Tedaj pa bi obstajala pot med
tockama p in ¢, kar je v protislovju s predpostavko. O

Sedaj pa ze lahko odgovorimo na prvo vprasanje.

8problem iz Priiferjevega ¢lanka
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Izrek 5 (Izrek o minimalni mnozici transpozicij) Mnozica T je mini-
malna mnoZica transpozicij natanko tedag, ko je graf (N,or) drevo.

Dokaz.Po lemi 1 velja, da mnozica transpozicij T generira .S,, natanko tedaj,
ko je (N, or) povezan graf.

Ce je T minimalna potem za vsako pravo podmnozico U C T velja, da graf
(N, oy) ni povezan. Obratno vsak povezan graf (N, or), za katerega velja,
da z odstranitvijo poljubne njegove povezave, postane nepovezan, doloca
minimalno mnozico transpozicij. Torej je (N, or) drevo.

O

Posledica 1 Vsaka minimalna mnoZica transpoziciyy mnozice z n elements
vsebuje natanko n — 1 transpozicij.

Kot posledica Cayleyevega izreka 1 in izreka 5 sledi naslednja ugotovitev.

Posledica 2 Stevilo minimalnih mnoZic transpozicij mnoZice z n elementi

je enako n" 2.

8 Zakljuéne misli

V seminarski nalogi je bil obravnavan problem Stetja oznacenih dreves. V
primeru, ko je stevilo tock n = 3, so si vsa 3 (razlicna) oznacena drevesa
izomorfna. Ko je n = 4, sta si 2 drevesi neizomorfni. Za n = 5 obstajajo 3
razlitna neoznacena drevesa. Ze iz teh opazanj se vidi, da gre v primeru tetja
neoznacenih dreves za popolnoma drug problem. Medtem, ko je problem
Stetja oznacenih dreves resen in je poznana lepa in enostavna formula za
izracun Stevila oznacenih dreves, pa problem Stetja neoznacenih dreves Se
vedno ni v celoti reden, saj ni poznana nobena enostavna formula. Stevilo
neoznacenih dreves je mozno izra¢unati s pomocjo spodnje rodovne funkcije:

G(z)=1+T(z) —T*(x)/2 + T(2%)/2, kjer je T(z) =z + 2> + 22° + ...

Vec o tem je mozno poiskati na :

http://www.research.att.com/ "njas/sequences/

9Izpeljava Cayleyeve formule s pomo¢jo rodovne funkcije je obravnavana v [6].
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A Program napisan s pomocjo programa Math-
ematica 4.1

Program na podlagi vseh moznih urejenih izbir z n — 2 elementi iz mnozice
prvih n naravnih Stevil nariSe vsa mozna oznacena drevesa na n tockah.
Opomba: potrebno je naloziti paket Combinatorica.

<<DiscreteMath‘Combinatorica’

ProgramIzpis[n_] Module[{a = "Table[{", 1 = n - 2},
For[i =1, i <=1, a = a <> "a" <> ToString[i] <> ","; i++];

a = StringDropla, -1] <> "},";
For[i =1, i <=1,
a =a <> "{a" <> ToString[i] <> ",1," <> ToString[n] <> "},"; i++];
a = StringDropl[a, -1] <> "]"; ToExpression[a]
]

Oznacenadrevesaln_] :=

Module[{i, r, Vsel},

r = ProgramIzpis([n];

Vse = Partition[Flatten[r], n - 2];

For[i =1,
i<=n"(-2)),
ShowLabeledGraph [

CodeToLabeledTree[Vse[[i]]1]];
Print ["Prferjeva koda",

Vsel[[i]]];

i++]]
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