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5.1 étetje parov

Pogosto nas zanima, koliko objektov dolocenega tipa obstaja. Ta tip proble-
mov imenujemo problem presStetja. V teoriji grafov je veliko takih proble-
mov nereSenih. Na primer, koliko je neizomorfnih grafov na n-tockah? Koliko
je neizomorfnih povezanih grafov na n-tockah? Koliko je neizomorfnih dreves
na n-toc¢kah?

V tem poglavju je opisanih najprej nekaj preprostih, nato pa nekaj zahtevne-
jSih primerov.

Problem1: Koliko je 1-faktorjev v K, ,, ?
Najprej si problem oglejmo na konkretnem primeru.
Koliko je takih podgrafov grafa Kss, kjer ima vsaka tocka natanko eno

povezavo?
Kot je razvidno iz slikel, je takih grafov 3!.
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Slika 1: Podgrafi grafa Ks 3, kjer ima vsaka tocka natanko eno povezavo.

Izrek 1 Stevilo 1-faktorjev v K, je nl.

Dokaz. Imejmo n modrih tock oznacenih z 1,2,3,...,n in n rdec¢ih tock. Na
modro tocko 1 lahko zvezemo katerokoli izmed n rdecih toc¢k, na modro tocko



2 katerokoli izmed preostalih n — 1 rdecih tock... S tem postopkom nadalju-
jemo. Za predzadnjo tocko modre barve imamo 2, za zadnjo pa 1 moznost.
Torej je vseh moznosti n!. O

Problem2: Koliko je takih podgrafov polnega grafa K,,, ki so izomorfni Py ?
Spomnimo se, da je P, pot dolzine k in da ima k + 1 tock.

Izrek 2 Za k < n je stevilo podgrafov polnega grafa K,,, ki so izomorfni Py,
enako —"'(nfl)'z'"'("fk).

Dokaz. Pri izbiri zacetne tocke za pot P imamo n moznosti, pri izbiri druge
tocke n—1 moznosti... Za k-to tocko nam tako preostane n—k+1 moznosti, za
k+1-toc¢ko pa n — k moznosti. Tako smo skupaj presteli n-(n—1)-...- (n—k)
poti, vendar smo vsako pot Steli dvakrat, enkrat z enaga konca, drugi¢ z
drugega. Zato je Stevilo vseh poti enako w O

Problem3: Koliko je takih podgrafov polnega grafa K,,, ki so izomorfni Ky 3?

TIzrek 3 Stevilo podgrafov polnega grafa K., ki so izomorfni Ki3 je enako
4 ()
Dokaz. Graf K; 3 vsebuje 4 tocke, zato najprej izmed n tock grafa K,, izber-

emo 4 tocke. To lahko storimo na (Z) nacine. Pri izbranih tockah pa imamo
zdaj Se 4 moznosti za podgraf K s:

N T A

Slika 2: Podgrafi grafa K,,

Tako je stevilo podgrafov polnega grafa K,, enako 4 - (Z) O

ReSimo sedaj isti problem Se na drug nacin.

V K3 je ena tocka stopnje 3 in tri tocke stopnje 1. V grafu K,, imamo pri
izbiri tocke stopnje 3 n moznosti, preostale tocke stopnje 1 pa lahko izberemo
na ("gl) nacinov. Tako dobimo, da je Stevilo podgrafov polnega grafa K,,, ki
so izomorfni K 3 enako n - ("gl), kar je seveda enako 4 - (Z)



Problem4: Koliko 1-faktorjev je v Ko, ¢
Najprej si problem oglejmo na konkretnem primeru grafa Ks.o!

— XL

Slika 3: 1-faktorji v Ky,

Kot je razvidno iz slike3, graf K, vsebuje tri take podgrafe.

(2n—1)!

Izrek 4 Stevilo 1-faktorjev v Ko, je enako T 1T

Dokaz. Oznac¢imo §tevilo iskanih podgrafov z g(2n). Pri izbrani fiksni tocki
x imamo 2n — 1 moznosti, da izberemo soseda tocke z. Sedaj nam ostane
2n — 2 tock in $revilo podgrafov na teh tockah je g(2n — 2). Od tod dobimo
zvezo g(2n) = (2n—1)-g(2n—2). To zvezo sedaj uporabimo Se za g(2n—2) in
dobimo ¢g(2n) = (2n—1)-(2n—3)-g(2n—4). S tem postopkom nadaljujemo
in dobimo ¢g(2n) = (2n—1) - (2n —3) - ... - 3-2- 1, kar lahko zapiSemo tudi

kot g(2n) = % O

Problem5: Problem klobukov in pisem

Problem klobukov: n moZ pride v restavracijo in pri vhodu odlozi svoje klobuke.
Na koliko nacinov lahko pri odhodu iz restavracije vzamejo klobuke, tako da
nobeden ne bo imel svojega klobuka?

Problem pisem: Tajnica je napisala n pisem in na n kuvert napisala ustrezne
naslove. Robi strese pisma in kuverte na tla. Na koliko nacinov lahkoRobi
pisma in kuverte pobere in spravi pisma v kuverte, tako, da nobeno pismo ne
bo v pravi kuverti?

To je znamenit problem, znan pod imenom deranzacije.

Prevedimo ta problem v jezik teorije grafov. Imejmo graf G, ki ga dobimo
iz grafa K, ,, tako, da vsaki tocki odvzamemo po eno povezavo. Koliko je 1-
faktorjev vsebuje graf G ¢

Izrek 5 Naj bo graf G dobljen iz grafa K, ,,, tako, da vsaki tocki odvzamemo

eno povezavo. Tedaj je Stevilo 1-faktorjev grafa G enako n! - (&4 — % + % —

2l
— n—1 _ n
-t ((721)! +55).

n!



Dokaz. Oznac¢imo z D,, stevilo deranzacij n objektov. Oc¢itno je D; = 0,
Dy = 1, D3 = 2. Predstavljamo si, da so tocke grafa K, ,, zapisane v dveh
vrsticah ena na drugo. Naj bo graf G enak kot K, ,, le da mu manjkajo
navpicne povezave. (Glej sliko4.)

Slika 4: Graf K44 brez navpi¢nih povezav.

Najprej prestejmo, koliko je v G takih grafov, kjer ima vsaka tocka natanko
eno povezavo in ki vsebujejo povezavi 1£" in 1'k."(Glej sliko5.)

Slika 5: Graf K,, ,, s povezavama 1k’ in 1'k.

Pri fiksnem £ je takih povezav D,,_s. Za izbiro k pa imamo (n — 1) moZnosti.
Torej je odgovor (n — 1) - D,,_s.

Poglejmo sedaj Se tiste grafe, ki vsebujejo povezavo 1k’ in ne vsebujejo
povezave 1'k. (Glej sliko6.).
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Slika 6: Graf K, ,, s povezavo 1k’ in brez povezave 1'k .

Pri fiksnem £ je takih grafov D,,_1, za izbiro k pa imamo n—1 moZnosti.Torej
je tukaj odgovor (n — 1) - D,,_;.

Tako smo dobili rekurzijo D,, = (n — 1) - (D,,_1 + D,,_2). Zapi§imo to malce
drugace: D,,—(n)-D,,—1 = —(D,_1 —(n—1)-D,,_3). Sedaj bomo to rekurzijo
tudi resili.



Namesto n v rekurzijo vstavimo n — 1 in dobimo: D,y — (n — 1) - D,,_5 =
—(Dy_2 — (n —2) - D,_3). To sedaj upostevamo v zgornji enakosti in do-
bimo: D, — (n)-D,,_; = (-1)*- (D,_2 — (n — 2) - D,,_3) in nadaljujemo do
D,—(n):-D, 1 = (=1)""2-(Dy —2-Dy). Sedaj v dobljeno enakost vstavimo
D; =0 in Dy = 1 in dobimo D,, — (n) - D,y = (=1)""2 = (=1)". To je sicer
Se vedno rekurzija, vendar je v tej rekurziji D,, odvisen samo Se od predhod-

njega ¢lena. Dobljeno enac¢bo delimo z n! in dobimo: % = % + (;1,)
Zapis§imo dobljeno formulo za n = 2,3, ...

Do _ Dy 4 1

2 Ty

Ell

D, _ Dn- (1"

T Tl -+ n!

Sedaj seStejmo vse enakosti in opazimo, da se vsak Dy, razen D; = 0

in D,, pojavi enkrat na levi in enkrat na desni strani. Zato nam ostane

—_1)n—1 —1)"
B =g d o Gl e S

Torej je stevilo 1-faktorjev grafa G enako n!- (% — % + % -+
O

D, o 1
n! ™ e

-1 n—1 —_1)"
((n—)l)! +( n!) )

Tako je naprimer verjetnost, da pri naklju¢nem odgovarjanju na izpitu z

o o e o : 5 Dip ~ 1
desetimi vprasanji na vsa vprasanja odgovorimo napacno, enaka T &~ <.

Torej je bolj verjetno, da bomo vsaj na eno vprasanje odgovorili pravilno.
Primeri:

Primer 1: Koliko je takih podgrafov dvodelnega grafa K, ., ki so izomorfni
poti Py ?

Podgrafov grafa K., ,, ki so izomorfni poti Ps je (5) - (7) + (3) - (})
Primer 2: Koliko je takih podgrafov polnega grafa K, ., ki so izomorfni ciklu
Cy?

Podgrafov grafa K,y ,, ki so izomorfni Cy je (3) - ()
Primer 3: Koliko je takih podgrafov polnega grafa K, ,, ki so izomorfni poti
Ps?

Podgrafov grafa K, , ki so izomorfni poti P3 je 2 - (g) . (T)



5.2 Cayleyeva formula za vpeta drevesa

Spomnimo se, da je vpeto drevo grafa G njegov podgraf, ki vsebuje vse
njegove tocke in je drevo. Leta 1889 je Cayley dokazal naslednji izrek:

Izrek 6 Stevilo vpetih dreves grafa K, je v(K,) = n""2.

Ta zanimiv izrek ima veliko razli¢nih dokazov. Eden enostavnejsSih in ele-
gantnejsih je Prufferjev dokaz, ki ga bomo sedaj tudi navedli.

Najprej direktno preverimo, da formula velja zan =3 inn =4. Zan =3
dobimo tri vpeta drevesa, saj lahko v polnem grafu na treh tockah na tri
nacine odstranimo eno povezavo. Za n = 4 pa je vpetih dreves 16 in so
prikazana na sliki7.

N L
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Vseh teh 16 dreves je med seboj razli¢nih, vendar je vsako izmed njih izomorfno
bodisi K 3, bodisi P3. Toda nas ne zanima Stevilo neizomorfnih dreves; ta
problem je v splosnem nereSen. Steti vpeta drevesa v K,, pa je dejansko
enako kot Steti drevesa na n tockah, ki imajo tocke oznacene z 1,2,3,....,n

o
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Slika 7: Vpeta drevesa grafa K, .
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Najprej bomo odgovorili na vpraSanje, ki na videz nima ni¢ skupnega z nasim
problemom. To vprasanje se glasi: Koliko je razlicnih nizov (b1, ba, ..., b,_2)
dolzine b — 2 z elementi 1,2,3,...,n, kjer se ti elemenri lahko ponavljajo?
Seveda je odgovor na zastavljeno vprasanje n" 2.

Opazimo, da je to ravno enako Stevilu, za katerega trdimo, da je Stevilo
vseh vpetih dreves v K,,. Zato poskusajmo najti bijekcijo med mnozico vseh
vpetih dreves v K,, in mnozico nizov dolzine n — 2 7 elementi 1,2,3,...,n,
kjer se ti elementi lahko ponavljajo. PoskuSajmo torej najprej vsako drevo
opisati z nizom, tako da bomo dve razli¢ni drevesi opisali z dvema razli¢ima
nizoma.

—_

Slika &: Drevo na sedmih tockah

Za primer vzemimo drevo na sedmih tockah iz slike 8. Najprej pois¢imo

v e

1. Prvi element niza, ki bo ustrezal temu drevesu, bo sosednja tocka tocke 1,
torej toc¢ka 3. Zbrisemo tocko 1 in s postopkom nadaljujemo.(Glej sliko 9.)

5 @,
Slika 9: Drevo na sedmih tockah po prvem koraku

e e

niz napiSemo njeno sosednjo tocko, to je spet tocka 3. Tocko 2 zbrisemo. S
postopkom nadaljujemo. (Glej slike 10, 11, 12, 13.)



5 (3,3

Slika 10: Drevo na sedmih tockah po drugem koraku

II7

,.‘.6
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Slika 11: Drevo na sedmih tockah po tretjem koraku
7
4
6
(3,344

Slika 12: Drevo na sedmih tockah po cetrtem koraku



(3,3,4,4,4)
Slika 13: Drevo na sedmih toc¢kah po petem koraku

Med drugim opazimo, da je stopnja tocke 3 v zacetnem drevesu enaka 3
in da se ta tocka v nizu pojavi dvakrat. tocka 4 ima stopnjo 4 in se v nizu po-
javi trikrat. Ni tezko videti, da se toc¢ka stopnje k v nizu pojavi k — 1 — krat.
Torej se tocke stopnje 1 v nizu sploh ne pojavijo. Tako smo nasemu drevesu
priredili niz (3,3,4,4,4). (Glej sliko 14.)

(3,3,4,4,4)

Slika 14: Drevo na sedmih toc¢kah s prirejenim nizom

Zdaj si mislimo, da imamo niz (3,3,4,4,4) in bi radi skonstruirali drevo.
Vzemimo najmanjsi element mnozice V = {1,2,3,4,5,6,7}, ki se ne pojavi
v nizu - to je tocka 1. Povezimo tocko 1 s tocko 3. Sedaj glejmo mnozico
V/{1} in niz brez prve trojke. Sedaj je 2 najmanjsi elemnt, ki se ne pojavi
v nizu in zato ga povezemo s tocko 3. Postopek nadaljujemo. (Glej slike 15,
16, 17, 18, 19.)

1 2 3 5 ;
23.456.7) (344.4)

Slika 15: Prvi korak konstrukcije drevesa, ki ga doloc¢a niz



{3,4,5,6,7} (4,,4,4)

Slika 16: Drugi korak konstrukcije drevesa, ki ga doloc¢a niz

1 2 3 4 5 6 7
N
4.56.7) *4)

Slika 17: Tretji korak konstrukcije drevesa, ki ga dolo¢a niz

1 2 3 4 5 6 7
{4.6,7) “)

Slika 18: Cetrti korak konstrukcije drevesa, ki ga doloca niz

Na koncu povezemo Se tocki, ki sta ostali, to sta tocki 4 in 7. (Glej sliko 20.)
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{47}

Slika 19: Peti korak konstrukcije drevesa, ki ga dolo¢a niz

Tako smo dobili drevo s katerim smo zaceli.Za boljSe razumevanje preveri
Se naslednja para:

1 3 6 7 5 2
® o ® e o @
I 4 (3,5,6,6,7)

Slika 20: Drevo za vajo

Slika 21: Drevo za vajo

Opisali smo postopek, kako iz drevesa dobiti niz in kako iz niza dobiti drevo.
Potrebno je Se v sploSnem preveriti, da je drugi postopek res inverzen prvemu.
To bomo dokazali, ¢e dokazemo, da je posamezen korak prvega postopka in-
verzen ustreznemu koraku drugega postopka. V posameznem koraku prvega
postopka iS¢emo najmanjso tocko stopnje 1, jo odstranimo z drevesa, njeno
sosedo pa napiSemo v niz. V ustreznem koraku drugega postopka pa vza-
memo prvo Stevilo v nizu in nanj zveZemo najmanjsSo toclo, ki je Se nismo
zvezali nikamor in ki se ne pojavi v nizu.
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Primeri:

Primer 1: Najdi niz, ki pripada drevesu na slki 22!

(7,4,7,7,7)

Slika 22: Drevo za vajo

Primer 2: Kateri niz pripada Py, in kateri K, ,, ¢
Odgovor: Niz, ki pripada P, poisc¢es tako, da na vsakem koraku das v niz
manjse krajisce. Niz, ki pripada Ky ,, pa je (2,3,...,n —1).

Primer 3: Kako bi izniza razbral koliko je maksimalna stopnja v pripada-
jocem drevesu, ne da bi to drevo izpisal?

Odgovor: Tocke, ki se v nizu pojavijo najveckrat, so tocke z najvisjo stopnjo.
Ce se poajvijo k — krat je njihova stopnja k + 1.

Primer 4: Poi$¢i drevesi, ki pripadata nizoma (6,1,1,4) in (1,7,2,2,2,2).
Odgovor: Resi sam.

Primer 5: K5 vsebuje 125 vpetih dreves. Koliko jih je neizomorfnih?
Odgovor: Tri: K, X, M

Primer 6: Koliko neizomorfnih vpetih dreves vsebuje Kg?
Odgovor: Pet.

Primer 7: Koliko je vpetih dreves v C,,?
Odgovor: Ko odstranimo eno povezavo v C,,, dobimo eno izmed vpetih dreves
in na ta nacin dobimo tudi vsa mozna vpeta drevesa. Ker pa je n povezav,

je tudi moznih vpetih dreves n.

Primer 8: Ce ima n trikotnikov natanko eno skupno tocko kot na sliki, tak
graf oznacujemo z M,,. Slika25 prikazuje M7. Koliko je v M,, vpetih dreves?

Odgovor: Pri vsakem trikotniku imamo tri moznosti. Lahko vzamemo L kot
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Slika 23: M,

obicajno, L obrnjen v levo, ali pa V. Torej je skupaj 3" moznosti.

5.3 Se o vpetih drevesih

Izrek 7 Stevilo vpetih dreves v grafu K, ,, se izracuna po formuli v(K,,,) =

mn—l . nm—l .

Dokaz te formule je v splosnm tezak. Mi bomo dokazali samo posebna
primera, ko je m = 2 in je n poljuben in ko je m = 3 in je n poljuben.

TIzrek 8 Stevilo vpetih dreves v grafu Ko, je enako n - 2" L.

Dokaz. V vsakem vpetem drevesu grafa Ki, je pot med to¢kama a in b
ena sama in natanko take oblike kot kaze slika 25. Za tocko x s slike lahko
izberemo katerokoli izmed n tock, za vsako izmed preostalih n —1 tock pa sta
natanko dve moznosti: ali jo zvezemo s toc¢ko a ali s toc¢o b. Torej je skupaj
n - 2"~ moZnosti. O

Izrek 9 Stevilo vpetih dreves v grafu Ks,, je enako n? - 3"1.

Dokaz. Mislimo si, da imamo v grafu na eni strani tocke a, b, c, ki so modre
barve, na drugi strani pa n rdecih tock. Ni tezko videti, da je razdalja med
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Slika 24: Graf Ky,

poljubnima modrima to¢kama enaka bodisi 2 (Glej sliki 25, 26), bodisi sta
dve modri toc¢ki oddaljeni za 4. Drugih moznosti ni.

A
B
C
® ° ® (] U °
X
Slika 25: Graf K3,
A
B
C
[} [ [ [ ®
X Y

Slika 26: Graf K3,

Najprej preStejmo vsa vpeta drevesa, kjer so modre tocke zvezane kot na
sliki.... Za tocko z s slike lahko izberemo katerokoli izmed n rdecih tock, za
vsako izmed preostalih n — 1 to¢k pa imamo natanko tri moznosti: ali jo
zvezemo s tocko a ali s tocko b ali s tocko c. Torej je v prvem primeru skupaj
n - 3"~! moznosti.

Prestejmo zdaj Se vpeta drevesa, kjer so modre tocke zvezane kot na sliki27.
Za ocki y in z s slike imamo (;) moznosti. Pri vsaki izbiri y in z lahko tocke
a, b, ¢ preko tock y in z zvezemo na Sest nac¢inov: za izbiro sredinske tocke
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imamo tri moznosti, preostali dve pa se lahko izmenjujeta. Za vsako izmed
preostalih n — 2 rdecih tock imamo, podobno kot v prejsnjem primeru, 3
moznosti. Torej v drugem primeru dobimo 6 - w 32 =n-(n—1)-3""1
Zato je vseh dreves n-3" ' +n-(n—1)-3n — 1) =n?-3n —1). O

Izrek 10 Stevilo v(W,,) zadosca naslednji rekurziji: v(Wy) = 3 - v(W,_1) —
3 - U(Wn_g) + ’U(Wn_4).
Ko resimo rekurzijo, dobimo v(W,) = (%)" + (%5)" — 2.

Za n = 3 te formule ni tezko preveriti, saj je W3 = Ky, za K4, pa smo ze v
dokazu izreka iz poglavja 5.2. direktno prevrili, da vsebuje 16 vpetih dreves.
Ce vzgornjo formulo za n vstavimo 3, je rezultat res 16.

Primeri:

Primer 1: Naj bo tocka a na grafu K,,. Koliko je takih vpetih dreves, ki
imajo a za robno tocko?

Odgovor: Graf K,, brez tocke a je graf K, 1, ki po izreku iz poglavja 5.2.
vsebuje (n — 1)"™2 vpetih dreves. Vsa vpeta drevesa v K,, ki imajo a
za robno tocko, pa dobimo tako, da a na vse mozne nacine zvezemo na
vsa vpeta drevesa v K, ;. Pri zbranem vpetem drevesu v K,,_; lahko a
zvezemo na katerokoli izmed preostalih n — 1 tock. Koncen rezultat se glasi:

(n—1)-(n—1)"2=(n-1)"""%

Primer 2: Koliko razlicnih poti je drevesu na n tockah?

Odgovor: Dve razli¢ni tocki na drevesu natanko dolocata pot med nijma in
¢e vzamemo dva razli¢na para ock, sta tudi poti, ki ju ta dva para dolocata,
razli¢ni. Torej je Stevilo vseh moznih poti enako (g)

Primer 3:  Razstavi Kg na tri vpeta drevesa, tako da bodo vsa tri drevesa
poti, tako da ne bodo vsa tri drevesa poti in tako da ne bo nobeno drevo pot!
Odgovor:

Primer 4:  Naj bo G povezan graf z natanko enim ciklom. Naj bo dolZina
tega cikla r. Koliko vpetih dreves vsebuje graf G?

Odgovor: Ce grafu G odstranimo katerokoli povezavo, ki ni iz cikla, dobljen
graf ni ve¢ povezan (Ce bi bil, potem bi graf G imel vsaj dva cikla. ) Ce ze-
limo dobiti vpeto drevo, pa moramo iz cikla odstraniti natanko eno povezavo.
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Slika 27: Vpeta drevesa grafa Kg

Ker ima ta cikel  povezav, imamo r moznosti za odstranitev ene povezave.
Zato graf G vsebuje r vpetih dreves.

Primer 5: Preveri, da je stevilo neizomorfnih vpetih dreves v grafu Ky ,, enako
n+1

(L)ng(Jvor: Treba je preveriti, da je za Stevila, ki so oblike n = 2-k, neizomorfnih

vpetih dreves enako k, za Stevila oblike n = 2-k + 1 pa k + 1. Iz dokaza

prvega izreka tega poglavja vidimo, kaksne oblike mora biti graf. Med temi

je neizomorfnih toliko, na kolikor nacinov je mogoce razdeliti n — 1 tock na

dve stani.
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