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NEKAJ TERMINOLOGIJE:

Naj bo G=(V(G),E(G)) enostaven graf na n tockah. P-klika v G je poln
podgraf grafa G na p tockah, ki ga oznacimo s K. Turan se je vprasal: Naj bo
G enostaven graf, ki ne vsebuje p-klike. Koliksno je najvecje stevilo povezav,
ki jih G lahko ima? V lahko razdelimo na paroma disjunktne podmnozice:
V=WUuVU. .UV, 1,|Vi| =n;inn=n;+ns+...+n,_1, kjer sta dve tocki
grafa povezani natanko tedaj, ko lezita v dveh razliénih V;, V;. Graf, ki ga
dobimo, oznacimo z Ky, n,...n, ;, Kl ima Zi# nin; povezav. Ce uspemo V
razdeliti na taksne V;, da bo |n;—n;| < 1zavse1,j, potem dobimo maksimalno
Stevilo povezav na takem grafu z n tockami. Res, predpostavimo n; > ng+2.
Ce premaknemo eno tocko iz Vi v V,, dobimo graf Ky, _1ny41,...n,_,, Kl vsebuje
(n1 —1)(ng +1) = ning = ny —ny — 1 vec povezav kot K, n, .n, ,. Ampak
ny—ng—1 > 1, protislovje, saj ima K, n,.....n, , maksimalno stevilo povezav
(poln vecdelni graf). Ky, pn,,.n, ., Pri ¢emer je |n; — n;| < 1, imenujemo
Turanov graf (Slika 1). V posebnem primeru, ¢e p-1 deli n, potem lahko
izberemo n; = -5 za vse i, in dobimo (p;l)(p%l)Z =(1- ﬁ)% povezav.
Turanov izrek pa pravi, da je to zgornja meja za Stevilo povezav kateregakoli
grafa na n tockah brez p-klike.

IZREK (Turanov, 1941): Ce graf G=(V(G),E(G)) na n tockah nima p-
klike, p > 2, potem je Stevilo povezav
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Bl <(1-—)—

Bl < (- =5

OPOMBA: Za p=2 je izrek trivialen, saj v vsakem grafu lahko najdemo
podgraf na dveh tockah, ki je poln (povezava), kar pa pomeni, da vsebuje
2-kliko. Za p=3 izrek pove, da graf ne vsebuje K3 (trikotnika) in ima najvec
%2 povezav.

DOKAZ 1: Uporabimo indukcijo po n.

n=1: trivialno.

n-1—n:

Naj bo G graf na V = {vy,...,v,} brez p-klike z maksimalnim Stevilom
povezav. G vsebuje p-1 kliko, ker bi drugace lahko dodali povezave. Naj bo
A (p-1)-klika in naj bo B=V-A. A vsebuje (pgl) povezav. Ocenimo lahko
Stevilo povezav ep v B in Stevilo povezav e4 p med A in B. Vemo, da je

eg < (1 — zﬁ>w' Ker G nima p-klike, je vsak v; € B povezan z
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najve¢ p-2 tockami iz A in dobimo e4 5 < (p — 2)(n — p+ 1). Sledi, da je

Bl< (P 1) - B E= D g,

torej

1 2
Bl <(1-—)%
p—1"2

DOKAZ 2: Uporabimo strukturo Turanovih grafov. (Slika 2)

Naj bo v, € V tocka maksimalne stopnje d,, d,, = mazi<;<,d; (d; = d(v;)
stopnja tocke v;). S S ozna¢imo mnozico vseh sosedov tocke v, |S| = dp,.
Naj bo T' = V — 5. Ker G=(V(G),E(G)) ne vsebuje p-klike in je vy,
povezana z vsemi tockami iz S sledi, da S ne vsebuje p-1 klike (Ce bi S
vseboval p-1 kliko, bi skupaj z v, vseboval p-kliko v G). Konstruiramo graf
H=(V(G),E(H)) tako, da vse povezave v S ohranimo, v T vse povezave
izbrisemo in narisemo vse povezave med S in T' (V(G)=V(H)=n). Torej so
tocke iz T paroma nepovezane. Sledi, graf H nima p klike (S vsebuje najvec
p-2 kliko + ena tocka iz T — H vsebuje kve¢jemu p-1 kliko). Naj bo d;-
stopnja tocke v; € H. Ce je v; € S, potem je d;. > d; zaradi konstrukcije
H. Ce je v; € T, potem je d; = |S| = d,, > d; (zaradi izbire v,,). Tore]
|E(H)| > |E(GQ)| (tocka v, je povezana le s tockami iz S. Vse ostale tocke
iz T so lahko med seboj povezane, vendar so stopnje < stopnje tocke v,,. Ce
te povezave odvzamemo in jim dodamo povezave z S, dobimo v T tocke, ki
imajo enako stopnjo kot tocka v,,) in sledi, da med vsemi grafi z maksimal-
nim Stevilom povezav mora biti eden oblike H. Po indukciji, graf induciran s
S ima najvec toliko povezav kot ustrezen graf Ky, n,. . n, , na S. Tore]

,,,,,

|E(G)| < [E(H)] < [E(Kn, n,

npi) | in np oy = [T,

Iz tega pa sledi |F| < (1 — ﬁ)”;

0

OPOMBA: Dokaza nam povesta Se veé: Naj bo t(n,p) Stevilo povezav
Turanovega grafa Ky, n,,. 5, , Dan =mn;+...+n,_1 tockah. Potem za vsak
graf H na n tockah brez p-klike velja |E(H)| < t(n, p), pri cemer velja enakost
samo za Turanov graf.



Slika 1: Graf Ky 33
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Slika 2: Dokaz 2



PRIMERI:
1. Narisi Turanove grafe K2’2’272, KLQ, K373,4! (Shke 3, 4, 5)

2. Narisi grafe na stirih tockah, ki ne vsebuje 2-klike, 3-klike, 4-klike in
ima maksimalno Stevilo povezav (Slika 6).
Dobimo grafe prazen graf, Ko 9, K11 2.

3. Dolo¢i maksimalno stevilo povezav grafa na petih tockah, ki ne vsebuje
2-klike, 3-klike, 4-klike, 5-klike in 6-klike in narisi po enega predstavnika
za vsak primer (Slika 7).
Dobimo grafe prazen graf, Ko3, K122, Ki112, K1111,1 = Ks.



Slika 3: Graf K329
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Slika 4: Graf K

Slika 5: Graf K334
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Slika 6: Primer 2
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Slika 7: Primer 3
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