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Usmerjeni grafi

Definicije in primeri

Kadar iscemo grafi¢no prezentacijo informacij o splosni relaciji na S, nas
to pripelje do modela usmerjenih grafov.

Primer 1. Za naravni stevili x in y, pravimo da je x maksimalni delitely vy,
ce je ¥ prastevilo. Za S C N, je mnoZica R = {(x,y) SRIPRS IP’} relacija
na S. Za graficno predstavitev si za vsak element S izberemo tocko v ravnini
in nariemo puscico iz x v y, kadarkoli je (x,y) € R.

Primer za S = [12]:
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Definicija 1. Usmerjeni graf ali digraf G je sestavljen iz mnozice tock V(G),
mnozice povezav E(G) in funkcije, ki vsaki povezavi priredi usmerjen, urejen
par tock. Prva komponenta urejenega para tock je zacetek povezave in druga
konec povezave; skupaj robni tocks.

Definicija 2. V digrafu je zanka povezava, katere zacetna in konéna tocka
sovpadata. Mnogokratne povezave so povezave, ki imajo na robu enake ure-
jene pare tock. Digraf je enostaven, ce je vsak urejen par tock, zacetek in
konec kvecjemu ene povezave.

V preprostem digrafu piSemo uv za povezavo z zacetkom v u in koncem
v v. Ce imamo povezavo iz u v v, potem je v naslednik « in u je predhodnik
v. To pisSemo u — v.

Primer uporabe 1. Stroj koné¢nih stanj (tudi imenovan konéna avtomati-
zacija ali diskretni sistem) ima stevilo vseh moznih stanj. Tak sistem lahko
dobimo z uporabo digrafa v katerem tocke predstavljajo stanja in povezave
predstavljajo vse mogoce prehode med stanji. Premiki v eno smer predstavl-
jajo digraf ustreznega modela. Tocke na robovih lahko uporabimo, da pos-
namejo dogodek, ki ga povzroc¢i premik. Kadar dogodek povzroci, da sistem



ostane v istem stanju imamo zanko. Kadar dve vrsti dogodkov povzrocita
razlicna premika, potem lahko uporabimo mnogokratne povezave.

Poglejmo si zarnico, ki je priklopljena na dve stikali. Prvo in drugo stikalo
je lahko na primer gor ali dol in lu¢ je lahko vkljopljena ali izklopljena. Torej
imamo skupno osem stanj. V sliki spodaj predstavljajo vodoravne povezave
premike, ki jih povzroc¢i prvo stikalo. Navpic¢ne povezave pa predstavljajo
premike, ki jih povzroci drugo stikalo.

Primer uporabe 2. Na robnih toc¢kah lahko zapisemo tudi verjetnost
premikov, ce sistem dela nakljuéno. Verjetnosti na robovih nam dajo vsoto
1, tak sistem pa se imenuje Markovska veriga. Metode linearne algebre lahko
uporabljamo, da izracunamo del ¢asa, ki smo ga prebili v vsakem stanju.

Na primer, predpostavimo, da ima vreme dve stanji: dobro in slabo.
Zracne mase se premikajo dovolj pocasi, torej bo vreme jutri podobno danasnjemu.
Na ve¢ mestih, nevihtni sistemi ne odlasajo dolgo, zato bomo imeli verjet-
nosti premikov kot je prikazano spodaj. Ce belezimo stanja na uro namesto
dnevno, potem je verjetnost, da ostanemo v istem stanju veliko vecja.
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Definicija 3. Digraf je pot, ce je enostaven digraf, katerega tocke lahko
linearno uredimo tako, da tmamo povezavo z zacetkom v w in koncem v v
natanko tedaj, kadar v takoj sledi uw v mnoZici vseh tock. Cikel definiramo
podobno, le da tocke uredimo na kroZnici.

Primer 2. Digrafi funkcij. Poglejmo si funkcijo f : A — A z uporabo
digrafov. Digraf funkcije f je enostaven graf z mnoZico tock A in mnoZico
povezav {(x, f(z))|x € A}. Za vsak x kaZe povezava z zacetkom v x proti sliki

f(z).



Ce sledimo poti v grafu funkcij, potem to ustreza iteracijski funkciji. V
permutaciji, je vsak element slika natanko enega elementa tako, da ima di-
graf funkcije en konec in en zacetek za vsako tocko. Zato je digraf funkcije
permutacije sestavljen iz nepovezanih ciklov. Spodaj je prikazan graf funkcije
za permutacijo [7].
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Definicija 4. Temelyni graf digrafa D je graf G, ki ga dobimo tako, da
obravnavamo povezave od D kot neurejene pare; mnoZica tock, mnoZica povezav
in robne tocke ostanejo enake v G kot so bile v D, le da v G postanejo tocke
NEeuUrejent pari.
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Metode in ideje iz teorije grafov ponavadi obravnavamo le na enostavnih
grafih. Digrafi so uporabni tudi kot orodje za seStevanje, Se posebej v
primerih, ki smo jih obravnavali do sedaj.

Ko primerjamo graf z digrafom, ponavadi vzamemo G za graf in D za
digraf. Ce pa govorimo o enojnem digrafu ponavadi vzamemo kar G.

Definicija 5. Definicije podgrafa, izomorfizma in unije so enake tako
za grafe kot za digrafe. Naj bo A(G) matrika digrafa G, v kateri Stevili i in
J predstavljata Stevilo poti od v; do v;. V incidencni matriki M(G) digrafa
G brez zank, postavimo m;; = +1, Ce je v; zacetek ej in m;; = —1, ce je v;
konec e;.



Primer 3. Imejmo digraf G:
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Da definiramo povezane grafe imamo dve moznosti. Lahko bi zahtevali,
da bi bil temeljni graf povezan, vendar to ni preve¢ uporabno pri obravnavi
povezanih digrafov.

Definicija 6. Digraf je sibko povezan, ce je njegov temelyni graf povezan. Di-
graf je mocno povezan ali mocan, ¢e za vsak urejen par tock u,v, obstaja pot
izu vv. Moéne komponente digrafa so njegovi maksimalni mocni podgrafi.

Primer 4. Digraf, ki vsebuje tocki x in y in je sestavljen samo iz povezave
xy ter ima le pot iz x vy, nima pa poti iz Yy v x, ni mocno povezan. FEnako
definiran digraf na n tockah ima n mocnih komponent. Cikel pa ima le eno
mocno komponento. V digrafu spodaj so obkroZeni poddigrafi mocne kompo-
nente.



Primer uporabe 3. Igre.

Veliko iger za dva igralca deluje na principu stroja konénih stanj. Mnozica
tock je mnozica vseh moznih stanj v igri. Med z in y imamo pot, ce je
mozen premik iz x v y oziroma c¢e je stanje y dosegljivo iz stanja x. Naj bo
W mnozica vseh poti, ki nas lahko pripeljejo do zmage; igralec, ki pripelje
igro do tega stanja je zmagovalec. Nobena pot ne vodi iz W. Ena moznost
je, da pois¢emo mnozico S, ki jo sestavljajo paroma nesosednih tock, ki vse-
bujejo W, taksni da ima vsak element zunaj S pot v S. Igralec, ki pride v
stanje v S, zmaga, medtem ko zgubi tisti igralec, ki mora zapustiti S.

Za primer vzemimo igro v kateri imamo na zacetku dva kupcka kovancev,
s katerih vsak izmed igralcev lahko odstrani del enega od teh dveh kupckov.
Igralec, ki odstrani zadnji kovanec, zmaga. Vse mozne pozicije v igri so
nenegativni celi stevilski pari (r,s). Edina zmagovalna pozicija je (0,0).
Mnozica S je sestaljena iz pozicij {(r,r);r > 0}. Ker lahko na eno potezo
samo ena koordinata zniza kupcek, to pomeni, da ni poti znotraj S. Za vsako
pot (r,s) ¢ S lahko igralec odmakne |r — s| kovancev iz vecjega kupcka, da
doseze S.
Igra Nim se v splosnem zacne s poljubnim Stevilom kupckov in kovancev,
sicer pa so pravila enaka kot v zgornjem opisu. Digraf za to igro nima ciklov,
zato vedno obstaja mnozica strategij S, ki nas pripeljejo do zmage. Ce je
zaCetna pozicija v S, potem drugi igralec zmaga (ob predpostavki, da je bila
igra optimalna). V nasprotnem primeru zmaga prvi.

Definicija 7. Jedro digrafa D je mnozica S C V(D) taksna, da S ne vsebuje
nobene povezave in vsaka tocka zunaj S ima naslednika v S.

Digraf, ki je lih cikel, nima jedra. Prepoved lihih ciklov kot poddigrafov
nam vedno da jedro. Ce to dokazemo, so tocke, poti in cikli definirani z
usmeritvijo. Potrebujemo Stevilne izreke o premikanju in digrafih, ki drzijo
za iste dokaze kot grafi. Na primer, vsak sprehod u,v v digrafu vsebuje pot
u, v in vsak zaprt lih sprehod v digrafu vsebuje lih cikel. Koncept razdalje
od x do y bo najkrajsa razdalja poti z,y.

Izrek 1. (Richardson[1953])Vsak digraf, ki nima lihega cikla, ima jedro.

Dokaz. Naj bo D digraf, ki ne vsebuje nobenega lihega cikla. Najprej obrav-
navamo primer, ko je D mocéno povezan. Imejmo poljubeno tocko y € V(D)
in naj bo S mnozica vseh tock s sodo razdaljo do y. Potem ima vsaka tocka
z liho razdaljo do y naslednika v S.



Ce tocke iz S niso paroma nesosedne potem imamo sprehod uw, kjer sta
u,v € S. Iz definicije S potem sledi, da je uy-pot P s sodo dolzino in vy-
pot P’ s prav tako sodo dolzino. Ce dodamo wuv na zacetek P’, potem ima
uy-sprehod W liho dolzino. Ker je D moc¢no povezan, ima D yu-pot Q. Z
zdruzitvijo Q z enim od sprehodov P ali W dobimo zaprt lih sprehod v D.
To pa je nemogoce, saj zaprt lih sprehod vsebuje lih cikel. Torej je S jedro D.

V splosnem dokazujemo ta izrek z indukcijo po n(D).

Osnovni korak: n(D) = 1. Edini primer je tocka brez zanke. Taka tocka je
hkrati tudi jedro.

Indukcijski korak: n(D) > 1. Ker smo za moc¢ne digrafe to ze dokazali, lahko
privzamemo, da D ni mocan digraf. Za nekatere moc¢ne komponente D’ iz D,
nimamo poti od tock iz D’ do tock, ki niso iz D’. Pokazali smo ze, da ima D’
jedro; naj bo S’ jedro D’. Naj bo D” poddigraf, ki smo ga dobili tako, da smo
iz D izbrisali D’ in vse predhodnike iz S’. Po predpostavki, ima D” jedro; naj
bo S” jedro D”. Trdimo, da je S’ U S” jedro D. Ker D” nima predhodnika v
S’, potem nimamo poti v S’ U S”. Vsaka tocka iz D” — S” ima naslednika v
S” in vse tocke, ki niso iz S’ U S” imajo naslednika v S’. ]



