. Naj bo ABCD enakokrak trapez. Naj bo E razpolov1sce daljice BC, F razpolovisce daljice C'D in S presecisce daljic
AFE in BF'. Naj bo AB=3d DC=23din AD = 2b. Izrazi vektor BS z vektorjema @ in b.

. Pokazi, da za paralelogram ABCD velja 2|AB|? + 2|ADJ?> = |AC|?> + |BD)>.

—

. Naj bo @ € R® nenicelen vektor in Z, § € IR® poljubna vektorja. Pokazi, da je & = § natanko takrat, ko je Z x @
inZ-ada=y-a.
Nasvet: Pokazi, da je £ = 0 natanko takrat, ko je # x @ =01in #-d = 0.

—

=yxa

. Premiciz+7=3y—-11=2zinx = &714 = 2Z5—+5 sta nosilki krakov enakokrakega trikotnika, tocka (—2,7,3) pa lezi
na njegovi osnovnici. Pois¢i oglisca tega trikotnika.

2. kolokvij iz Algebre 1

(14.1.1999)
. Resi sistem linearnih enacb:
-5z +6x3+11lzy = 16
—x1+2z4 = 3
3x1+3x2—623+924 = 3
—x1+3xy —4x3—14 = —3

. Naj bo N kvadratna matrika, m € IN in N™ = 0. Pokazi, da je I + N obrnljiva matrika in da je (I — N)~! =
I+ N+N24...4 N™ L

. Dana je matrika

5 2 6 1

-1 4 2 3

A= -1 2 4 3

01 2 0

Poiséci vse take matrike B, da bo BA = AT,
. Poisci vse take x € IR, za katere spodnja matrika ni obrnljiva.

1 g gt z
x 1 x" z?
xn—l xn—2 CUn_3 "
g g 1 CUn_2 1



1. Naj bosta f : R* — R*in g : R* — IR* linearni preslikavi, ki ju v bazi ((1,1,0,0), (1,0,1,0), (0,0,1,0), (
predstavljata matriki F' oziroma G. Pois¢i baze za vektorske podprostore im(f), im(g), ker(f) in ker(g
determinanti matrik, ki predstavljata preslikavi f in ¢ v standardni bazi prostora R%.

0,0,1,1))
). Poisc

.

3 -2 1 1 5 3 0 4
-2 3 2 7 10 2 0
F= 5—5—1—6’G_3040
4 -1 4 9 5 1 2 2
2. Obravnavaj sistem enacb glede na parameter a € IR.
(l1+a)z+y+z =
z+(1l+a)y+z = a
r+y+(1+a)z = d

3. Poisci vse polinome stopnje najvec 4, katerih odvod se ujema z ostankom pri deljenju s polinomom z? + 3. Pri tem
lahko uporabis dejstvo, da je predpis, ki polinomu priredi ostanek pri deljenju z 22 + 3, linearna preslikava.

4. Najbon € N, in A,B € R™". Potem definiramo preslikavo f : R"*"™ — RR™*"™ s predpisom f(X) = A X B. Pois¢i
potreben in zadosten pogoj za matriki A in B, da bo preslikava f bijektivna.

4. kolokvij iz Algebre 1
(5.5.1999)

1. Dani sta matriki A in B. Pois¢i bazo vektorskega prostora Ker A N Im B.

3 2 12 -1 -4 2 0 =2
2 5 8§ =2 0 6 12 6
A= -1 3 -4 -1 B = 1 2 5 3
2 -6 8 2 0o 1 2 1

2. Dana je matrika A. Pois¢i njene lastne vrednosti in lastne vektorje.

WO

1

0 0
2 -3 4
0 0

Za dodatni 2 tocki izracunaj exp(A).

3. Naj bodo po(z) =1, pi(z) ==z, po(z)=2?in p3(z) = z3. Na polinomih stopnje najve¢ 3 je dan skalarni produkt,

za katerega velja (po,po) = 1, (po,p1) = 1, (po,p2) = =3, (po,p3) = 0, (p1,p1) = 5, (p1,p2) = =3, (p1,p3) = 0,
(p2,p2) = 13, (p2,ps) = 0 in (p3,p3) = 1. Poiséi ortonormirano bazo prostora Rs[z].

4. Naj veljaag =a; =1in a, = 2a,_1 + 3a,_2 za n > 2. Izpelji eksplicitno formulo za ¢lene zaporedja ag, az, az, .. ..

Vsaka naloga je vredna 5 tock.



. Pokazi, da se spojnice razpolovi§¢ mimobeznih robov tristrani¢ne piramide sekajo v eni tocki, ki te spojnice razpolavlja.

. Pokazi, da za poljubne vektorje @, b, & € R® velja enakost (@ x b) x &= (@) b — (bé) a.
. Poisci ravnino, ki ne seka premice ’”55 = ?’_Ty = ng, seka ravnino —6x + 2y + 32z = 18 pod pravim kotom in je od
izhodisca oddaljena 7 enot.

. Pois¢i vse resitve sistema enacb:

3z—y+w = 9
r—w = -2
r+z—-3w = -11

r—2y+3z+w = 1

2. kolokvij iz Algebre I

(3.12.1999)
. ReSi matri¢no enacbo
-2 -1 0 7T =2 25 4 12 3
0 0 -1 -2 =3 -3 =7 =7 -6
-1 4 2 3 4 |X= 14 -2 11 -9
0 1 3 5 7 8 17 19 13
2 6 3 -6 1 -21 -3 -1 -10

. Naj bosta x,y € R™ enostolpi¢ni matriki. Pokazi da je sled(zy™') = 2% y.
(Ae R, A=lay], sled(4)=>" ay)

. Naj bo A obrnljiva matrika velikosti n x n. Z det(A) in A, izrazi det(A) (determinanta k matriki A prirejene matrike)

in A (matrika prirejena matriki A).

. Obravnavaj sistem enacb v odvisnosti od a,b € R.

ax+by

brxr+ay+z
az+bw =
bz+aw

—



. Na vektorskem prostoru R7[X], polinomi stopnje najve¢ 7, je definirana preslikava f : R7[X] — R;[X], f(p) =

p—p' +p"”. Alije f bijektivna preslikava? Naj bo r(z) = 2> — 3. Pois¢i tak p € R7[X], da bo f(p) =r. (25 tock
. Diagonaliziraj matriko C. Pois¢i tudi prehodno matriko. (25 tock)
5 —6 12 12
9 —-10 18 18
¢= 0 3 -7 -9
3 -6 12 14
. Za vsak n € IN je dana matrika B,, € R™*". Eksplicitno izrazi det(B). (30 tock)
r2 10 e e 0]
1 2 1
B, = 0 1
2 1 0
: 1 2 1
0 -~ -~ 0 1 2|
. Dana je matrika A. Poiséi njeno Jordanovo formo in izra¢unaj A0 — 3100 (30 tock)
-9 -3 9 21
-8 1 7 14
A= 0 0 3 0
-8 -2 6 17

. Vektorski prostor IR je opremljen s skalarnim produktom. Za ta skalarni produkt je {(3, 0,1,-1,0), (-3,1,1,—-1,-2),
(0,0,1,0,-2), (3,-1,-1,2,2), (-2,0,0,0, —1)} ortonormirana baza. Izracunaj kot med vektorjema (0,1,2,—3,—2) in
(3,—-1,0,2,0). (25 tock)



(21.1.1999)

1. Izracunaj razdaljo med premico x = 2y — 1 = § in premico, ki jo doloca presek ravnin x = z in = + 2y + 3z = 5.
2. (a) NajboU =V & W in Z tak vektorski prostor, da je V' C Z C U. Dokazi, da je potem
Z=Va&(ZnWw)

(b) Naj bo V vektorski prostor in A : V' — V linearna preslikava za katero velja Ker A N Im A = {0}. Dokazi, da
je potem Ker A™ = Ker A! (Poiskusi najprej za n = 2)

3. (a) Poisci karakteristi¢ni in minimalni polinom matrike:

fa 0 . . 0 b"\
' 0
@ b 2n.
b a
0 0
Lb 0 0 GJ;

(b) Pois¢i vse invariantne podprostore operatorja ranga 1!

4. Dokazi, da za poljubno linearno preslikavo A velja

Ker(A*) = (Im(A))*.

Izpit iz Algebre 1

(4.2.1999)

1. Dani sta ravnini « + 3y + 2z = 6 in 10z + 9y + 5z = 51 in premica

r—95 y+1 2—2z
4 4 57

ki seka ravnini v tockah A in B. Poisci tako tocko C' na presecnici ravnin, da bo ZAC'B = 90°.

us

2. Pokazi, da je preslikava zasuka prostora R® okoli premice y = z za kot %, linearna.
Zapisi matriko te preslikave v bazi B = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} in izracunaj njen minimalni polinom.
Kaj so lastne vrednosti in lastni vektorji te preslikave?

3. V R? je definiran skalarni produkt
< (z,y,2),(a,b,c) >=2za — ya — b + 2yb — zb — yc + zc.
Dopolni vektor (1,1,1) do ortonormirane baze celega prostora!

4. Linearna transformacija A upodobi vsak vektor iz IR® v njegovo pravokotno projekeijo na ravnino z +2y + 2z = 0. Zapisi
matriko preslikave v standardni bazi prostora IR® ter poiséi njen minimalni polinom, Jordanovo kanoni¢no obliko J in
matriko P, da bo J = P~ 1AP.



(15.4.1999)

1. Izracunaj obseg trikotnika, ki ga dolocCata presecisci premice p: © = —y = z+ 1 zravninama II; : —2z+y+2z=11in
Il : y — 2z = —1 ter tocka na preseciscu ravnin II; in II,, ki je najmanj oddaljena od premice p.

2. Za katera naravna Stevila n € IN je determinanta

n 0 0 m
0 n—1 2(n—1) O
1 2
-2 -1
0 —-2n-1) 1-n 0
—2n 0 Ce “e 0 —n

kvadrat kakega naravnega stevila?

3. V vektorskem prostoru V realnih polinomov stopnje manjse ali enake 2 vpeljemo skalarni produkt tako, da je mnozica
{1,z + 1,2 + 2z + 1} ortonormirana baza. Dopolni vektor z do ortogonalne baze prostora V.

4. Pokazi, da velja Ker A = Ker A*A.

Izpit iz Algebre I
(1.6.1999)

-

1. Ali v splosnem velja enakost @ x (b x &) = (@ x b) X &?
2. Naj bo V realen vektorski prostor in x,y,z € V linearno neodvisni vektorji.

(a) Ali so vektorji  +y — 2z, y + z in 2z linearno neodvisni?

(b) Ali so vektorji ¢ +2y + 32,2z in —x + 2y + 3 2z linearno neodvisni?

3. Resi matri¢no enacbo

3 -2 0 2 -0 0 0
-1 -3 21 X{011]_ -4 —18 —18
0 311 111 11 6 6
0 00 1 1 3 3

4. Najveljaag =a; =1in ap = Ta,—1 + dan—2 za n > 2. Izpelji eksplicitno formulo za ¢lene zaporedja ag, a1, as, - . ..



. Naj bodo @, g, @ € R® poljubni vektorji. Izrazi vsoto @ x b+bx &+ &xX @z enim vektorskim produktom (v izrazu mora
X nastopati natanko enkrat).

. Naj bo
2 4 4 3
50 -1 -1 4
flz) = z 3x —6 4
—x 2x 2z 2

Doloéi stopnjo polinoma f (odgovor utemelji) in izracunaj f(0) in f(—2).

. Naj bo IRy[X] prostor vseh polinomov stopnje najve¢ 2. Na njem je definirana preslikava A : Ro[X] — R2[X], (Ap)(X) =
(X24+2X+3)p"(X)+ (X +1)p'(X)—3p(X). Pokazi, da za vsak polinom ¢ € Ry[X] obstaja natanko en tak polinom
p € Ry[X],daje Ap=gq.

Nasvet: PokaZzi, da je A linearna preslikava.

. Dana je matrika A. Poiséi ortonormirano bazo vektorskega podprostora Im A v R®.

6 1 4 0 -1

-4 0 0 2 -2

00 5 0 -5

A= 21 2 0 -3
01 0 2 -1

5 1 2 1 1

Izpit iz Algebre 1

(24.8.1999)
. Dana sta vektorja @ in bv IR®. Med vektorji Z, ki zadoscajo enacbi (d, 5, ) =|d x 5|2, poiséi tistega, ki ima najmanjso
dolzino.

. Za poljubno naravno §tevilo n in realna stevila z1,...,Zn,y1,.-.,yy izracunaj determinanti
T1Yyr T1Y2 - TiYn 14+z1y1r 1+x192 -+ 1+z19,
T2Y1 T2Y2 0 T2Yn 14+zoy1 14+22y2 -+ 1+z2U,
dy = . : ) . dy = . . ) .
TnY1 TpY2 ' TnYn 14+zpyr 14+zhys -+ 14+zun

. Naj bo A : R* — R? linearna preslikava, ki po vrsti preslika vektorje (1,1,0), (0,1, —1) in (1,2,0) v vektorje (1,0,0),
(2,2,-2) in (0, 3,0). Napisi matriko, ki pripada preslikavi A v standardni bazi. Pois¢i lastne vrednosti preslikave A.

. Na R* je dan skalarni produkt, v katerem je {(3,-2,0,1),(10,2,-6,1),(0,1,1,2),(5,1,0,0)} ortonormirana baza. V
tem skalarnem produktu izrac¢unaj skalarni produkt vektorjev (2, —3,—5,3) in (1,2,0, —4).



. 'V enakokrakem trapezu ABCD naj bo DC = a, AB = 2din AD = b. Naj bo E razpolovisce stranice BC, F

razpolovisce stranice DC', S pa presecisce daljic AE in BF. lIzrazi vektor DS z vektorjema @ in b, ¢e sta @ in b
nekolinearna vektorja.

. Poigci vse pare realnih stevil (a,b), za katere sistem

T, +r2+2x3+2a4 = a
1 +bxs+r3+x4 = 20
2x1+2x0+223+2x4 = 1

ni resljiv.
. Naj bosta U in V' podprostora vektorskega prostora W, T': W — W pa linearna preslikava. Pokazi, da velja

(a) T(U +V) =TU)+T(V)
(b) T(UNV) C TU)NT(V)

Poisci kaksen primer, ko velja v (b) prava inkluzija.

. Naj veljaag =a; =1in a, =10a,—1 — 25 ap—2 za n > 2. Izpelji eksplicitno formulo za ¢lene zaporedja ag, a1, as, - - ..

Izpit iz Algebre I
(26.1.2000)

. Naj bosta @ in b nekolinearna vektorja, za katera velja @ x b = \Eajl?I (@ x b). Pokazi, da vektorja @ + bin 2@+ b nista

pravokotna.

.V vektorskem prostoru R® sta dana vektorska podprostora U in V. Prostor U napenjajo vektorji (4,0,—1,4,5),
(2,1,2,0,3) in (0,0,1,1,0), prostor V pa vektorji (4,0,-3,2,5), (-4,—-2,1,4,—6) in (—2,—1,0,2, —3). Poisci vsoto in
presek vektorskih prostorov U in V.

. Na IRs[z], vektorski prostor polinomov stopnje najve¢ 3, je dana preslikava f : Rz[z] — Rs[z], f(p) () = (z —
1) p'(x) +p''(z). Ali je f bijektivna preslikava? Poisci vse taksne polinome p € R3[z], da bo f(p) (v) =23 + 2.
Nasvet: Pokazi, da je f linearna preslikava.

. Najveljaapg =3, a1 =5, ax=41in ay, = 2ap—1 — an—3 za n > 3. Izpelji eksplicitno formulo za ¢lene zaporedja
ap, a1,0a2,0as, - - -



3y+2
5

. Poiséi enacbo ravnine II, ki vsebuje premico z — 2 = =1 — z in je pravokotna na ravnino 2y — 3z = 7. Izracunaj

razdaljo med ravnino II in tocko (4, —2,1).
. Za katere matrike z realnimi koeficienti so naslednje trditve smiselne? Katere izmed trditev so pravilne?

(A+ B)? = A% + 2AB + B2,

elementi matrike A% so nenegativni,

(a
(b
(c
(d

diagonalni elementi matrike AT A so nenegativni,
edini resitvi enacbe X2 = X sta X =T in X =0.

T

Odgovore utemelji!
. Poisci lastne vrednosti, karakteristi¢ni polinom in minimalni polinom matrike A.

3 12 4 -8
1 8 2 -4
-3 =33 -5 12
0 -6 0 1

A=

. Na vektorskem prostoru R* je dan skalarni produkt, v katerem je {(1,2,0,0), (2,5,0,0), (1,2,3,1), (0,0,2,1)}
ortonormirana baza. Pois¢i ortonormirano bazo prostora, ki ga napenjajo vektorji (2, 5,2, 1), (4,9,—2,—1) in (4,10, —6, —3).

Izpit iz Algebre I
(18.4.2000)

. V R? so dane tocke A(3,3,1), B(2,1,3) in C(4,2,5). Poisci projekcijo kvadrata ABCD na ravnino z + y + 3z = 24
vzdolz vektorja (2,1, 0).

(-4, -8,5,0,0),(—1,—1,0,2,0) in (—11,-16,5,2,5).

. Naj bo A matrika, ki se da diagonalizirati in p € IR[z] poljuben polinom. Pokazi, da se je mogoce diagonalizirati tudi
matriko p(A).

. Najboay =3, a, =6, ay =4in a, = 6a,_1 — 12a,_o + 8a,_3 za n > 3. Izpelji eksplicitno formulo za clene
zaporedja ag,ar, as,as, - - -.



-

. Izra¢unaj mesani produkt (& x 5, b x ¢, éx Q).
. Obravnavaj in resi sistem enacbh glede na parameter a € R.

ar+y+az =
4z —ay+2z = 0
ax + 3y + az

. Diagonaliziraj matriko A (pois¢i tudi prehodno matriko) in zapisi minimalni polinom matrike A.

2 1 -1 0
-6 1 0 6
A= -6 0 1 6
3 1 -1 -1

. Na R* je dan tak skalarni produkt, da je {(1,0, -2,2), (0,1,3,-7), (6,3,6,—23), (1,0,0,—1)} ortonormirana baza.

V tem skalarnem produktu izratunaj dolzini vektorjev (4,3,2,3) in (—1,1,0,2) ter kosinus kota, ki ga ta vektorja
oklepata.

Izpit iz Algebre I

(21.6.2000)
. Izra¢unaj razdaljo med tocko (71,26,45) in presekom ravnin 2z —y + 52 = —4in 3z — 2z = 7.
. Naj bo n > 2 in vektorji aq,...,a, linearno neodvisni. Pokazi, da so tudi vektorji b = as + a3 + --- + an, by =
ap+as+as+---+ay, ..., by =ay +---+ a,_1 linearno neodvisni.

. Poisci vse lastne vrednosti in lastne vektorje matrike A.

6 -1 1 3
4 2 0 2
A= 10 -3 5 8

-6 2 -2 -3

. Dana je matrika A. Pois¢i ortonormirano bazo vektorskega podprostora Im(A).

1 -1 5 =12 1
0 0o -1 2 0
A= 1 -1 3 -8 1
3 -5 3 -12 3
-5 11 1 8§ =5

10



