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Vaje 4: Kompleksna ²tevila

Kopleksno ²tevilo z ima obliko z = x+ iy, kjer sta x, y ∈ R, i pa je kompleksno ²tevilo z
lastnostjo i2 = −1. Kompleksna ²tevila si geometrijsko predstavljamo kot to£ke v ravnini,
to je z = x+ iy predstavimo s to£ko (x, y) v ravnini.
Naj bo z = x + iy. Potem je x realni del kompleksnega ²tevila z, y pa imaginarni del
kompleksnega ²tevila z.
Konjugirano ²tevilo z kompleksnega ²tevila z = x+ iy je kompleksno ²tevilo z = x− iy.
Naj bosta z, w ∈ C in z = x+ iy. Potem velja:

• z + w = z + w;

• z · w = z · w;

• (z) = z;

• z · z ∈ R;

• z · z ≥ 0;

•
√
z · z je razdalja od to£ke z do izhodi²£a;

•
√
z · z = |z| =

√
x2 + y2;

• Re(z) = z+z
2
≤ |z|;

• Im(z) = z−z
2i
≤ |z|;

• |z| ≥ 0;

• |z| = |z|;

• |z| = 0 ⇔ z = 0;

• |z · w| = |z| · |w|;

• |z + w| ≤ |z|+ |w|.

Polarni zapis kompleksnega ²tevila
Vemo ºe, da je kompleksono ²tevilo z = x + iy enoli£no dolo£eno s parom (x, y) realnih
²tevil, ki predstavlja to£ko v ravnini. Poleg tega je z enoli£no dolo£eno tudi z drugim
parom realnif ²tevil (r, ϕ), kjer r = |z| in ϕ je kot med pozitivnim poltrakom realne osni
in poltrakom, ki ga dolo£a ²tevilo z. Velja zveza:

• x = r · cosϕ;

• y = r · sinϕ;

• z = r(cosϕ+ i sinϕ) (polarni zapis kompleksnega ²tevila z);
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• argument produkta je enak vsoti argumentov;

• absolutna vrednost produkta je enaka produktu absolutnih vrednosti;

• zn = rn(cos (nϕ) + i sin (nϕ));

• z = r(cosϕ− i sinϕ);

• z−1 = 1
r
(cos (−ϕ) + i sin (−ϕ));

• ²tevilu 0 ne dolo£amo argumenta;

• r1(cosϕ1 + i sinϕ1) = r2(cosϕ2 + i sinϕ2) ⇔ r1 = r2 ∧ ϕ1 = ϕ2 + 2kπ za vsak
k ∈ Z.

Naloge

1. Poenostavi naslednje izraze:

(a) (4i)2 + (2 + 5i)3 − i8 + 2i4 + i9 =

(b) 1
i
− 5i

2−i + i3(1 + i) =

(c)
∣∣∣ (2+3i)2

1+i

∣∣∣+ ∣∣∣ i15

i10+2

∣∣∣ =
2. V obsegu kompleksnih ²tevil poi²£i re²itev ena£be z2 − 4z + 13 = 0.

3. Za naslednja kompleksna ²tevila z poi²£i Re(z), Im(z), z, |z|:

(a) z = 3 + 2i;

(b) z = 5+10i
1−2i + 10i

1+3i
.

4. Nari²ite mnoºico to£k v kompleksni ravnini, ki zado²£ajo pogoju:

(a) Re(z) > 1;

(b) |z| < 4;

(c) |z − 2| > 3;

(d) |z + i− 1| < 3;

(e) z · z = 4;

(f) |z − i| = |z + i|;
(g) Im(z3) < 0.

5. V polarnem zapisu zapi²i naslednja kompleksna ²tevila:

(a) z = −1− i;
(b) z = 2i;

(c) z = 2(
√
3−2i)

5−i
√
3
.
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6. Izra£unaj (1 + i
√
3)6.

7. Izra£unaj (3 + i
√
3)2015. Ugotovi ²e, za katera naravna ²tevila n je kompleksno

²tevilo (3 + i
√
3)n realno.

8. V mnoºici kompleksnih ²tevil poi²£i vse re²itve ena£be:

(a) z5 = 32i;

(b) z3 − 2− 2i
√
3 = 0;

(c) z3 − i
√
27 = 0;

(d) z4 = (2 + 2i)8;

(e) |z|+ z = 2 + i;

(f) z2 − iz = |z − i|

in jih predstavi v kompleksni ravnini.
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