
1 Ponovitev

Graf G = (V (G), E(G)) sestavlja mnoºia to£k V (G), imenovanih vozli²£,

ter mnoºia povezav med temi vozli²£i, E(G). �e med vozli²£ema u in

v obstaja povezava pravimo, da sta vozli²£i u in v sosednji. Povezavi, ki

imata skupno eno kraji²£e, imenujeno iniden£ni povezavi (na primer po-

vezavi uv in uw). Stopnja vozli²£a u, deg(u), predstavlja ²tevilo vozli²£,

ki so z u sosednji. Najmanj²o stopnjo med vsemi vozli²£i grafa imenujemo

minimalna stopnja vozli²£ v grafu in ozna£imo δ(G), najve£jo pa ma-

ksimalna stonja vozli²£, ∆(G). �e sta v grafu minimalna in maksimalna

stopnja enaki re£emo, da je graf regularen. Za grafe velja naslednja opazka:

Lema o rokovanju.

∑

v∈V (G)

degG(v) = 2 |E(G)|

Graf H = (V (H), E(H)) je podgraf grafa G = (V (G), E(G)), £e velja:

V (H) ⊆ V (G) in E(H) ⊆ E(G). Podgraf H se imenuje vpeti, £e ima enaka

vozli²£a kot graf G. �e ima podgraf H na svojih vozli²£ih vse iste povezave

kot grafG se imenuje induirani podgraf grafaG. Graf se imenuje povezan,

£e za vsak par vozli²£ obstaja pot med njima v grafu. �e graf ni povezan, je

nepovezan. Vsaka povezana enota grafa se v tem primeru imenuje povezana

komponenta grafa. Vozli²£e v grafa G se imenuje prese£no vozli²£e, £e

graf po odstranitvi tega vozli²£a postane nepovezan. Povezava e grafa G se

imenuje most, £e graf po odstranitvi te povezave postane nepovezan.

Graf G je dvodelni graf, £e lahko mnoºio vozli²£ zapi²emo kot V (G) =
A ∪ B, A ∩ B = ∅ tako, da znotraj mnoºie A ter znotraj mnoºie B ni

povezav. Izkaºe se, da je graf dvodelni natanko tedaj, ko nima lihih iklov.

Bijektivna preslikava f : V (G) −→ V (H) je izomor�zem grafov, £e je

uv ∈ E(G) natanko tedaj, ko je f(u)f(v) ∈ E(H).

1. Spomnimo se nekaj znanih grafov in njihovih oznak.

2. Nari²i grafG, £e je V (G) = {x, y, z, u, v} inE(G) = {zy, yv, vz, uz, uv, uy}.
Dolo£i stopnje vozli²£ grafa G, δ(G),∆(G) in nari²i G.

3. Nari²i primer grafa na

(a) ²tirih vozli²£ih s stopnjami: 1,2,2,3;

(b) petih vozli²£ih s stopnjami: 1,3,3,4,4;
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() ²estih vozli²£ih, ki ima vsa vozli²£a lihe stopnje in vsaj eno vozli²£e

stopnje 5.

4. Dokaºi, da povezan r-regularen graf, kjer je r sodo ²tevilo, nima mosta.

5. Podan je graf G na sliki 1.

(a) Nari²i primer podgrafaH grafaG, za katerega je V (H) = {x, z, u, v}.

(b) Nari²i primer podgrafa H grafa G, ki je induiran z vozli²£i iz

mnoºie {x, z, u, v, y}.

() Nari²i primer vpetega podgrafa H grafa G.

y

x

z

w

v

u

Slika 1: Graf G.

6. Konstruiraj graf s petimi vozli²£i in ²estimi povezavami, ki ne vsebuje

3-iklov.

7. Dokaºi, da ima graf G na vsaj dveh vozli²£ih, vsaj dve vozli²£i iste

stopnje.

8. Brane je skupaj s svojo ºeno Ano priredil zabavo. Na zabavo so pri²li

²e ²tirje drugi pari. Nekateri udeleºeni so si na zabavi segli v roko z

drugimi, medtem ko si nih£e ni segel v roko s svojim partnerjem. Na

konu zabave je brane vpra²al ostale udeleºene, s koliko osebami so

se rokovali. Dobil je 9 razli£nih odgovorov. S koliko udeleºeni se je

rokovala Ana?

9. Kateri od grafov na sliki 2 so med seboj izomorfni?

10. Poi²£i primer asimetri£nega grafaG (njegov edini avtomor�zem je iden-

titeta) z |V (G)| > 1.

11. Pokaºi, da ima vsak graf G, ki je izomorfen svojemu komplementu 4n
ali 4n+ 1 vozli²£.
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Slika 2: Gar� in naloge 9.

12. Za vsak par grafov na sliki 3 dolo£i ali sta izomorfna. �e sta poi²£i

izomor�zem med njima, sier utemelji, zakaj nista izomorfna.

G H F

Slika 3: Gra� G,H in F .

13. Naj bo U poljubna kon£na mnoºia in D neka neprazna druºina nje-

nih podmnoºi. De�nirajmo graf G takole: V (G) = D in E(G) =
{AB;A 6= B, A∩B 6= ∅}. Graf G imenujemo prese£ni graf druºine D.

Katerim znanim grafom sta izomorfna prese£na grafa druºine D, kjer

je

(a) D= {{i, i+ 1}; i = 1, 2, . . . , n− 1};

(b) D druºina vseh (n− 1)-elementnih podmnoºi n-elementne mno-

ºie.

() Nari²i prese£ni graf maksimalnih polnih podgrafov grafa na sliki

1.

14. Naj bo V (G) = {v1, v2, . . . , vn}. Dokaºi, da velja:

|E(G)| =

∑n

i=1 |E(G− vi)|

n− 2
.

15. S pomo£jo stopnje vozli²£a g grafaG in vozli²£a h grafaH zapi²i stopnjo

vozli²£a (g, h) grafa G✷H. Nari²i graf P3✷K3.

16. Za kartezi£ni, krepki in leksikografski produkt zapi²i formule za razdalje

v produktu, glede na razdalje v faktorjih.
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2 Drevesa in dvodelni gra�

Drevo je povezan graf brez iklov. Gozd je graf brez iklov.

Za graf G so naslednje naslednje trditve

(a) G je drevo;

(b) G je povezan in vsaka povezava je most;

() Vsak par vozli²£ povezuje natanko ena pot;

(d) G je povezan in ²tevilo povezav je |E(G)| = |V (G)| − 1.

Graf G je dvodelni graf natanko tedaj, ko ne vsebuje lihega ikla.

2.1 Naloge

1. Dokaºi, da je G drevo natanko tedaj, ko je G povezan in |E(G)| =
|V (G)| − 1.

2. Nari²i vsa paroma neizomorfna drevesa na ²estih vozli²£ih.

3. Naj bo F = (V,E) gozd s c povezanimi komponentami. Dokaºi, da je

|E| = |V | − c.

4. Dokaºi, da je zaporedje naravnih ²tevil d1 ≥ d2 ≥ . . . ≥ dn ≥ 1 (n ≥ 2)
zaporedje stopenj vozli²£ nekega drevesa natanko tedaj, ko je

∑n

i=1 di =
2n− 2.

5. Drevo T ima stopnje vozli²£ 1 in 4. Vemo, da ima natanko 10 vozli²£

stopnje 4, ostala vozli²£a pa so stopnje 1. Koliko povezav oziroma

vozli²£ premore drevo.

6. Drevo T ima ²tiri vozli²£a stopnje 2, eno vozli²£e stopnje 3, dve vozli²£i

stopnje 4 in eno vozli²£e stopnje 5. Vozli²£ vi²jih stopenj nima. Izra-

£unaj koliko vozli²£ stopnje 1 ima? Koliko vozli² in koliko povezav ima

drevo T ?

7. Naj bo T druºina dreves, ki imajo vsa notranja vozli²£a stopnje 3.

(a) Nari²i vsa neizomorfna drevesa druºine T na 12ih in 13ih vozli²£ih.

(b) Pokaºi, da imajo drevesa druºine T ²tevilo listov za 2 ve£je od

²tevila notranjih vozli²£.
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8. Naj bo G k-regularen dvodelen graf z k > 0 in dvodelnim razbitjem

V (G) = X + Y. Dokaºi, da velja: |X| = |Y |.

9. Iz standardne 8×8 ²ahovnie odstranimo zgornji levi kvadrat in spodnji

desni kvadrat. Dokaºi, da dobljene deske ne moremo pokriti z 1 × 2
dominami tako, da se domine med seboj ne prekrivajo.
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2.2 Tetivni gra�

1. Poi²£i popolno eliminaijsko shemo grafoma na sliki 4.

Slika 4: Garfa iz naloge 1.

2. Dokaºi, da sta tetivna grafG narisana na sliki 5 tako poddrevesna grafa

kot poddrevesna grafa klik.

Slika 5: Garfa iz naloge 2.

3. Dokaºi, da je graf G tetiven natanko tedaj, ko je G poddrevesni graf

klik.

4. Dolo£i kromati£no ²tevilo tetivnega grafa G glede na kli£no ²tevilo

ω(G).

5. Dokaºi, da za vsak graf intervalov G velja: χ(G) = ω(G).

6. Naj bo G tetivni graf. Dokaºi, da lahko G predstavimo kot prese£ni

graf dreves drevesa T , kjer vsak list drevesa T predstavlja eno vozli²£e

grafa G.

7. Karakteriziraj simpliialna vozli²£a znotraj dreves.

8. Dokaºi, da drevesa, ki so gra� intervalov nimajo asteroidnih trojk. (Tri

nesosednja vozli²£a, za katere velja, da med poljubnima dvema obstaja

pot, ki ne seka okolie tretjega vozli²£a, je asteroidna trojka.)
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9. Karakteriziraj grafe intervalov znotraj dreves. Neformalni dokaz!

10. Ali so raepljeni gra� popolni? Ali so blo£ni gra� popolni?

11. Dokaºi, da je komplement tetivnega grafa popoln graf.

12. Dokaºi, da so tetivni gra� ²ibko tetivni. (Graf G je ²ibko tetiven, £e G
in G ne vsebujeta induiranih iklov dolºive > 4.)
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3 Prirejanja

Slika 6: Graf G.

1. Ali ima graf G na sliki 6 popolno prirejanje?

2. Dokaºi Hallov izrek s pomo£jo Dilworthovega izreka dokaºi .

3. Imamo mnoºio ljudi in mnoºio prostih sluºb tako, da je vsaka oseba

kvali�irana za natanko k sluºb in obstaja natanko k ljudi, ki so kva-

li�irani za vsako izmed sluºb.

(a) Dokaºi, da je ²tevilo ljudi enako ²tevilu sluºb.

(b) Poi²£i najve£je moºno ²tevilo ljudi, ki dobijo sluºbe za katere so

kvali�irani.

4. Vsak u£ene v razredu ima seznam k knjig, ki si jih ºeli sposoditi v

knjiºnii. Vsaka knjiga se pojavi na natanko k seznamih. U£eni bi si

radi isto£asno sposodili vsak po eno knjigo iz seznama. Najve£ koliko

u£enev lahko dobi knjige?

5. Grafu na sliki poi²£i najmanj²e vozli²£no pokritje.

6. τ(G) izrazi z α(G).

7. Zapi²i de�niijo (popolnega) prirejanja z uporabo vpetih podgrafov in

stopnje vozli²£.
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8. Naj bo G = A+B dvodelen graf in naj za vsak X ⊆ A velja: |N(X)| ≥
|X|. Dokaºi, da obstaja tako prirejanje M , da za vsak x ∈ A velja:

degM(x) = 1.

9. Naj bo G graf, ki ima popolno prirejanje. Dokaºi, da vsako prirejanje

dobljeno s poºre²no metodo, pokrije vsaj polovio vseh vozli²£ grafa G.
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3.1 Povezanost

1. Naj bo k sodo ²tevilo. Hk,n je graf na n vozli²£ih, ki leºijo na krogu

tako da tvorijo vozli²£a pravilnega n-kotnika. Vsako vozli²£e je sosednje
s

k
2
najbliºjimi vozli²£i v vsako smer. Dokaºi, da je κ(Hk,n) = k.

2. Konstruiraj graf G za katerega velja: κ(G) < λ(G) < δ(G).

3. Dokaºi, da za 3-regularne grafe velja κ(G) = λ(G).

4. Brez uporabe Mengerjevega izreka dokaºi, da je graf G z vsaj tremi

vozli²£i 2-povezan natanko tedaj, ko za poljubni vozli²£i u, v grafa G
obstajata notranje disjunktni u, v-poti v G.

5. Poi²£i κ(x, y) (velikost najmanj²e separaije za x, y) grafa G na Sliki 7.

6. Dokaºi, da je graf G z |V (G)| ≥ 3 in α(G) ≤ κ(G) hamiltonov.

7. Naj bo G graf in xy ∈ E(G). Dokaºi: κ(G)− 1 ≤ κ(G− xy) ≤ κ(G).

8. Naj bo G graf na 2n vozli²£ih in naj bo stopnja vsakega vozli²£a vsaj

n. Dokaºi, da je G povezan.

x d

v

yba

u
w c z

Slika 7: Graf G.
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4 Barvanje vozli²£ in povezav-ponovitev

1. Dolo£i kromati£no ²tevilo grafov na sliki 8.

Slika 8: Grafa G, H .

a

b

c

d

ef

g

h

i

Slika 9: Graf G.

2. Naj bo X = {1, 2, . . . , n}. De�nirajmo graf Gn,k takole:

V (Gn,k) = {Y ⊆ X ; |Y | = k},

E(Gn,k) = {Y1Y2; Y1, Y2 ∈ V (Gn,k) in |Y1 ∩ Y2| = 1}.

(a) Nari²i graf G4,2.

(b) Dolo£i kromati£ni indeks in kromati£no ²tevilo grafa G4,2.

() Graf Gn,k je o£itno regularen. Dolo£i njegovo stopnjo.

3. Dokaºi, da za poljubna grafaG inH velja: χ(G✷H) = max{χ(G), χ(H)}.

4. Dolo£i kromati£no ²tevilo grafa C4✷G, kjer je G graf na Sliki 9. Dolo£i

²e kromati£ni indeks grafa G.
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5. Dokaºi ali ovrzi naslednje trditve.

(a) Vsak k-kromati£en graf ima dobro k-barvanje, v katerem ima en

bravni razred α(G) vozli²£.

(b) Za vsak graf G je χ(G) ≤ |V (G)| − α(G) + 1.

6. Graf Sierpinskega S(n, k) je de�niran takole: V (S(n, k)) = {1, 2, . . . , k}n.
Dve razli£ni vozli²£i u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) sta sosednji na-

tanko tedaj ko obstaja h ∈ {1, . . . , n} tako da

(i) ut = vt za vsak t ∈ {1, 2, . . . , h− 1};

(ii) uh 6= vh; in

(iii) ut = vh in vt = uh za vsak t ∈ {h+ 1, . . . , n}.

Nari²i grafa S(3, 3) in S(2, 4). Izra£unaj χ(S(n, 3)) in χ′(S(n, k)), za
sodi k.

7. Dokaºi, da so 3-regularni hamiltonovi gra� tipa 1.
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4.1 Kriti£ni gra�

1. Dokaºi, da je za vsak k-kriti£en graf H δ(H) ≥ k − 1.

2. Poi²£i kromati£no ²tevilo grafa G na sliki 10. Ali je G kriti£en graf?

�e ni, poi²£i kak χ(G)-kriti£en podgraf od G.

3. Naj bo G zdruºenje grafov C5 inKs. Dolo£i kromati£no in kli£no ²tevilo

grafa G. Ali je G barvno kriti£en?

Slika 10: Graf G.

4. Dokaºi, da je vsak k-kriti£en graf 2-povezan.

5. Dokaºi, da je vsak k-kriti£ni graf (k − 1)-povezan po povezavah.

6. Naj bo G k-kriti£en graf.

(a) Dokaºi, da G nima prese£ne mnoºie s paroma sosednjimi vozli²£i.

(b) Dokaºi: £e je S = {x, y} prese£na mnoºia, potem xy /∈ E(G) in
G ima S-lobe H tako da velja: χ(H + xy) = k.

7. Za vsak n ≥ 4 in n 6= 5 konstruiraj 4-kriti£en graf na n vozli²£ih.

8. Dokaºi, da je za vsak k-kromati£en graf G brez trikotnikov, Myielski-

jeva konstrukija G′
, (k + 1)-kromati£en graf brez trikotnikov.

9. Dokaºi: �e je G k-kriti£en, potem je G′
(Myielskijeva konstrukija)

(k + 1)-kriti£en.
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5 Neodvisnostno ²tevilo

1. Dokaºi:

(a) α(G✷H) ≤ min {α(G)|V (H)|, α(H)|V (G)|}

(b) α(G✷H) ≥ α(G)α(H) + min {|V (G)| − α(G), |V (H)| − α(H)}.

2. Dokaºi χ(G) ≥
⌈

|V (G)|
α(G)

⌉

, α(G) ≥ |V (G)|
∆(G)+1

. Za vsako neenakost poi²£i

primer grafa za katerega bo veljal ena£aj.

3. Pokaºi, da za netrivialen graf G velja α(G) ≤ |V (G)| − |E(G)|
∆(G)

.

4. Dokaºi: α(G) ≥
∑

v∈V (G)
1

degG(v)+1
.

5. Dokaºi, da je graf G m-pobarljiv natanko tedaj, ko je α(G✷Km) ≥
|V (G)|.
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6 Splo²no

1. Naj bo G graf z diametrom vsaj 3. Dokaºi, da je diameter grafa G
najve£ 3.

2. Dokaºi, da je graf G dvodelen natanko tedaj, ko ima vsak podgraf H
grafa G neodvisno mnoºio velikosti vsaj

|V (H)|
2

.

3. Naj bo G graf z δ(G) ≥ n−1
2
.

(a) Dokaºi, da je diameter graf G najve£ 2.

(b) Ali je G povezan?

4. Naj bo G povezan graf, ki ne vsebuje niti P4 niti K3 kot induiran

podgraf. Dokaºi, da je G polni dvodelni graf

5. Naj bo G povezan graf, ki ne vsebuje niti P4 niti C4 kot induiran

podgraf. Dokaºi, da v G obstaja vozli²£e s stopnjo |V (G)| − 1.
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