1 Ponovitev

Graf G = (V(G), E(G)) sestavlja mnozica tock V(G), imenovanih vozlis¢,
ter mnoZica povezav med temi vozliséi, E(G). Ce med vozlistema u in
v obstaja povezava pravimo, da sta vozliS¢i v in v sosednji. Povezavi, ki
imata skupno eno krajis¢e, imenujeno incidenéni povezavi (na primer po-
vezavi wv in uw). Stopnja vozlis¢a u, deg(u), predstavlja Stevilo vozlise,
ki so z u sosednji. NajmanjSo stopnjo med vsemi vozli§¢i grafa imenujemo
minimalna stopnja vozlis¢ v grafu in ozna¢imo §(G), najvecjo pa ma-
ksimalna stonja vozlis¢, A(G). Ce sta v grafu minimalna in maksimalna
stopnja enaki recemo, da je graf regularen. Za grafe velja naslednja opazka:

Lema o rokovanju.

Y degg(v) = 2|E(G)]

veV(Q)

Graf H = (V(H),E(H)) je podgraf grafa G = (V(G), E(Q)), ¢e velja:
V(H) CV(G)in E(H) C E(G). Podgraf H se imenuje vpeti, ¢e ima enaka
vozlisca kot graf G. Ce ima podgraf H na svojih vozliscih vse iste povezave
kot graf GG se imenuje inducirani podgraf grafa G. Graf se imenuje povezan,
Ce za vsak par vozliS¢ obstaja pot med njima v grafu. Ce graf ni povezan, je
nepovezan. Vsaka povezana enota grafa se v tem primeru imenuje povezana
komponenta grafa. Vozlisce v grafa G se imenuje prese¢no vozli§ce, Ce
graf po odstranitvi tega vozlis¢a postane nepovezan. Povezava e grafa G se
imenuje most, ¢e graf po odstranitvi te povezave postane nepovezan.

Graf G je dvodelni graf, ¢e lahko mnozico vozlis¢ zapisemo kot V(G) =
AUB, AN B = ( tako, da znotraj mnoZice A ter znotraj mnozice B ni
povezav. Izkaze se, da je graf dvodelni natanko tedaj, ko nima lihih ciklov.
Bijektivna preslikava f : V(G) — V(H) je izomorfizem grafov, Ce je
wv € E(G) natanko tedaj, ko je f(u)f(v) € E(H).

1. Spomnimo se nekaj znanih grafov in njihovih oznak.

2. Narisigraf G, ¢e je V(G) = {z,y, 2, u, v} in E(G) = {2y, yv, vz, uz, uv, uy}.
Dolo¢i stopnje vozlis¢ grafa G, §(G), A(G) in narisi G.

3. Nari§i primer grafa na

(a) Stirih vozlis¢ih s stopnjami: 1,2,2,3;

(b) petih vozlis¢ih s stopnjami: 1,3,3,4,4;



(c) Sestih vozlis¢ih, ki ima vsa vozlis¢a lihe stopnje in vsaj eno vozlisée
stopnje 5.

4. Dokazi, da povezan r-regularen graf, kjer je r sodo Stevilo, nima mosta.
5. Podan je graf G na sliki 1.

(a) Narisi primer podgrafa H grafa G, za katerega je V(H) = {z, z, u, v}.

(b) Narisi primer podgrafa H grafa G, ki je induciran z vozliséi iz
mnozice {z, z,u,v,y}.

(c) Narisi primer vpetega podgrafa H grafa G.
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Slika 1: Graf G.

3-ciklov.

7. Dokazi, da ima graf G' na vsaj dveh vozli§¢ih, vsaj dve vozlisci iste
stopnje.

8. Brane je skupaj s svojo zeno Ano priredil zabavo. Na zabavo so prisli
Se §tirje drugi pari. Nekateri udelezenci so si na zabavi segli v roko z
drugimi, medtem ko si nihce ni segel v roko s svojim partnerjem. Na
koncu zabave je brane vprasal ostale udelezence, s koliko osebami so
se rokovali. Dobil je 9 razli¢nih odgovorov. S koliko udelezenci se je
rokovala Ana?

9. Kateri od grafov na sliki 2 so med seboj izomorfni?

10. Poisci primer asimetri¢nega grafa G' (njegov edini avtomorfizem je iden-
titeta) z [V (G)| > 1.

11. Pokazi, da ima vsak graf G, ki je izomorfen svojemu komplementu 4n
ali 4n + 1 vouzlisc.
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Slika 2: Garfi in naloge 9.

Za vsak par grafov na sliki 3 dolo¢i ali sta izomorfna. Ce sta poisci
izomorfizem med njima, sicer utemelji, zakaj nista izomorfna.
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Slika 3: Grafi G, H in F.

Naj bo U poljubna kon¢na mnozica in D neka neprazna druzina nje-
nih podmnozic. Definirajmo graf G takole: V(G) = D in E(G) =
{AB; A # B, AN B # 0}. Graf G imenujemo presecni graf druzine D.
Katerim znanim grafom sta izomorfna presecna grafa druzine D, kjer
je

(a) D={{i,i+1}; i=1,2,...,n—1};
(b) D druzina vseh (n — 1)-elementnih podmnozic n-elementne mno-
Zice.
(c) Narisi prese¢ni graf maksimalnih polnih podgrafov grafa na sliki
1.
Naj bo V(G) = {vy,va, ..., v,}. Dokazi, da velja:

n— 2

S pomocjo stopnje vozlis¢a g grafa G in vozlisca h grafa H zapisi stopnjo
vozlis¢a (g, h) grafa GOH. Narisi graf P30Ks.

Za kartezicni, krepki in leksikografski produkt zapisi formule za razdalje
v produktu, glede na razdalje v faktorjih.



2 Drevesa in dvodelni grafi

Drevo je povezan graf brez ciklov. Gozd je graf brez ciklov.
Za graf G so naslednje naslednje trditve

(
(b
(

)
c)
)

d) G je povezan in §tevilo povezav je |E(G)| = |V (G)| — 1.

a) G je drevo;

G je povezan in vsaka povezava je most;

Vsak par vozliS¢ povezuje natanko ena pot;

Graf G je dvodelni graf natanko tedaj, ko ne vsebuje lihega cikla.

2.1

1.

Naloge

Dokazi, da je G drevo natanko tedaj, ko je G povezan in |E(G)| =
V(G)] —1.

. Narisi vsa paroma neizomorfna drevesa na Sestih vozliscih.

Naj bo F = (V, E) gozd s ¢ povezanimi komponentami. Dokazi, da je
Bl =V]-c

. Dokazi, da je zaporedje naravnih Stevildy > dy > ... > d,, > 1 (n > 2)
d; =
1 Wi

zaporedje stopenj vozlis¢ nekega drevesa natanko tedaj, ko je "
2n — 2.

Drevo T' ima stopnje vozlis¢ 1 in 4. Vemo, da ima natanko 10 vozlis¢
stopnje 4, ostala vozlis¢a pa so stopnje 1. Koliko povezav oziroma
vozlis¢ premore drevo.

Drevo T' ima §tiri vozlis¢a stopnje 2, eno vozlisce stopnje 3, dve vozlisci
stopnje 4 in eno vozlisce stopnje 5. Vozlis¢ visjih stopenj nima. lzra-
¢unaj koliko vozlis¢ stopnje 1 ima? Koliko vozlis in koliko povezav ima
drevo 17

Naj bo T druzina dreves, ki imajo vsa notranja vozlis¢a stopnje 3.

(a) Narisi vsa neizomorfna drevesa druzine 7 na 12ih in 13ih vozli¢ih.

(b) Pokazi, da imajo drevesa druzine 7 S$tevilo listov za 2 vedje od
Stevila notranjih vozlisc.



8. Naj bo G k-regularen dvodelen graf z £ > 0 in dvodelnim razbitjem
V(G) = X +Y. Dokazi, da velja: | X| =Y.

9. Iz standardne 8 x 8 Sahovnice odstranimo zgornji levi kvadrat in spodnji
desni kvadrat. Dokazi, da dobljene deske ne moremo pokriti z 1 x 2
dominami tako, da se domine med seboj ne prekrivajo.



2.2 Tetivni grafi

1. Poisc¢i popolno eliminacijsko shemo grafoma na sliki 4.

Slika 4: Garfa iz naloge 1.

2. Dokazi, da sta tetivna graf GG narisana na sliki 5 tako poddrevesna grafa
kot poddrevesna grafa klik.

Slika 5: Garfa iz naloge 2.

3. Dokazi, da je graf G tetiven natanko tedaj, ko je G poddrevesni graf
klik.

4. Dolo¢i kromati¢no Stevilo tetivnega grafa G glede na kli¢no Stevilo

w(G).
5. Dokazi, da za vsak graf intervalov G velja: x(G) = w(G).

6. Naj bo G tetivni graf. Dokazi, da lahko G predstavimo kot prese¢ni
graf dreves drevesa 7', kjer vsak list drevesa 1" predstavlja eno vozlisce
grafa G.

7. Karakteriziraj simplicialna vozlisca znotraj dreves.

8. Dokazi, da drevesa, ki so grafi intervalov nimajo asteroidnih trojk. (Tri
nesosednja vozlisca, za katere velja, da med poljubnima dvema obstaja
pot, ki ne seka okolice tretjega vozlisca, je asteroidna trojka.)
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10.
11.

12.

Karakteriziraj grafe intervalov znotraj dreves. Neformalni dokaz!
Ali so racepljeni grafi popolni? Ali so blo¢ni grafi popolni?
Dokazi, da je komplement tetivnega grafa popoln graf.

Dokazi, da so tetivni grafi Sibko tetivni. (Graf G je sibko tetiven, ¢e G
in G ne vsebujeta induciranih ciklov dolzive > 4.)



3 Prirejanja

Slika 6: Graf G.

1. Ali ima graf G na sliki 6 popolno prirejanje?
2. Dokazi Hallov izrek s pomocjo Dilworthovega izreka dokazi .

3. Imamo mnozico ljudi in mnozico prostih sluzb tako, da je vsaka oseba
kvalificirana za natanko k sluzb in obstaja natanko & ljudi, ki so kva-
lificirani za vsako izmed sluzb.

(a) Dokazi, da je stevilo ljudi enako Stevilu sluzb.

(b) Pois¢i najvecje mozno $tevilo ljudi, ki dobijo sluzbe za katere so
kvalificirani.

4. Vsak ucenec v razredu ima seznam k knjig, ki si jih zeli sposoditi v
knjiznici. Vsaka knjiga se pojavi na natanko & seznamih. Ucenci bi si
radi istocasno sposodili vsak po eno knjigo iz seznama. Najvec koliko
ucencev lahko dobi knjige?

5. Grafu na sliki pois¢i najmanjse vozlis¢no pokritje.
6. 7(G) izrazi z a(G).

7. Zapisi definicijo (popolnega) prirejanja z uporabo vpetih podgrafov in
stopnje vozlisc.



8. Naj bo G = A+ B dvodelen graf in naj za vsak X C A velja: |[N(X)| >
|X|. Dokazi, da obstaja tako prirejanje M, da za vsak z € A velja:

degy(z) = 1.

9. Naj bo G graf, ki ima popolno prirejanje. Dokazi, da vsako prirejanje
dobljeno s pozresno metodo, pokrije vsaj polovico vseh vozlis¢ grafa G.



3.1

1.

Povezanost

Naj bo k sodo stevilo. Hj,, je graf na n vozliscih, ki leZijo na krogu
tako da tvorijo vozlisca pravilnega n-kotnika. Vsako vozlisce je sosednje

s £ najblizjimi vozli¢i v vsako smer. Dokazi, da je k(Hy,) = k.

. Konstruiraj graf G za katerega velja: k(G) < A(G) < 0(G).

Dokazi, da za 3-regularne grafe velja x(G) = A(G).

Brez uporabe Mengerjevega izreka dokazi, da je graf G z vsaj tremi
vozlis¢i 2-povezan natanko tedaj, ko za poljubni vozlis¢i u,v grafa G
obstajata notranje disjunktni u, v-poti v G.

Poiséi k(x,y) (velikost najmanjse separacije za x,y) grafa G na Sliki 7.

Dokazi, da je graf G z |[V(G)| > 3 in a(G) < k(G) hamiltonov.

. Naj bo G graf in zy € E(G). Dokazi: k(G) — 1 < k(G — zy) < k(G).

Naj bo G graf na 2n vozlis¢ih in naj bo stopnja vsakega vozlis¢a vsaj
n. Dokazi, da je G povezan.

X d

v
W s
a y

Slika 7: Graf G.
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4 Barvanje vozliS¢ in povezav-ponovitev

1. Dolo¢i kromati¢no Stevilo grafov na sliki 8.

Slika 8: Grafa G, H.

Slika 9: Graf G.

2. Naj bo X = {1,2,...,n}. Definirajmo graf G,, ; takole:
V(Gnp) ={Y € X; [Y] =k},
E(Gur) = {V1Ye; Y1,Y2 € V(Gyy) in [Y1NYa| =1}

(a) Narisi graf Gy .
(b) Dolo¢i kromati¢ni indeks in kromati¢no $tevilo grafa Gy ».

(c) Graf G, je oCitno regularen. Dolo¢i njegovo stopnjo.

3. Dokazi, da za poljubna grafa G in H velja: x(GOH) = max{x(G), x(H)}.

4. Dolo¢i kromaticno stevilo grafa C4,O0G, kjer je G graf na Sliki 9. Dolo¢i
Se kromati¢ni indeks grafa G.
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. Dokazi ali ovrzi naslednje trditve.

(a) Vsak k-kromaticen graf ima dobro k-barvanje, v katerem ima en
bravni razred a(G) vozlisé.

(b) Za vsak graf G je x(G) < |[V(GQ)| — a(G) + 1.

. Graf Sierpinskega S(n, k) je definiran takole: V(S(n,k)) = {1,2,...,k}".
Dve razli¢éni vozliséi u = (uq, ..., u,), v = (v1,...,v,) sta sosednji na-
tanko tedaj ko obstaja h € {1,...,n} tako da

(i) wg =v; zavsak t € {1,2,...,h —1};

(i) up # vp; in

(ili) wy = vy in vy = up za vsak t € {h+1,...,n}.

Narisi grafa S(3,3) in S(2,4). Izracunaj x(S(n,3)) in x'(S(n, k)), za
sodi k.

. Dokazi, da so 3-regularni hamiltonovi grafi tipa 1.
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4.1

1.

2.

Kriti¢ni grafi
Dokazi, da je za vsak k-kriti¢en graf H 6(H) > k — 1.

Poisci kromaticno Stevilo grafa G na sliki 10. Ali je G kriticen graf?
Ce ni, poiséi kak x(G)-kriti¢en podgraf od G.

Naj bo G zdruzenje grafov C5 in K. Dolo¢i kromati¢no in kli¢no tevilo
grafa G. Ali je G barvno kritic¢en?

Slika 10: Graf G.

Dokazi, da je vsak k-kriticen graf 2-povezan.

. Dokazi, da je vsak k-kriti¢ni graf (k — 1)-povezan po povezavah.

Naj bo G k-kriticen graf.

(a) Dokazi, da G nima prese¢ne mnozice s paroma sosednjimi vozlisci.

(b) Dokazi: ¢e je S = {z,y} presetna mnozica, potem zy ¢ E(G) in
G ima S-lobe H tako da velja: x(H + xy) = k.

Za vsak n > 4 in n # 5 konstruiraj 4-kriti¢en graf na n vozliséih.

Dokazi, da je za vsak k-kromaticen graf G brez trikotnikov, Mycielski-
jeva konstrukcija G’, (k + 1)-kromatic¢en graf brez trikotnikov.

Dokazi: Ce je G k-kriticen, potem je G’ (Mycielskijeva konstrukcija)
(k + 1)-kriticen.
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Neodvisnostno Stevilo

. Dokazi:
(a) a(GOH) < min{a(G)|V(H)|,a(H)|V(G)[}
(b) a(GOH) > a(G)a(H) + min {|V(G)| — a(G), |V(H)| — a(H)}.

. Dokazi x(G) > {%-‘, a(G) > A“(/C(Y,i)r'l. Za vsako neenakost poiséi

primer grafa za katerega bo veljal enacaj.

. Pokazi, da za netrivialen graf G velja a(G) < |[V(G)| — |§Egg‘.

. Dokazi: a(G) = > cv o) m'

. Dokazi, da je graf G m-pobarljiv natanko tedaj, ko je o(GOK,,) >

V(G)].
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Splosno

. Naj bo G graf z diametrom vsaj 3. Dokazi, da je diameter grafa G
najvec 3.

. Dokazi, da je graf G dvodelen natanko tedaj, ko ima vsak podgraf H
[V (H)

grafa G' neodvisno mnozico velikosti vsaj =5

. Naj bo G graf z §(G) > 22

(a) Dokazi, da je diameter graf G najvec 2.
(b) Ali je G povezan?

. Naj bo G povezan graf, ki ne vsebuje niti P; niti K3 kot induciran
podgraf. Dokazi, da je G polni dvodelni graf

. Naj bo G povezan graf, ki ne vsebuje niti P, niti C; kot induciran
podgraf. Dokazi, da v G obstaja vozlis¢e s stopnjo |V (G)| — 1.
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