Naloge za predmet Teorija mnoZic

5. skupina nalog: dobra ureditev

1. Ugotovite, ali so naslednje mnozice dobro urejene:

(a) Mnozica Z vseh celih stevil z naravno ureditvijo;

(b) Mnozica Q vseh racionalnih Stevil z naravno ureditvijo;
)
)

(c

(d) Mnozica {1 — L:n € N} z naravno ureditvijo?

Mnozica R vseh realnih stevil z naravno ureditvijo;

2. Na N je definirana ureditev < na naslednji nacin:

(n je sodo in m je liho) ali
n<m < (ninm stasodiin n < m) ali
(n in m sta lihi in n < m).

(a) Dokazite, da je (N, <) dobro urejena mnozica.

(b) Poiscite injektivno narascéajoco funkcijo f : (N, <) — (N, <).

(c) Pokazite, da ne obstaja injektivna narascajoca funkcija
g: (N,<) — (N, <).

(d) Primerjajte (po velikosti, glede na ureditev ordinalnih stevil) ordinalni stevili [(N, <)]
in [(N,<)].

3. Na mnozici N x N definiramo ureditev < na naslednji nacin:

(z,y) X (s,t) & (x 4+ y sodo & s+t liho )

((x +y sodo & s+t sodo )
(x+y<s+tV(iz+y=s+t&az<ys)))

((z +y liho & s+ ¢ liho )

(x<sV(x=s&y<t))).

<<

Preverite, ali je urejena mnozica (N x N, <) dobro urejena in izracunajte njen ordinalni tip.
4. Na mnozici N x N definiramo ureditev < na naslednji nacin:
(m,n) 2 (p,q) & m<pV(m=pkn<q).

Dokazite, da je (N x N, <) dobro urejena mnoZica. Je njen ordinalni tip enak w?? DokaZite
trditev.

5. Na Z je definirana ureditev < s formulo
u<v < |ul <V (ul = v &u < ).
Dokazite, da je (Z, <) dobro urejena mnozica in da je njen ordinalni tip enak w.

6. Pokazite, da v vsaki dobro urejeni mnozici vsak element, razen najvecjega (¢e le-ta obstaja),
ima neposrednega naslednika.



10.

11.

12.

13.

Poiscite primer urejne mnozice v kateri vsak element ima neposrednega naslednika, ki pa ni
dobro urejena.

(Princip transfinitne indukcije) Naj bo K dobro urejena mnozica in J njena podmnozica,
za katero za vsak a € K velja: K, C J = a € J. Tedaj je J = K. (Tukaj K, oznacuje
zacetni del {z € K : x < a} mnozice K.)

Ali lahko v dobro urejeni mnozici obstaja neskoncéno zaporedje x1 > x9 > 13 > ...7

Dokazite, da je linearno urejena mnozica dobro urejena natanko takrat, kadar ne vsebuje
podmnozice z ordinalnim tipom w*.

Opisite dobro urejeno mnozico, ki ima natanko 5 limitnih elementov. Opisite dobro urejeno
mnozico, ki ima natanko Ny limitnih elementov.

Ce je (X, <) dobro urejena mnozica, tedaj je tudi mnozica Y vseh njenih limitnih elementov
dobro urejena (glede na relacijo < N(Y x Y') ). Poiscite taksen X, da bo mnozica Y imela
ordinalni tip w + 1.

Opisite en primer dobro urejene mnozice X, za katero bo veljalo, da mnozica limitnih ele-
mentov mnozice limitnih elementov mnozice X ima natanko 3 elemente.



