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1 Osnovno o matematic¢ni logiki in mnozicah

1. Preberite naglas (po moznosti na ve¢ na¢inov):

(a) {1,2,3}

(d) {reN:1<z<6}

e) {reN:x <7}

) {zeR:3<z <7}

(g) {reR:2?+52+6 <0}
re€C:z!™+52—-2=0}

{0,0}

)

)

)

)

)

)

) {z €R:2? + 52+ 6 =0}
(h) {x eR: 2% +5r—2=0}

) {# €Q:2?+52—-2=0}

)

)

)

)

)

{{{03}})
({z e R:2? + 5246 =0})

3. Preberite naglas:

(a) =(-a) & a

(b) aVa & a, aka & a

(c) (avb)Ve o aV(bVe), (a&b&ec & a&(b&e)

(d) avb e bVa, a&b < b&a

(e) aV(b&c) & (aVb)&(aVve), a&(bVe) & (a&bd)V(a&e)
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(f) =(aVvbd) & (—a)& (—b), ~(a&b) & (—a)V (-b)
(2) (a = b) & (-aVb)

(h) =(a = b) & (a& —b)

(i) (a & b) & ((a = b)& (b = a))

4. Preberite naglas (po moznosti na ve¢ naé¢inov):

(a) Ve,z+ 0=z

(b) Ve eR,z2+0=x

(¢) Vo,Jy, 2 +y=0

(d) Vee€Z,JyeZ,x+y=0
(e) Vo,Vy,Vz,o+ (y+2) = (x+y) +2
(f) VeeC,VyeCVzeCoa+ (y+2)=(x+y) +2
(g) Vz,y,z€Coz+(y+2)=(x+y)+ =
(h) Vz,Vy,z +y =y + =z,

(i) VeeC,VyeCix+y=y+=x
() Yn e N,Vz,Jy,ny =z

(k) Yn e N,Ve € G, 3y, ny =«
) VneNVz,2#0 = nz #0
(m) Vn e NV € G, #0 = nx £ 0

(n) Vz,3In € Nynz =0

(o) Ve e G,3IneN,nz =0

(p) Vz,Vy,z-y=0= (x=0VvVy=0)

(@) Ve RVye Rxz-y=0= (x=0VvVy=0)

) VXCR,(X#DN&FyeR Ve X,2<y)) = (Fz € R,z =supX)

. Dokazite, da so vse trditve iz naloge 3 tavtologije.
. Poiscite izjave A, B, C, ki bodo dokazovale, da izjava

(A= B=0)< (A= B)=20)
ni tavtologija.

. Za vsako izmed naslednjih izjav ugotovite, ali je tavtologija. Za vsako svojo trditev tudi
utemeljite.

(a) (A& B)V ((AVB)&(~AV-B))) & (AV B)

(b) (n(A&B)VvVC(C) = (C&-B)) & ((A&B)VC)&~(B&())
(B ()= -A) < (-C = (A< DB))

(A= B) = (AANB)VC)V((A= B) = (AVB)AQ))
((AAB)VC) = (A< B)V(((AVB)ANC) & (A = B))

Napigite kontrapozicijo in obrat trditve “Ce je x < 0, tedaj je 22 — 2 > 0”. Dolocite
katere med temi tremi trditvami so resnicne.

)
(c)
(d)
(e)
(a)
(b) V kateri mnozici ste obravnavali prejsnjo nalogo? Kako ste razumeli (nenapisane)

kvantifikatorje?
(¢) Enako v primeru trditve “Ce je x > 0, tedaj je 22 — 2z > 07.
. Bodita A in B poljubni mnozici realnih Stevil. NapiSite negacije naslednjih trditev:
(a) Za vsak a € A je res, da je a® € B.
(b) Za vsaj en a € A je res, da je a® € B.

)
(c) Za vsak a € A je res, da a® ¢ B.
(d) Za vsaj en a € A je res, da je a® € B.



2 Matematicna indukcija

7 matemati¢no indukcijo dokazite, da za vsako naravno stevilo n velja:

n(n+1)
2

2. 14+345+-+(2n—1) =n?

L1424 +n=

3.1-+2.21+ - 4n-nl=mn+1)!-1
n(2n—1)(2n+1)

4. 12432452+ + (2n—1)? =

3
. . . ) sin((n'gl)w)sin(%) ) o
5. sinx +sin2z +sin3x + - - - + sinnz = (2 , za poljubno realno stevilo x
sin(Z
2
6 T 27 2w V3 sin 2n§1”
- cos 5 rcos cos —— = 3 on
1 2 3 n n -+ 2
R T I ) R
7 2+22+23 +2” 2n
8.2:1-14+3-2:24+4-3-224+-- .+ (n+1)-n-2""1=2".(n>—n+2) -2
1 2 3 n n+2
9. ~+ =+ —=...+—=2—
2+22+23 +2” 2n

1 2
10. 1~2+2-3—|—3-4+~--+n.(n+1):w

1
11. 2+5+8+~-~+(3n71):§n(3n+1)

1 1 1
12 —+ —+... =1-
1-2+2-3+ +n(n—|—1) n+1
- n—1n<n+1)

13. Z(—l)i“i2 (-1) 5

=1
14. Y 2'=2(2" - 1)
P S SRR & R S SR VISV (U SR & R 5 R
"\l 2 n 2 3 n n—1 n n)

16. 2™ +

17.

iBi+1) nm+1)?

>
=1
18. Zn:(9 +4k) = 2n® + 11n
k=1
>

19.
2 2



20.
21.
22.

23.

24.

25. 1

26.
27.
28.
29.
30.

31.

32. a"
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.

2" <nl cejen >3
10° 4+ 10 +...10" < 10"t

2" >n? cejen>5

1+ )

27

3\>—‘

1 1

A AR e
204l (2n)! = ((n+ 1))
2" <2t —2ntl

VRV2n + 24+ vnv2n+1—-v2n+1V2n+2 >0

(14+a)™ > 1+ na, za vsa realna stevila ¢ > —1 (Bernoullijeva neenakost)

lar +as + -+ ay| < |ar| + |az| + - - - + |an], za poljubna realna stevila aq, as,...,an

U SRS SR
32 " 52 (2n+1)2 4

—l=(a—D(@" ' +a" ?+. . +a+1)

stevilo 11"+ 4122771 je deljivo s 133

stevilo 3"t — 2n2 + 13 je deljivo s 4

stevilo 7" 4 2"%2 je deljivo s 5

stevilo 22" ima v desetickem sistemu zadnjo Stevko enako 6
stevilo 22" 4+ 15n — 1 je deljivo s 3

stevilo 7"(3n + 1) — 1 je deljivo z 9

14| (5.2 — 7271 _19.10%" 4 21T1)

3[(4"=1)

133 | (117 122771

Fibonaccijeva stevila so definirana rekurzivno z: Fy =1, Fy, = 1, F,41 = F,, + F,_1 za
vsa naravna $tevila n > 1. Isto zaporedje (z enim ¢lenom veé¢) dobimo z zafetnima pogojema
Fy =0, Fy = 1. V nekaterih virih se pojavlja definicija, v kateri se zacetna pogoja glasita
Fy = 1, I} = 1 — tako dobljeno zaporedje se razlikuje od nasega (zamaknjeno je za eno
mesto).

1.

Dokazite, da za vsak n € NU {0} velja

e ((50) - (59))

Ta trditev se imenuje Binetova formula.

. Dokazite, da za vsak n € N velja F,_1 - F,,11 = F2 + (—=1)"™.



10.

11.

12.

13.

. Dokazite, da za vsak n € NU {0} velja Z F?=F, Fn1.

=0

. Dokazite, da za vsak n € NU {0} velja Fo + F1 + -+ F,, = Fj,42 — 1.
. Dokazite, da za vsak n € NU {0} velja F,, < 2".

. Zaporedje je podano z rekurzivno formulo a,4+1 = 2a,, + 3a,—1 za vse n € N in zatetnima

vrednostima ag = 3 in a; = 1. Dokazite, da za vsak n € NU {0} velja a,, = 3" + 2(—1)".

Zaporedje je podano rekurzivno z: a; = 2, as = 3 in a, = 3a,_1 — 2a,_2 za vse n > 3.
Dokazite, da za vsak n € N velja a, = 1+ 2"~ L.

. Zaporedje je podano rekurzivno z: ap = 3, a; = 5 in a, = a?_; — 2(an_2 — 1)? za vse

n > 2. Dokazite, da za vsak n € NU {0} velja a,, = 1+ 22",

. Zaporedje je definirano z rekurzivno formulo a,11 = ap+a1 +as+---+a, +n+1 za vse

n € NU {0} in zacetno vrednostjo ag = 0. Dokazite, da za vsak n € N velja a,, = 2" — 1.

Zaporedje je definirano rekurzivno z: a; = 1, as = 3 in a,, = Gp—1 + ap_2 za vse n > 3.

Dokazite, da za vsak n € N velja a,, < (Z)”

Zaporedje je podano z rekurzivno formulo a,, = 3a,_2 + 2a,_3 in zacetnimi vrednostmi
ap =1,a; = 3 in ag = 7. Dokazite, da za vsak n € NU {0} velja

5 2 14
= (=24 2n) (c1)n 4 —on,
a < 9+3n)( ) +t3

Zaporedje je podano zacetnimi vrednostmi ag = 1, a; = 2, as = 3 ter z rekurzivno formulo
ar = ag—1 + ax—2 + ap_3, za vse k > 3. Dokazite, da velja a,, < 2" za vsak n € NU {0}.

Tla oblike pravokotnika velikosti 2 x n tlakujemo s tlakovci oblike 2 x 1 in 2 x 2. Pokazite,
da se Stevilo razli¢nih tlakovanj, ki jih pri tem dobimo, da izracunati po rekurzivni formuli:
ap =1, a3 =3, an = ay_1 + 2a,_2, za vse n > 3. Dokazite, da za vsak n € N velja

2 1
n= 22" 4 —(=1)".

Se nekaj nalog o matematicni indukeiji:

1.

7 matematicno indukcijo dokazite, da za vsak n € N velja

+ap+-+
@1, T, an € [a,h] = ’”2n I ¢ la,b].

. Z matemati¢no indukcijo dokazite, da za vsak n € N velja

/ ™
\/2+ 2+"'+\/§:2COSW,

¢e je Stevilo znakov ./~ na levi enako n.

. Z matemati¢no indukcijo dokazite, da za vsak n € N obstaja £k € N, tako da velja

(n+1)* —n® = 2k — 1. (Razlika poljubnih dveh zaporednih kubov je vedno liho §tevilo.)

. Dokazite, da za vsako liho naravno stevilo n velja, da je 2" 4+ 1 deljivo s 3 in da za vsako

sodo naravno $tevilo n velja, da 2" + 1 ni deljivo s 3.

. Dokazite, da za poljubno naravno stevilo n in poljubnih n kroznic v ravnini velja, da lahko

obmocja, na katera so te kroznice razdelile ravnino, pobarvamo z dvema barvama tako,
da bo vsako obmocje pobarvano z eno barvo in da bosta poljubni dve sosednji obmocji
pobarvani z razli¢nima barvama. Obmocji sta sosednji, ¢e imata skupen lok kroznice.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. Dokazite, da n premic v ravnini, od katerih nobeni dve nista vzporedni in za katere velja,

n%+n+2

da se v vsaki tocki ravnine sekata kve¢jemu dve, razdeli ravnino na 5

obmodcij.

. Naj bo p palindrom (Stevilo, ki se bere z obeh strani enako) s sodim Stevilom Stevk.

Pokazite, da potem 11 | p.

. Tablico ¢okolade, sestavljajo kvadratki postavljeni v m vrstic in n stolpcev (kot obi¢ajno).

Tablico bi radi razdelili na najmanjse kvadratke, pri ¢emer smemo (kot obi¢ajno) uporab-
ljati samo horizontalne oziroma vertikalne prelome (po ¢rtah — vrsticah ali stolpcih).
Pokazite, da vedno potrebujemo natanko mn — 1 prelomov, da razdelimo ¢okolado na
najmanjSe kvadratke.

. Pokazite, da se da vsako naravno Stevilo n, n > 12, zapisati v obliki n = 4z + 5y, kjer sta

z,y € NU{0}.
n(n—3).
2

Dokazite, da je v poljubnem konveksnem n-kotniku vsota vseh njegovih notranjih kotov
enaka (n — 2) - 180°.

Dokazite, da je stevilo diagonal v poljubnem n-kotniku enako

Definirajmo zaporedje polinomov P,(z), n > 0, rekurzivno z Py(x) = 1, Pi(z) = =,
Poi1(z) = 2P, (z) — Py_1(x) za Vn > 2. Z matemati¢no indukcijo dokazite, da za vse
sin(n + 1)p

n € NUO in vse ¢ € R, za katere je sinp # 0, velja P,(2cos¢) = .
sin

Naj bodo z1, x3,. ..z, pozitivna realna §tevila. Dokazite, ! da velja

r1+ X9+ + Ty
n

Z Vxl.xQ...xn_l.xn_

7 matemati¢no indukcijo dokazite, da za vsako naravno stevilo n velja:

n n 2
>0 (x)
i=1 i=1
Dokazite, da je produkt poljubnih treh zaporednih stevil deljiv z 6 in produkt poljubnih
Stirih zaporednih Stevil deljiv s 24.

Dokazite, da za vsak n € N velja, da si lahko na Sahovnici velikosti 2™ x 2™ izberemo

poljubno polje in tlakujemo preostanek z L-triomini (liki, sestavljenimi iz treh kvadratkov
v obliki ¢rke L).

Na zabavo je bilo povabljenih 10 parov. Gostitelj je vprasal vse prisotne, vklju¢no z
njegovo zeno, s koliko ljudmi so se rokovali. Izkazalo se je, da se je vsak izmed vprasanih
(gostitelj je izkljucen) rokoval z razlicnim stevilom ljudi. Ce predpostavimo, da se nihée ni
rokoval s svojim partnerjem — mozem ali zeno, s koliko ljudmi se je rokovala gostiteljeva
zena? Poisc¢ite posplositev za primer n parov in jo dokazite s pomocCjo matematicne
indukcije.

Vsak izmed n udelezencev sre¢anja (n > 2) se je natanko enkrat rokoval z vsakim izmed
preostalih udelezencev. Poiscite formulo za skupno Stevilo rokovanj in jo dokazite s
pomocjo matematicne indukcije.

!Ena resitev je prikazana v [16].



19.

20.

21.

22.

Naj bo P(n) trditev “Skozi poljubnih n tock v ravnini lahko potegnemo premico”. Ugo-
tovite, kje je napaka v naslednjem “dokazu” trditve Vn € N, P(n) z matemati¢no induk-
cijo:

Baza indukcije: skozi eno tocko oc¢itno lahko potegnemo premico.

Korak indukcije: Naj bo n poljubno naravno $tevilo; predpostavimo, da je trditev P(n)
resniéna. Naj bo T3, Ts, ..., Ty, Ty+1 poljubnih n + 1 tock v ravnini. Po induktivni
predpostavki obstajata premica p, ki vsebuje tocke Ty, Ts, ..., T}, in premica p’, ki
vsebuje tocke Ty, ..., Ty, Thi1. Ker obe premici, p in p’ vsebujeta tocki Ty in Ty, 2z
dvema tockama pa je premica enolicno dolocena, velja p = p’. Torej, p je premica, na
kateri lezijo vse tocke Ty, To, ..., Tn, Tnt1. S tem je dokazano, da je trditev P(n + 1)
resnicna.

Naj bo P(n): “Za poljubnih n realnih stevil x1,xs,...,z, velja: Vi,j € {1,2,...,n},
xz; = z;7. Ugotovite, kje je napaka v naslednjem “dokazu” trditve Vn € N, P(n) z
matemati¢no indukcijo:

Baza indukcije: velja 1 = x;.

Korak indukcije: Naj bo n poljubno naravno Stevilo; predpostavimo, da je trditev P(n)

resni¢na. Naj bo z1, x2, ..., Tpn, Tp+1 poljubnih n + 1 realnih Stevil. Po induktivni
predpostavki velja 1 = 9 = -+ = x, in x2 = -+ =, = Tpq1. Ker je 9 =z, sledi
Ty =Ty =+ = TpTpy1. S tem je dokazano, da je trditev P(n + 1) resnicna.

Kaj je narobe z naslednjim “dokazom” trditve, da pri poljubnem pozitivhem realnem
stevilu a za vsako naravno Stevilo n velja ¢ 1 =1 ?

Baza indukcije: za n = 1 dobimo a'~! =a® = 1.

Korak indukcije: a("t) =1 = ¢" = % = 1—11 =1.

K?j je nalrobe z naslednjlim “dokgzom” trditve, da za vsako naravno §tevilo n velja
T2 a3 " T mon 2 a

-7 kar je res.

Korak indukcije: za poljubni n dobimo iz induktivne predpostavke, da trditev velja za n:

1
Baza indukcije: za n = 1 dobimo 3= g

. PSR SR 1 N S S
1.2 2.3 n—Dn ((n+1)—=Dn+1) 2 n nm+1)
3 1,1 1 3 1
2 n n n+l 2 n+1’

(To, da je nekaj narobe, vidimo npr. iz tega, da je, na primer, za n = 6 leva stran enaka
1 1 1 1 1

—+-+—+—+—==-,d —— ==

2tz T g T demaragm =3

Metoda minimalnega protiprimera; Dirichletovo pravilo

. Z metodo minimalnega protiprimera dokazite, da je v/2 iracionalno stevilu (po zgledu

Fermatovega dokaza z metodo neskonénega spusta).

. Z metodo minimalnega protiprimera dokazite, da je /n za n € N racionalno $tevilo

natanko takrat, kadar je n popoln kvadrat (kvadrat nekega naravnega stevila).

. Z metodo minimalnega protiprimera dokazite: ¢e je m > n, kjer sta m in n poljubni narav-

ni stevili, tedaj ne obstaja nobena injektivna funkcija f: {1,2,...,m} — {1,2,...,n}.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

. Z metodo minimalnega protiprimera dokazite: ¢e je n poljubno naravno §tevilo in je
M poljubna neprazna prava podmnozica mnozice {1,2,...,n}, tedaj obstajata naravno
Stevilo m, m < n, in bijekcija f : {1,2,...,m} — M.

. 'V 3.b je 37 dijakov. Dokazite, da obstaja mesec, v katerem imajo vsaj stirje dijaki rojstni
dan.

. Pokazite, da imata v poljubni skupini ljudi vsaj dve osebi enako mnogo znancev. Pri tem
predpostavljamo, da so poznanstva obojestranska.

. 'V sobi s povrino 5 m? polozimo 9 preprog. Vsaka ima povrsino 1 m? in je poljubne
2

oblike. Dokazite, da obstajata preprogi, ki se prekrivata z vsaj % m-.
. Pokazite, da se med stevili oblike 1111...1111 nahajajo veckratniki vseh stevil, tujih z 2
in 5.

. Pokazite, da ¢e poljubno izberemo 5 tock v enotskem kvadratu (v notranjosti ali na robu),

2
da tedaj med njimi obstajata dve tocki, ki se nahajata na razdalji manjsi od g

Pokazite, da lahko v poljubni mnozici desetih razlicnih dvomestnih §tevil izberemo dve dis-
junktni podmnozici, za kateri velja, da je vsota vseh elementov ene izmed teh podmnozic
enaka vsoti vseh elementov druge.

Dolocite n tako, da bo za vsako mnozico X devetih razli¢nih naravnih stevil z najvec¢jim
elementom n veljalo, da vsebuje dve disjunktni podmnozici A in B, za kateri bo veljalo
s(A) = s(B). Pri tem z s(Y') oznacujemo vsoto vseh elementov poljubne podmnozice Y
mnozice X.

Naj bo M C {1,2,...,2n} in naj M vsebuje n + 1 elementov. Dokazite, da tedaj v M
obstajata taki dve Stevili, da prvo deli drugo.

Naj bo M poljubna mnozica, ki vsebuje n + 1 naravnih $tevil. Dokazite, da tedaj v M
obstajata Stevili, katerih razlika je deljiva z n.

3
Naj bo n liho §tevilo in A podmnozica mnozice celih Stevil Z z nt

elementi. Dokazite,

da mnozica A vsebuje tak par stevil, da je bodisi njuna vsota bodisi njuna razlika deljiva
Z n.

Naj bo (a1, as,...,a,) urejena n-terica celih Stevil. Dokazite, da obstajata k in ¢, tako
‘
dajel <k < /{¢<nin da je vsota Zai deljiva z n.
i=k

Dokazite, da v poljubni mnozici, ki vsebuje 7 celih stevil, obstajata dve stevili, katerih
vsota ali razlika je deljiva z 10.

V ravnini je podanih 5 tock s celostevilskimi koordinatami. Dokazite, da razpolovisce vsaj
ene izmed daljic s krajisSéema v teh tockah tudi ima celostevilski koordinati.

V prostoru je podanih 9 tock s celostevilskimi koordinatami. Dokazite, da razpolovisce
vsaj ene izmed daljic s krajiS¢ema v teh tockah tudi ima celostevilske koordinate.

V enotskem enakostrani¢nem trikotniku imamo 4% + 1 razliénih tock. Dokazite, da tedaj
med njimi obstajata tocki, ki sta med seboj oddaljeni za kve¢jemu 1/2%.

Na Solskem izletu je 37 dijakov. Dokazite, da obstaja mesec, v katerem imajo vsaj Stirje
dijaki rojstni dan.

Tablico dimenzije 5 x 5 poljubno zapolnimo s §tevili 1,2,3. Dokazite, da sta vsaj dve
izmed vsot Stevil po vrsticah, stolpcih oziroma obeh diagonalah enaki.



22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.
30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Znanstveni eksperiment je trajal 4 tedne. Vsak dan so znanstveniki zabelezili vsaj eno
pojavitev iskanega elementa, vendar v nobenem izmed 4 tednov ne ve¢ kot 10 pojavitev.
Dokazite, da so v nekaj zaporednih dneh zabelezili natanko 15 pojavitev.

V neki daljni dezeli stoji n gradov, povezanih s cestami tako, da vsak grad predstavlja
sprehod po cesti iz svojega gradu. Pri prvem gradu je zavil desno. Pri vsakem naslednjem
gradu se je obracal po naslednjem pravilu: ¢e je pri prejsnjem gradu zavil levo, je potem
zavil desno, ¢e pa je pri prejSnjem gradu zavil desno, je potem zavil levo. Pokazite, da se
bo vitez (prej ali slej) vrnil domov.

Dokazite, da med 6 osebami vedno obstajajo ali 3 osebe, ki se medsebojno poznajo ali pa
obstajajo 3 osebe, med katerimi se nobeni dve osebi ne poznata.

Naj bo n poljubno naravno stevilo. Dokazite, da poljubno zaporedje n? 4 1 razli¢nih celih
Stevil vsebuje monotono podzaporedje dolzine n + 1.

Nekoliko bolj splosna formulacija prejsnje naloge:

Pokazite, da v vsakem zaporedju zi, Za,...,Tmn+1 razlicnih realnih Stevil obstaja ali
narasc¢ajoce podzaporedje dolzine m + 1 (x;, < x5, < --- < @4, kjer je i1 < iz <
-+ < im41), ali padajoce podzaporedje dolzine n + 1 (z;, > zj, > --- > xj,,,, kjer je
J1 < ja < -+ < jn+1), ali oboje.

Naj bo n poljubno naravno §tevilo. Dokazite, da obstajata razli¢ni naravni stevili a in b,
b

tako da velja 10 | n® — n’.
Dokazite, da v poljubnem zaporedju naravnih stevil aq,...,a,, n > 5, obstaja podza-
poredje a;,,...,a;,, za katerega velja, da ¢e nekaj ¢lenov seStejemo in preostale clene tega

zaporedja oditejemo, dobimo rezultat, ki je deljiv z n2.

Dokazite, da je zaporedje zadnjih 4 §tevk élenov zaporedja 6, 62, 63, 64, ... periodi¢no.

V zaporedju 1,1,2,3,5,8,3,1,4,5,9,... je vsak ¢len od tretjega naprej enak ostanku, ki
ga dobimo pri deljenju vsote prejdnjih dveh ¢lenov s Stevilom 10 (za vse n > 3 velja
anp = ap-1 + ap—2(mod 10) in a, € {0,1,2,...,8,9}). Dokazite, da je to zaporedje
periodic¢no.

V posodi imamo sto bonbonov sedmih razli¢nih barv, pri ¢emer za vsako barvo obstajata
vsaj dva bonbona, ki sta te barve. Bonbone naklju¢no izbiramo iz posode.

(a) Najmanj koliko bonbonov moramo izbrati, da bo zagotovljeno, da smo izbrali vsaj
dva bonbona iste barve?

(b) Najmanj koliko bonbonov moramo izbrati, da bomo zagotovo izbrali vsaj dva modra
bonbona?

Najmanj koliko ljudi se mora srecati v skupini, da bo zagotovljeno, da sta se dva izmed
njih rodila na enak dan v tednu in v istem mesecu (lahko v razliénih letih).

Dokazite, da v poljubni mnozici, ki vsebuje 7 celih stevil, obstajata dve stevili, katerih
vsota ali razlika je deljiva z 10.

V enakostrani¢nem trikotniku s stranico dolzine 1 imamo 4F 4 1 razliénih tock. Dokazite,
da med njimi obstajata tocki, ki sta med seboj oddaljeni za kvecjemu 1/2F.

Naj bo M C {1,2,...,2n} in naj M vsebuje n + 1 elementov. Dokazite, da tedaj v M
obstajata taki dve stevili, da prvo deli drugo.

Pokazite, da se vsako leto najmanj enkrat pojavi petek trinajsti (13. dan v mesecu, ki se
zgodi na petek). Pokazite Se, da se to lahko zgodi najveé trikrat v istem letu.
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37.

L = o ot

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

41 trdnjav postavimo na Sahovnico velikosti 10 x 10. Dokazite, da potem obstaja 5 trdnjav,
ki se paroma ne napadajo. Pri tem velja, da trdnjava napada drugo trdnjavo, ¢e stoji v
isti vrsti ali stolpcu kot dana figura.

Kongruencéne relacije

. Dolocite vsa cela stevila x med —22 in 22 za katera velja = 2 (mod 3).
. Dolocite vsa cela stevila  med —50 in 50 za katera velja = 5 (mod 7).

. Na mnozici A = {—1000, —200, —126, —12, —3, -2, —1,0, 1,2, 3,12, 126, 200, 1000} je defi-

nirana ekvivalenéna relacija = (mod 6). Dolocite njene ekvivalenéne razrede relacije.

. Koliko elementov vsebuje najvedji ekvivalen¢ni razred relacije = (mod 5) definirane na

mnozici B = {(-1)"-2":0<n < 12}7

. Doloéite ostanek stevila 2% pri deljenju s 7.
. Dolotite ostanek stevila 15 4 2° +3° 4 ... 4+ 100° pri deljenju s 4.
. Dokazite: 7 | 32099 4. 42009,

. Dano je naravno stevilo n € N. Stevilo m dobimo iz n s poljubno permutacijo tevk

stevila n. Dokazite, da 9 | (m — n).

. Dokazite, da za poljubno stevilo n € Z &tevilo 4 ne deli n? + 2.

Dokazite, da 97 | 248 — 1.

Dokazite, da za vsako naravno Stevilo m, ki ima v desetiSkem zapisu zadnjo Stevko 5,
velja
12"+ 9™ + 8™ 4+ 6™ = 0 (mod 11).

Dokazite, da za poljubni celi stevili a in b ter naravno Stevilo ¢ iz a = b (mod n) sledi
ca = cb (mod cn).

S primerom pokazite, da iz a? = b? (mod n) ne sledi nujno a = b (mod n).
Dokazite, da za poljubno liho §tevilo a velja, da je a® = 1 (mod 8).

S primerom pokazite, da iz ac = bc(mod n) ne sledi nujno a = b(mod n). DokaZite,
da za poljubna cela stevila a,b, ¢ in poljubno naravno stevilo n iz a = b(mod n) sledi
ac = be (mod n).

Dokazite, da za poljubna cela Stevila a, b, ¢ in poljubno naravno stevilo n iz a = b (mod n)
in ¢ = d(mod n) sledi a + ¢ = b+ d (mod n) in ac = bd (mod n).

Dokazite, da za poljubni celi stevili @ in b in poljubni naravni stevili n in d iz a = b (mod n)
in d | n sledi a =b(mod d).

Dokazite, da za poljubni celi §tevili a in b in poljubni naravni stevili n in d iz a = b (mod n)

. .a b n
1nd|a7d|b,d|nsled1E:g(mod3).

Dokazite, da za poljubni celi $tevili a in b in poljubni naravni stevili n in m iz a = 0 (mod n)
in b= 0(mod m) sledi ab = 0 (mod nm).

Dokazite, da za poljubno celo stevilo a velja a® = a (mod 6).
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Ekvivalencéne relacije

. Katere izmed naslednjih relacij so ekvivalen¢ne relacije? V primeru, da podana relacija
ni ekvivalen¢na relacija, ugotovite katere izmed treh lastnosti, iz definicije ekvivalen¢ne
relacije (refleksivnost, simetri¢nost, tranzitivnost) so izpolnjene. Vse odgovore je potrebno
utemeljiti.

(a) Na mnozici R? je definirana relacija ~ s predpisom: A ~ B natanko takrat, kadar
velja, da tocki A in B lezita na isti premici skozi izhodisce.

(b) Na mnozici R?\ {(0,0)} je definirana relacija ~ s predpisom: A ~ B natanko takrat,
kadar velja, da tocki A in B lezita na isti premici skozi izhodisce.

(c) Na mnozici R? je definirana relacija x s predpisom: (a,b) x (c,d) natanko takrat,
kadar velja a? + b = ¢ + d°.

(d) Naj bo X neprazna mnozica. Na mnozici vseh podmnozic mnozice X je definirana
relacija < s predpisom: A = B natanko takrat, kadar velja A ¢ B ali B ¢ A.

(e) Na mnozici vseh funkcij f : R — R je definirana relacija ~ na naslednji nacin:
f ~ g natanko takrat, kadar velja, da se funkciji f in ¢ razlikujeta za konstanto
(obstaja tako realno stevilo ¢, da velja f(z) = g(x) + ¢ za vse z € R).

. Na mnozici N x N je definirana relacija R s predpisom
(a,D)R(c,d) ZL (a0} N {c,d} #0.

(a) Poiscite vsa naravna stevila n, za katera velja (n,1)R(2,3).

(b) Dokazite, da je relacija R refleksivna in simetri¢na.

(¢) S primerom pokazite, da relacija R ni tranzitivna.

. 'V mnozici kompleksnih stevil C vpeljemo relacijo ~ takole:

u~v£i(u—v)€R.

Prepricajte se, da je ~ ekvivalenc¢na relacija na mnozici C in poisc¢ite njene ekvivalencne
razrede.

. Na mnozici M = Z x (Z\ {0}) je definirana relacija ~ s predpisom (a, b) ~ (¢, d) natanko
takrat, kadar velja ad = bc. Pokazite, da je ~ ekvivalen¢na relacija.

. Definiramo, da sta tocki (x1,v1), (22, y2) ravnine ekvivalentni, ¢e velja y; — 2% = yp — 3.
Preverite, da je dobljena relacija zares ekvivalen¢na in dolocite ekvivalen¢ne razrede.

. Na mnozici R je definirana relacija ~ na naslednji na¢in: a ~ b velja natanko takrat,
kadar obstaja nenicelni polinom P z realnimi koeficienti, tako da velja P(a) = P(b) = 0.
Dokazite, da je ~ ekvivalen¢na relacija in dolocite R/~.

. Na mnozici R? je definirana relacija ~ s predpisom: (a,b) ~ (c,d) natanko tedaj, ko velja
|a|+ |b] = |c|+|d|. Pokazite, da je relacija ~ ekvivalenéna relacija. Dolocite (geometrijsko
opisite) ekvivalenéni razred, ki vsebuje tocko (1,0).

. Naj bo ~ relacija na R, definirana s formulo

Vm,yeR,xwygxfyGZ.

Dokazite, da je ~ ekvivalen¢na relacija.

. Naj bo ~ relacija na R, definirana s formulo

d
xmg(éf}x—ye(@.

Dokazite, da je ~ ekvivalen¢na relacija.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Naj bo ~ relacija na R, definirana s formulo

Ve,y e R, x ~y BN sinx —siny € Z.
Dokazite, da je ~ ekvivalencna relacija.

Na R je definirana relacija ~:

d
Ve,ye R,z ~y Lol 2+t rr=9y"+  +yS + .
Dokazite, da je ~ ekvivalencna relacija.

Naj bo ~ relacija na R2, definirana s formulo

Vo, y,u,v €R, (z,y) ~ (u,v) Lol 22 +y? =u? 4+ 0%

Dokazite, da je ~ ekvivalen¢na relacija ter dolo¢ite [(0,1)] in [(0, 0)]. Pokazite, da obstaja
bijekcija f : R? /~—s [0, +-00)

Naj bo ~ ekvivalen¢na relacija na R, podana s

d . .
T~y <éf> r=yVsinz - siny > 0.

Dokazite, da je ~ ekvivalen¢na relacija in dolocite faktorsko mnozico R/~.

Na mnozici celih stevil Z je definirana relacija ~ s predpisom

mwngm25n2(mod3).

Pokazite, da je ~ ekvivalen¢na relacija. Dolocite ekvivalenéne razrede relacije ~ in Stevilo
elementov faktorske mnozice Z/~.

Na mnozici naravnih Stevil N je definirana relacija ~ s predpisom:

mwnngEnQ(mole).

Pokazite, da je ~ ekvivalenéna relacija. Koliksna je mo¢ faktorske mnozice N/~. Dolocite
Se ekvivalenc¢ne razrede relacije ~.

Na mnozici naravnih §tevil N je definirana relacija ~ s predpisom:

m:ngwﬁzn?’(modlo).

Pokazite, da je ~ ekvivalen¢na relacija. Kolik$na je mo¢ faktorske mnozice N/~. Dolocite
Se ekvivalen¢ne razrede relacije ~.

Na mnozici naravnih Stevil N je definirana relacija = s predpisom:

men &L m?* = n* (mod 10).

Pokazite, da je = ekvivalen¢na relacija. Dolocite ekvivalenéne razrede relacije = in Stevilo
elementov faktorske mnozice N/=.

Naj bo ~ relacija na R, za katero velja: = ~ y natanko takrat, kadar obstaja koncna
mnozica A, tako da je x € A in y € A. Dokazite, da je ~ ekvivalen¢na relacija in dolocite
R/~.

Bodita S in S’ naslednji podmnozici ravnine:
S={(z,y):y=2+1&0< z < 2},

S ={(z,y):y—x €L}
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

(a) Pokazite, da je S” ekvivalen¢na relacija na R in da je S C S’. Dolocite ekvivalen¢ne
razrede relacije S’.

(b) Dokazite, da je presek poljubne druzine ekvivalenénih relacij na mnozici A ekvi-
valen¢na relacija na mnozici A.

(¢) Dolocite ekvivalenéno relacijo T na R, ki je presek vseh ekvivalen¢nih relacij na R,
ki imajo S za podmnozico. Dolocite ekvivalen¢ne razrede relacije T'.

Na mnozici Z \ {0} sta definirani relaciji R in S na naslednji nacin: zRy £ xy >0
in zSy B | zy. Ugotovite, katera od teh dveh relacij je ekvivalenéna in dolo¢i njeno
faktorsko mnozico. Za relacijo, ki ni ekvivalencna, pojasni zakaj ni.

Naj bo A = {1,2,3,4}. Na poten¢ni mnozici PP(A) sta definirani relaciji R in S na
naslednji na¢in: XRY & | X| = Y] in XSY £L XY =0. Pritem za poljubno
mnozico Z oznaka |Z| pomeni Stevilo elementov mnozice Z. Ugotovite, katera od relacij
R, S je ekvivalen¢na in dolocite njeno faktorsko mnozico. Za relacijo, ki ni ekvivalencna,
pojasnite zakaj ni.

Naj bo X neprazna mnozica in z € X. Na potenéni mnozici P(X) je definirana relacija R

s predpisom: ARB £l (re ANB)V (z € (AU B)°). Pri tem za poljubno podmnozico
Y mnozice X oznaka Y pomeni komplement mnozice Y. Pokazite, da je R ekvivalen¢na
relacija na P(X).

Na mnozici N sta definirani relaciji .S in L na naslednji nacin:

mSn €L m + n je sodo stevilo in
mLn <déf> m + n je liho Stevilo.

Ugotovite, katera od teh dveh relacij je ekvivalen¢na in doloé¢i njeno faktorsko mnozico.
Za relacijo, ki ni ekvivalencna, pojasnite zakaj ni.

Na mnozici naravnih Stevil N je definirana relacija R na naslednji nacin:

(a,b) € R &L 5] 30+ 2b).

Pokazite, da je R ekvivalen¢na relacija. OpiSite ekvivalenéne razrede relacije R. Dolocite
[6]r N C, kjer je C = {c € N:c < 100}. (Namig: dejstvo, da stevilo 5 deli vsoto dveh
Stevil se lahko zapiSe s pomocjo kongruené¢ne relacije).

Na mnozici M C NxN je definirana relacija P s predpisom (a, b) P(c, d) Lef, a+d = b+c.
Pokazite, da je P ekvivalen¢na relacija. Najbo M = {(0,2), (1,2),(2,4), (3,4) ... (2n, 2n+
2),(2n 4+ 1,2n 4+ 2)...}. Doloéite ekvivalenéne razrede, na katere razbije relacija P to
mnozico M in dolocite Se faktorsko mnozico.

Na mnozici A = {n € N:1 <n <20} sta definirani relaciji P in S: zPy BLI) | (x+y)

in Sy Ll g | (x — y). Pokazite, da je relacija R, definirana s predpisom xRy Lef,
(xPy) A (zSy), ekvivalenéna relacija na mnozici A ter dolo¢i ekvivalen¢ni razred elementa
2.

Relacija S nad mnozico realnih stevil R je definirana takole: xSy natanko tedaj, ko je

2?2 — y?2 = 0. Pokazite, da je S ekvivalenéna relacija in dolo¢ite ekvivalenéni razred s

predstavnikom 1.
Na mnozici N x N je definirana relacija R s predpisom (a,b)R(c,d) £ la —c| =|b—d|.

(a) Poiscite vsa stevila m in n, za katera velja (m,4)R(3,2) in (3,n)R(6,5).
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

(b) Dokazite, da je relacija R refleksivna in simetri¢na.

(¢) S primerom pokazite, da relacija R ni tranzitivna. Namig: pomagajte si s tocko a).

Na mnozici A naj bo definirana relacija ~. Pokazite, da je ~ ekvivalen¢na relacija natanko
tedaj, ko je refleksivna in ko za vsak z,y,z € Aveljax ~yAy~2z = z ~ .

Naj bosta podani mnozici A in B, kjer je B C A. Naj bo ~; ekvivalen¢na relacija na
mnozici A. Na mnozici B definiramo relacijo ~5 s formulo:

Vbl,bg S B,bl ~g by g by ~1 by
Dokazite, da je ~o ekvivalen¢na relacija.

Podana je mnozica W = {1,2,3,4}. Razmislite o naslednjih relacijah in navedite katere
od njih so ali niso refleksivne, simetri¢ne oziroma tranzitivne.

(a) Ry ={(1,1),(1,2)}

(b) Ry ={(1,1),(2,3),(4,1)}
(c) Rs={(1,3),(2,4)}

(d) Ry={(1,1),(2,2),(3,3)}
(€) Re=W x W

V ravnini je dana premica s. Naj bo X mnozica vseh od s razlicnih premic v tej ravnini,
ki sekajo s. V X vpeljemo relacijo R takole:

d
pRq Lol pNgNs#0.
(a) Pokazite, da je R ekvivalen¢na relacija na X.
(b) Kaj je ekvivalenéni razred posamezne premice p € X7
Na mnozici R je defina binarna relacija R s formulo:

Ve,y e Rox ~y £, r+3<y.

Ali je podana relacija refleksivna, simetri¢na, tranzitivna?

Naj bosta R in R’ relaciji v mnozici A. Dokazite ali ovrzite naslednje trditve:
(a) R je simetri¢na in R’ je simetritna = RU R’ je simetri¢na.
(b) R je refleksivna in R’ je poljubna = RU R’ je refleksivna.

(¢) R je tranzitivna in R’ je tranzitivna = RU R’ je tranzitivna.
Na mnozici A = Z X Z definiramo relacijo ~ s predpisom:

(a0, bo) ~ (a1,b1) < (ag = a1 (mod 2) & by = by (mod 4)) .
Pokazite, da je ~ ekvivalen¢na relacija na mnozici A. Opisite ekvivalenéni razred [(2,19)]
in dolo¢ite mo¢ faktorske mnozice A/~.

Naj bo C binarna relacija na mnozici A in Ay C A. ZoZitev relacije C' na mnozico Ag je
relacija C'N (Ag x Ap). Dokazite, da je zozitev ekvivalenéne relacije znova ekvivalenéna
relacija.

Dokazite, da je relacija R C A x A ekvivalen¢na natanko takrat, ko je refleksivna in za
Vz,y,z € A velja
xRy & yRz = zRx.
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38. Naj bo f: A — B surjektivna funkcija. Na mnozici A definiramo relacijo ~ s formulo:
a~b & fla) = f(b). Dokazite, da je ~ ekvivalencna relacija in da med faktorsko
mnozico (mnozico vseh ekvivalen¢nih razredov) in mnozico B obstaja bijektivna pres-
likava.

39. Naj bosta ~j in ~5 podani ekvivalené¢ni relaciji na X.

(a) Ugotovite, ali je relacija R, definirana s formulo

def,
Ve,y € X, xRy €5 (x ~1y) V (& ~2 1),
ekvivalencna relacija na X.
(b) Ugotovite, ali je relacija S, definirana s formulo
def
Ve,y € X, xSy < (z ~1 y) & (x ~2 9),
ekvivalen¢na relacija na X.
40. Naj bo ~ ekvivalené¢na relacija na X in ~9 ekvivalen¢na relacija na Y.

(a) Na X x Y definiramo relacijo ~ s formulo

de
Vo, xo € X, Vy1,y2 €Y, (z1,y1) ~ (22,12) SLIN (1 ~1 22) & (Y1 ~2 Y2)-

Dokazite, da je ~ ekvivalen¢na relacija na X x Y.

(b) Dokazite, da velja
Ve e X, VyeY, [(z,y)] = [z]1 x [y]2,
kjer je
— [(z,y)] ekvivalené¢ni razred elementa (z,y) glede na relacijo ~,

— [z]1 ekvivalen¢ni razred elementa x glede na relacijo ~1,
— [y]2 ekvivalenéni razred elementa y glede na relacijo ~s.

41. Zapisite vse mozne ekvivalencne relacije na mnozici s Stirimi elementi.

42. Zapisite vse mozne ekvivalenéne relacije z dvema ekvivalenénima razredoma na mnozici
s petimi elementi.

43. Dolocite ekvivalencno relacijo R (vse pare ekvivalentnih elementov) na mnozici A =
{17273747576} Y ée je AB: {{176}7{27475}’{3}}'

6 Padajoce in narascajoce potence, Stirlingova Stevila

Padajoce potence so definirane rekurzivno z 22 = 1, z%*tL = 2% . (z — n), naraséajoce pa z

2 =1, 2" = 2™ (z 4+ n). Stirlingova Stevila (druge vrste) {7} so definirana z rekurzivno

formulo
n—+1 o n n n
k Uk k-1
in zaCetnimi vrednostmi {Z} =1, {8} =1, {g‘} =0zan>0.

1. Izracunajte: 73,73, 37,37 17, pn pk (razlikujte primera k < n in k > n).

2. Dokazite, da za vsako naravno Stevilo in za poljubni realni stevili x in y velja:

@ o= (1)t
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k=0
3. Dokazite:
(a) o* — (z — 1)* = k(z — 1)L
(b) kot = x [xﬁ— (x — l)ﬁ} ;
(c) kat =z 2F — gEEL
(d) g =
)

4. Izracunajte: {711}, vse {i}, vse {2}’ vse {2}, vse {Z}

5. Dokazite:
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