Naloge za predmet Teorija mnoZic

9. skupina nalog: ordinalni tipi in ordinalna Stevila

1. del — izomorfizmi, ordinalni tipi

10.

. Pokazite, da je funkcija f : (—=1,1) — R, f(z) =

x , . ..

12 izomorfizem urejenih mnozic
—x

(in domeno in kodomeno uredimo na standarden naé¢in). Bijektivnost funkcije f ugotovite

2y

14+ /1 +4y?’

s preverjanjem tega, da je funkcija g : R — (—1,1), g(y) = in levi in desni

inverz za funkcijo f.

Dokazite, da je mnozica vseh zacetnih intervalov linearno urejene mnozice A, urejena z
inkluzijo, izomorfna A.

Dokazite, da je vsaka Stevna linearno urejena mnozica izomorfna neki podmnozici urejene
mnozice Q vseh racionalnih stevil.

Dokazite, da je ordinalni tip poljubnega odprtega intervala realnih stevil enak .
Poiscite primer ordinalnih tipov «, § takih, da je o + 3 # (5 + «.
Poiscite primer ordinalnih tipov «, § takih, da je a- 8 # 3 - .

Dokazite:

a+(B+7)=(a+P)+;
a-(8-v)=(a-B) 7
n

a-(B+7)=(a-f)+(a-7);
(e) Poiscite primer ordinalnih tipov «, (3, 7, za katere velja (a4 3) -y # a-v+ 5 7.

Dokazite, da neskon¢na linearno urejena mnozica ima ordinalni tip w natanko takrat, kadar
so vsi njeni zacetni intervali konéni.

Imata mnozici {1,2} x N in N x {1, 2} opremljeni z leksikografsko ureditvijo enak ordinalni
tip?



2. del — ordinalna Stevila

1. Dokazite, da za poljubna ordinalna stevila «, (3, v velja:

2. Poiscite primer ordinalnih stevil «, 3, v, za katere velja a £ S in a+v =3+ 7.
3. Dokazite, da za poljubni ordinalni Stevili «, 3 velja

a<f=a+1<0.

4. Dokazite, da se vsako ordinalno stevilo lahko zapise v obliki o + n, pri ¢em je « limitno
ordinalno stevilo ali 0, n pa naravno Stevilo ali 0.

5. Vse naloge iz prejsnjega dela o ordinalnih tipih, za katere je to smiselno, resite v razredu
ordinalnih stevil.

6. Dokazite, da za poljubna ordinalna stevila «, 3, v velja
B<vy = af<ay.

7. Dokazite, da za poljubno ordinalno Stevilo «, ki ni enako 0, velja neenakost o < av - 2.
8. a velja a < o?. Dolocite, v katerih primerih velja enakost in v katerih stroga neenakost.

9. Dolocite vsa ordinalna $tevila «, za katera velja a® = a. (Dokazite, da dobljena $tevila res
zadoscajo pogoju in da druga ne zadoscajo!)

10. Primerjajte ordinalni stevili w(w + 1)(w + 2) in (w + 2)(w + 1)w.

11. Naj bo o = w + 1, § = w2. Uredite po velikosti ordinalna stevila
w, w?, wa, aw, af, fa. Podajte razlago.

12. Za ordinalni $tevili @ = (w + 1)? in 8 = 2w uredite po velikosti ordinalna $tevila:

o, B,w,w? ww+ 1) (w+2),a+ 8,8+ a.

13. Najbo a =w+1, 8 = w. Uredite po velikosti ordinalna stevila aa, afa, Baa, B6a, Bas,
afp.

14. Dokazite, da za poljubni ordinalni Stevili «, 3 velja
a<f=at+w<f+w.
Poiscite protiprimer za trditev

a<f=a+w<f+w.



15.

16.

17.

18.

19.

20.

Naj bo o = w?, 3 = w? + 1 in v = w? + w. Uredite po velikosti ordinalna stevila a/3v, ay3,
vyaf, Bay, Bya in yBa ter podajte razlago za svoj odgovor.

Naj bosta a = w2 + 3, f = w3 + 2. Uredite po velikosti ordinalna Stevila afa, aa3, faa,
BBa, Baf, afBp.

Naj bo o = w, 3 = w2, v = w3. Dokazite, da za vsako naravno tevilo n velja
an + ﬁn — ,_yn.
Z matematicno indukcijo po n dokazite, da za poljubni naravni Stevili m, n velja (wm)" =
w"m.
Z matematicno indukcijo po n dokazite, da za poljubni naravni stevili m, n velja (w+m)n =
wn +m.
(a) Eksplicitno opisite eno bijekcijo f: N U (N x N) — N.

(b) Opisite linearno ureditev < na mnozici N U (N x N), tako da bo ordinalni tip urejene
mnozice (N U (N x N), <) enak w.



