Naloge za predmet Teorija mnoZic

4. skupina nalog: relacije

1. Dolo¢ite Dp, Rz, R~!, RoR, Ro R™', R~! o R za naslednje relacije:

(a) R={(z,y):z,y € Nin z deli y}.

(b) R={(z,y):z,y € Nin y deli z}.

(c) R={(z,y):z,ye Rinz+y <0}

(d) R=A{(z,y):z,y € Rin 2z > 3y}.

(e) R={(x,y):z,y € [—g,g] iny>sinz}.

2. Dokazite, da za poljubne relacije velja:

(8) ]{1 e} (1{2 e} }%3) == (f%l e} ]%2) e} ]{3.
(b) (RioRy)™" = Ry'o Ry,
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(d) Qo <U1R2> = UI(QO R;).

. Dokazite, da za poljubne relacije velja:

(a) Qo (ﬂ RZ) C N(QoR,).
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(¢) V nobeni izmed prej$njih dveh trditev se znak C ne more nadomestiti z znakom =.

. Naj bosta R in S antisimetri¢ni relaciji na mnozici A. Dokazite, da je relacija R U S
antisimetri¢na natanko takrat, ko je RNS™ C Ay, Ay = {(a,a):a € A}.

. Preberite naslednji “dokaz” trditve, da je vsaka relacija R, ki je hkrati simetri¢na in tranzi-
tivna, nujno tudi refleksivna, in poiscite napako pri sklepanju: “Ker je R simetri¢na, iz xRy
sledi yRx. Ker je R tranzitivna, iz xRy in yRx sledi xRz, to pa je zeljena trditev.”.

. Naj bo C binarna relacija na mnozici A in Ay C A. Zozitev relacije C' na mnozico Ay
je relacija C'N (A x Ap). Dokazite, da je zozitev ekvivalencne relacije znova ekvivalenéna
relacija.

. Dokazite, da je relacija R C A x A ekvivalen¢na natanko takrat, ko je refleksivna in za
Va,y,z € A velja
xRy & yRz = zRx.

. Naj bo f: A — B surjektivna funkcija. Na A definiramo relacijo ~ s formulo: a ~ b <
f(a) = f(b). Dokazite, da je ~ ekvivalen¢na relacija in da med faktorsko mnozico (mnozico
vseh ekvivalen¢nih razredov) in mnozico B obstaja bijektivna preslikava.
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9. Naj bosta ~q in ~5 podani ekvivalencni relaciji na X.

(a) Ugotovite, ali je relacija R, definirana s formulo
o,y € X, 2Ry £ (x ~1y) V (2~ y),

ekvivalen¢na relacija na X.

(b) Ugotovite, ali je relacija S, definirana s formulo

Va,y € X, xSy VLN (x ~1 y) & (x ~2y),
ekvivalencna relacija na X.
10. Naj bo ~ ekvivalencna relacija na X in ~5 ekvivalencna relacija na Y.

(a) Na X x Y definiramo relacijo ~ s formulo

de
Vg, z0 € X, Vy1,y2 €Y, (x1,y1) ~ (22, y2) <:f> (1 ~1 22) & (11 ~2 Y2).

Dokazite, da je ~ ekvivalencna relacija na X x Y.
(b) Dokazite, da velja
Ve e X, Vy e, [(z,y)] = [z x [yl
kjer je
— [(z,y)] ekvivalenéni razred elementa (x,y) glede na relacijo ~,

— [z]; ekvivalenéni razred elementa z glede na relacijo ~q,
— [y]2 ekvivalenéni razred elementa y glede na relacijo ~s.

11. Definiramo, da sta tocki (zy1,y;), (%9, y2) ravnine ekvivalentni, ¢e velja y; — 23 = yo — 73,

Preverite, da je dobljena relacija zares ekvivalencna in dolocite ekvivalencne razrede.

12. Bodita S in S’ naslednji podmnozici ravnine:
S={(z,y):y=2+1&0 <z < 2},

S'={(z,y):y—x € Z}.

(a) Pokazite, da je S’ ekvivalen¢éna relacija na R in da je S C S’. Dolocite ekvivalenéne
razrede relacije 5.

b l)okaZite, da je presek p()l'nlme druzine ekvivalenénih relacij na mnozici A ekvivalenéna
relacija na mnozici A.

(c) Dolocite ekvivalenéno relacijo 7" na R, ki je presek vseh ekvivalen¢nih relacij na R, ki
imajo S za podmnozico. Dolocite ekvivalenc¢ne razrede relacije 7.

13. Naj bo ~ relacija na R, definirana s formulo
Ve,ye R, x ~y & sinz —siny € Z.

Dokazite, da je ~ ekvivalen¢na relacija in da R/~ ni Stevna mnozica.
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Naj bo ~ relacija na R, definirana s formulo
Ve,ye R, e~y & v —yeZ.
Dokazite, da je ~ ekvivalencna relacija in da R/~ ni stevna mnozica.
Naj bo ~ relacija na R, definirana s formulo
r~y S r—yeQ.
Dokazite, da je ~ ekvivalen¢na relacija in da R/~ ni Stevna mnozica.
Naj bo ~ relacija na R?, definirana s formulo
Va,y,u,v € R, (1,y) ~ (u,v) & 2° +y* = u® + v

Dokazite, da je ~ ekvivalen¢na relacija ter dolocite [(0,1)] in [(0,0)]. Pokazite, da obstaja
bijekcija f : R?/~— [0, +00)

Naj bo ~ ekvivalen¢na relacija na mnozici X, ~9 ekvivalen¢na relacija na mnozici Y, ter
f: X/~1— Y /~y podana bijekcija. Dokazite: ¢e za vsak = € X velja |[z]| = | f([z])], teda]
je [X|=1Y].

Dokazite, da je zozitev linearne ureditve znova linerna ureditev. Obravnavajte tako primer
stroge ureditve, kot primer nestroge ureditve.

Dokazite, da je leksikografska ureditev produkta dveh linearno urejenih mnozic linearna
ureditev.

Podani sta linearno urejeni mnozici (A, <,4) in (B, <p). Na kartezicnem produktu A x B
definiramo relacijo =< na naslednji nacin:

(a1,b1) = (ag, by) &L, a; <4 az & by <p bs.

(a) Dokazite, da je (A x B, =) delno urejena mnozica.

(b) Dokazite, da (A x B, <) ni linearno urejena mnozica, e je |A| > 2 in |B| > 2.

Dokazite, da element linearno urejene mnozice lahko ima najve¢ enega neposrednega pred-
hodnika in najve¢ enega neposrednega naslednika. Dokazite, da podmnozica linearno urejene
mnozice lahko ima najve¢ en maksimum in najve¢ en minimum.

Za tocki (xg,yo), (x1,y1) ravnine definiramo:

(w0, y0) < (z1,91) & w0 <21 & Yo <Y1

Pokazite, da sta krivulji y = 2% in y = 2 maksimalni linearno urejeni podmnozici delno

urejene mnozice (R?, <), krivulja y = 2% pa ni. Dolocite vse maksimalne linearno urejene
podmnozice.

Za realni Stevili a,b definiramo: a < b Loy a>0&b—ac Q. Pokazite, da je <
stroga delna ureditev na R. Kaj so maksimalne linearno urejene podmnozice delno urejene
mnozice (R, <)?
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Za tocki ravnine definiramo (x1,y1) < (22,%2), ¢e velja bodisi y; — 22 < y» — 22, bodisi
1 2

Yy — 12 = yp — 22 in hkrati z; < x,. Pokazite, da je relacija < stroga linearna ureditev in

poisc¢ite njeno geometrijsko interpretacijo.

Na R definiramo relacijo C' na naslednji nac¢in: xCy velja natanko takrat, kadar je bodisi
2? < %, bodisi 22 = y? in hkrati # < y. Dokazite, da je C linearna ureditev na R.

Naj bo X = P(R) \ {0} mnozica vseh nepraznih podmnozic mnozice R. Na X definiramo
relacijo < na naslednji nacin:

A=<B &L vac AVbe B,a<b.

Ugotovite ali je relacija < :
(a) refleksivna,

(b) antisimetri¢na;
)
)

(c

(d) sovisna.

tranzitivna;

Na mnozici N x NN obravnavamo naslednje linearne ureditve:

(a) Leksikografsko ureditev.

(b) Ureditev < definirano na naslednji nacin: (xq,yo) < (z1,7:1) natanko takrat, kadar je
bodisi xg — yo < 1 — y1, bodisi xg — Yo = x1 — y; in hkrati yy < y.

(c) Ureditev < definirano na naslednji nacin: (xg,yo) < (z1,%:1) natanko takrat, kadar je
bodisi xg + yo < 1 + y1, bodisi zg + yo = x1 + y;1 in hkrati yg < y;.

Za vse tri relacije dolocite elemente, ki imajo neposredne predhodnike in ugotovite, ali
obstaja minimum. Pokazite, da so vsi trije ordinalni tipi razli¢ni.

Upostevajo¢, da ima v R vsaka navzgor omejena neprazna mnozica svoj supremum, doka-
zite, da imata to lastnost tudi mnozici [0, 1] in [0, 1). Preverite, ali to velja tudi za mnozice
[0,1] x [0,1], [0,1] x [0,1), [0,1) x [0,1] z leksikografsko ureditvijo.

Dokazite naslednji izrek: ¢e v linearno urejeni mnozici A ima vsaka navzgor omejena neprazna
mnozica svoj supremum, tedaj v A ima tudi vsaka navzdol omejena neprazna mnozica svoj
infimum.

Ce je C relacija na A, naj bo D relacija definirana s formulo: (b,a) € D < (a,b) € C (oz.
D=C™1).

(a) Pokazite, da je C' simetri¢na natanko takrat, kadar je D = C.

(b) Pokazite, da je D linearna ureditev, ¢e je C' linearna ureditev.

(c) Dokazite obrat izreka iz naloge 29.



