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Predgovor

Zbrano gradivo je nastalo pa podlagi nalog, ki smo jih na vajah v preteklosti
reSevali pri predmetu Matri¢ni ra¢un. Te so se skozi leta spreminjale, saj so
skozi leta nastajale nove naloge, vkljucevale pa so se tudi izpitne naloge iz
preteklih let.

To gradivo je nastala predvsem z idejo izboljSsanja Studijskega procesa in
kvalitete vaj pri predmetu Matri¢ni ra¢un. Omeniti velja, da zbrano gradivo
sistemati¢no sledi predavanjem prof. dr. Iztoka Banic¢a pri tem predmetu.

To zbrano gradivo naj bo le vodilo pri $tudiju predmeta Matri¢ni rac¢un.
Za poglobitev in utrditev znanja pri tem predmetu priporocam Se naslednje
zbirke nalog:

- Kolar, Zgrabli¢: Vec¢ kot nobena, a manj kot tisoc¢ in ena resena naloga
1z linearne algebre, Pedagoska fakulteta, Ljubljana, 1996,

- Dobovisek, Kobal, Magajna: Naloge iz Algebre I, DMFA Slovenije, Lju-
bljana, 2011,

- Kramar: Resene naloge iz Linearne algebre, DMFA Slovenije, Ljublja-
na, 1989.

V tem zbranem gradivu se pojavi tudi kakSna naloga iz omenjenih zbirk.
Na koncu vsakega razdelka je vkljucenih nekaj izpitnih nalog, ki so name-
njene samostojnemu utrjevanju snovi. V tretjem poglavju je vkljucenih nekaj
izpitov iz preteklih let.
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Poglavje 1
Uvod

1. Dani sta mnozici A={x e N| =5 <2 <3}inB={zrecZ| —-1<
x A x < 2}. 7 naStevanjem elementov navedi A, B, AU B, AN B,
A\ B, B\ Ain A x B.

2. Dani sta mnozici A = {3z |z e N A 2 <3} inB={2r+3 |z €
N A z < 4}. Z naStevanjem elementov navedi A, B, AU B, AN B,
A\ B, B\ Ain A x B.

3. Skiciraj mnozice

(a) A={(z,y) eR* | 2® +y* <1},
(b) B ={(z,y) € R*| |z + |y| <1},
(c) C={(z,y) € R? | max{|al |y} < 1}.

in doloci relacije med njimi.
4. Naj bosta A in B mnozici. Dokazi

(a) A\ B=XnEB,
(b) (AUB)\ (ANB) = (A\ B)U(B\ A).

5. Dokazi, da za vsak n € N velja 5| (7" + 2"2),

6. Dokazi, da za vsak n € N velja

SRR
2 22 T on P
7. Dokazi, da za vsak n € N velja
! +2—|— + n <2 L
o3 2n=1)! (2n)!
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8. Resi sistem linearnih enacb

2r+y+z=1
rT—y+3z=2
or+6y—z=1

9. Resi sistem linearnih enacb

T —2y+22=2
rT—4y+z=-1
r+2y+4z =38

10. Resi sistem linearnih enacb

r—y—z=1
r+y+z=2
rT—0oy—95z=3

7 Pripravil: M. érepnj ak



Poglavje 2

Vektorji

2.1 Linearna kombinacija vektorjev

1.

Vektor @ =714 — 14 J Z@lél kot linearno kombinacijo vektorjev 7=
21 —37 1117: T +27.

. Ali so vektorji

(a) @ = (1,0,—1), b = (2,1,0), @ = (5,1,~2),
(b) @ = (1,1,1), = (0,1,2), @ = (=2,-1,0),
linearno neodvisni? Utemelji.
Podan je pravilni Sestkotnik ABCDEF ter @ = AB in b — AF.
(a) Vektorje 1@, ﬁ, ﬁ in ﬁ izrazi kot linearno kombinacijo vek-
torjev d in ?
(b) V koliksnem razmerju deli vektor AE vektor FC?
(¢) V koliknem razmerju deli vektor ﬁ vektor ﬁ?
Dan je romb ABCD, kjer je q = ﬁ in 7 = ﬁ Toc¢ka E deli BC'

v razmerju 1 : 1, tocka F' pa deli CD v razmerju 1 : 3. V kolik§nem
razmerju EF deli AC?

S pomocjo vektorjev dokazi, da se v paralelogramu diagonali razpola-
vljata.

Podan je trikotnik ABC ter @ — AB in b = BC.
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. Cevy s . . . .
(a) Izrazi vse tezis¢nice trikotnika 7z vektorjema din b.

Vv v

merju 2 : 1.

%
7. Vektorja @ in b dolocata _t)rikotnik. V kolik§nem razmerju simetrala
kota, ki ga dolocata ain b , razdeli nasprotno stranico?

8. Podan je paralelogram ABCD. Tocka T} deli stranico AB v razmerju

1:2, tocka Ty deli stranico C'D v razmerju 1 : 3.
(a) V koliksnem razmerju 7175 deli BD?
(b) Ali tocka S, {S} =T1To N BD, lezi na AC? Utemelji!

9. Podan je enakokrak trapez ABCD s podatki /BAD = %, |BC| =
|CD| = |AD| = 2. Na stranici AB naj bo enotski vektor 7, na
stranici AD enotski vektor 7. Totka M naj bo razpolovisce daljice
AB, totka N pa naj deli daljico CD v razg)rju |CN|:|ND|=2:1.
7 vektorjema 7 in 70 izrazi vektorje @, AN in M N.

%

10. Podan je paralelogram ABCD, kjer je a = zﬁ in b = B? Tocka
M lezi na daljici AB tako, da je |AM|: |MB| =2:3, in totka N lezi
na daljici CD, da |CN|: |[ND|=1:2. Naj bo S presek daljic M N in
AC.

(a) V koliksnem razmerju deli tocka S daljico AC?
(b) V kolik$nem razmerju deli tocka S daljico M N?

Naloge za samostojno delo:

1. Dan je paralelogram ABCD, kjer je d = AB in b= AD. Totka E deli
BC v razmerju 3 : 2, tocka F' pa deli C'D v razmerju 1 : 2.

(a) V koliksnem razmerju BF deli DE?

(b) Tzracunaj kot med AE in AF, ¢e je |b| = 5|d| in je kot med
vektorjema @ in b enak 7.

9 Pripravil: M. érepnj ak
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2.2 Skalarni, vektorski in meSani produkt

1.

10.

. Izracunaj kot med Vektorjema

Izracunaj dolzino vektorjev qd =i - j+ kin b =21

— —
skalarni produkt @ - b ter kot med vektorjema din b.

Med enotskima Vektorjema in 7 je kot Z. Doloci kot med vektor-

Jema % 27 in b —27 v+ 7, dolzmo projekcije vektorja a

na lektor b in ploS¢ino paralelograma, napetega med vektorjema a

in b.

— —
. Vektorja @ in b imata enako dolzino, vektorja ? = @ +2b in

_>
z =5d —4b pa sta pravokotna. Dolo¢i kot med vektorjema d in
b.

. Paralelogram je dolocen z vektorjema ﬁ =2d +4 b in /ﬁ

5 b, kjer je |d| =5, | b| =2 in je kot med vektorjema @ in T enak
T IzracunaJ ploscino paralelograma.

Dokazi, da je paralelogram romb natanko tedaj, ko se njegovi diagonali
sekata pod pravim kotom.

— — —
Naj za vektorje @, b, ¢ € R3 velja @ + b + ¢ = 0. Dokazi
- = 1
b+b-?+?-7:—§(\7y B+ y?ﬁ).

%
din b, ce VelJa da je vektor 2d — b

pravokoten na, vektor @ + b Vektor — 2 b pa je pravokoten na
vektor 2@ + b

S =
. Dan je kvader ABCDA'B'C'D'. Naj bo AB — @, AD — b in AA' = &

ter naj velja, da je |b| = |d@| in |@ = 2|@|. Izratunaj kot med

(a) telesno diagonalo in stranico AB,
(b) telesno diagonalo in AD'.

Naj bodo i, j, k standardni bazni vektorji R3. Izracunaj
T A N N N
(7 <7)x 7)< 7)< 7

Paralelogram_;f R3 dolocata diagonali ¢ = 3 T+ J -2 k in ? =
t —3j +4k. Izracunaj plos¢ino paralelograma.

10 Pripravil: M. érepnjak
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_>
11. Naj bodo 7, b ,7 paroma nekolinearni Vektogi Vi%?’. Dokazi, da je
ad+ b +?:Onatankotedaj,kovelja?x b=bxd=7Cx4d.

_>
12. Naj bosta @, b € R3. Resi enatho
_>
Txd=1b.
s .
13. Naj bosta @, b € R3 linearno neodvisna vektorja. Resi enacbo

(@ TN T xb)=1axT.

14. I_z)raéunaj volumen paralelipipeda, ki ga dolo¢ajo vektorji @ = (1,1,0),
b =(-1,2,0)in @ = (0,1,1).

15. Izrac¢unaj volumen tristrane piramide, ki jo dolo¢ajo tocke A(1,1,2),
B(1,2,1), C(1,0,0) in D(-3,1,1).

- = —
16. Izratunaj (2@ +30b, b +27¢,3¢ +47d), ¢eje (d, b,7) =1.

— =
17. Dokazi, da so vektorji X b , b x ?, 7 x @ kolinearni natanko tedaj,
ko so vektorji ', b ,7 koplanarni.

Naloge za samostojno delo:

-,

1. Naj bodo @,b,¢€ R® in (@ x b) - &= 3. Ali je
(5+38) : ((6—3(3 X 36+25+8)) 407
Utemelji!
- - 77 3 Rad enad
2. Naj bosta @', b € R”. Resi enacho

(@xb)xT=b.

3. Izracunaj volumen in povrSino paralelepipeda, dolocenega s tockami
A(1,0,0), B(1,1,0), C(1,0,1) in D(2,0,1).

11 Pripravil: M. érepnjak



Poglavje 3
Premica in ravnina v prostoru

1. Zapisi enacbo premice, ki poteka skozi tocki A(0, 1, —2) in B(1,0,1), v
parametri¢ni in kanonski obliki. Ali je na tej premici toc¢ka 77(1,2, 1)
oziroma T5(2,—1,4)? Nadalje, izra¢unaj razdaljo od te premice do
toc¢ke 17 oziroma T5.

: : x z—=1 _ y+l __ =z : :
2. Premica p je podana z enacbo 7= = “-= = % in premica ¢ je podana
z enacbo %3 =y + 1 = =& Izracunaj presecis¢e med premicama p in
q. Izracunaj Se enacbi premic, ki jih dolocata simetrali kotov med med

premicama p in q.

: : ~ z—2 __ 1-y __ 242 : : :
3. Premica p je podana 7z enacbo *5= = =¥ = 3= in premica ¢ je podana

5 2
z enacbo 3r = —2y = 62.

(a) Izracunaj razdaljo med premicama p in q.

(b) Zapisi ena¢bo premice, ki seka premici p in ¢ pod pravim kotom.

4. Zapisi ena¢bo ravnine, ki poteka skozi tocke A(2,1,0), B(—1,0,1) in
C(0,2,2), v splodni in odsekovni obliki. Ali katera od tock T3(2,0,4)

in T5(4,0, —2) ne lezi na tej ravnini? Ce katera od teh toc¢k ne lezi na
ravnini, izracunaj oddaljenost od te tocke do ravnine.

5. Zapisi enacbo ravnine 11, ki je doloc¢ena s premico p z enacbo x — 2 =
1 -2z, y=11n tocko A(0,3,1).

6. Doloci presek ravnin, ki sta podani z enacbama 3x + 3y — z = —1 in
rT—y+z=23
7. Doloc¢i presek ravnin, ki so podane z enacbami 2z — 4y + 3z = 1,

r—2y+42z=31in 3x —y + 5z = 2.

12
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

Zapisi enacbo ravnine 11, ki vsebuje premico p z enacbo x =y — 1 =
in je pravokotna na ravnino Y z enacbo x + z = 0. Izracunaj Se
katerih tockah seka ravnina II koordinatne osi.

z
2
v

Poisé¢i pravokotno projekcijo premice p, ki je podana z ena¢bo x = 2y =
z, na ravnino II, ki je podana z enacbo x +y — z = 1. Pod katerim
kotom premica p seka ravnino II7

Med toc¢kami, ki so enako oddaljene od tock A(3,4,1) in B(—1,0,5),
poisci tisto, ki je najblizja tocki C(6,5, —4).

Pois¢i enacbo premice r, ki poteka skozi to¢ko T'(0, —1,1) ter seka pre-

mico p z enacbo &2 = 2 — y = 2 in premico ¢ z enacbo =t = ¥2 —

2 3 2
z—1.

Zapisi enacbo premice, ki je pravokotna na premico p z enacbo x — 1 =
2 = z — 1 in poteka skozi tocko T'(3,0, 3).
Med premicami na ravnini II z enacbo z — 2y + 2z = 18, ki potekajo
skozi tocko T'(4,yo, 5) dolodi

(a) enacbo premice p, ki seka premico p’ z enacbo § =y = ;

(b) enacbo premice ¢, ki vzporedna z ravnino ¥ z enacbo y = 0;

(¢) premico r, ki je najblizja koordinatnemu izhodis¢u.
Izpelji vse formule za rac¢unanje razdalj med tockami, premicami in
ravninami v prostoru.

Naloge za samostojno delo:

1.

2.

Ravnina II je podana z ena¢ho x — z = 1, ravnina X pa z enacbo
T —2y+3z =2

(a) Izracunaj razdaljo med ravnino II in toc¢ko T(3,1,1).

(b) Izrac¢unaj enacbo premice, ki poteka skozi tocko T'(3,1,1) in je
vzporedna z ravninama II in X.

Premica p je dolocena s presekom ravnin z enacbama r = zin x—y = 2.

(a) Zapisi enacbo premice p v parametri¢ni in kanonski obliki.

(b) Dolo¢i premico g, ki seka premico p pod pravim kotom in poteka
skozi tocko (0,1,0).

13 Pripravil: M. érepnjak
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3. Premica p je podana z enacbo 2 — 2x = y = z, ravnina II pa z enacbo
r+y—z=3. Pois¢i pNII in med vsemi premicami na ravnini II,
ki sekajo premico p, zapiSi enacbo tiste, ki je najblizja koordinatnemu
izhodiscu.

14 Pripravil: M. érepnjak



Poglavje 4
Matrike

1. Dane so matrike
1 2 0 -1 1
A=10 2 =2 1|, B=1|0{, (J:[
10 1 -1 -1

-1 1 0
0 -1 1

0 1
] , D=1 2
2 0
Ce obstaja, izracunaj A+B,CT+2D, AB, BC,CB,CD, DC, BBT , BT B, DT A.
2. Poisci vse matrike, ki komutirajo z matriko
01
A= L 0} .
Nato dokazi, da vse take matrike komutirajo med seboj.

3. Poisci vse matrike, ki komutirajo z matriko

1 -1
=1
Pokazi, da je mogoce vsako tako matriko zapisati v obliki ol + S A, kjer
sta a, 0 € R.

4. Naj bo X € My(R). Resi enacho X? = [.

5. Za poljubno naravno Stevilo n izracunaj A", kjer je

1
A= 10
0

S = =
e )

15



FNM UM, Predmetni ucitelj

Matriéni ra¢un

6.

10.

11.

12.

Za poljubno naravno Stevilo n izra¢unaj A", kjer je

10 -1 -1
01 1 0
A= 00 1 1
00 0 1

Naj bo = € R. Za poljubno naravno Stevilo n izra¢unaj A", kjer je

0 cos T 0
cosx 0 sin x
0 sinx 0

A:

Za poljubno naravno Stevilo n izracunaj A", kjer je A =

Za poljubno naravno §tevilo n izracunaj A", kjer je A =

_ o O =

Izracunaj inverz od matrike

A:B g]

Dokazi, ¢e sta A in B obrnljivi matriki, ki komutirata, potem tudi
matrike A, B, A~!, B~! paroma komutirajo.

Resi spodnje primere.
(a) Zapis§i splo$na primera realne simetri¢ne in posSevno simetri¢ne
matrike reda 3.

(b) Ali so naslednje matrike simetri¢ne oziroma poSevno simetri¢ne:
A+ AT A — AT AT A?
(c) Naj bosta A in B simetri¢ni matriki. Ali je AB — BA simetri¢na

oziroma posSevno simetri¢na matrika?

Spomnimo naslednje: matrika A je simetri¢na, ¢e je AT = A, in je
pofevno simetri¢na, ¢e je AT = —A.

16 Pripravil: M. érepnjak
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13. Naj bosta A, B € M,(R) nilpotentni matriki, ki komutirata. Dokazi,
da sta potem A + B in AB tudi nilpotentni matriki.

(Opomba: matrika A € M,(R) je nilpotentna, ¢e obstaja m € N, da
velja A™ = 0.)

14. Naj bo A € M, (R) nilpotentna matrika, za katero velja A™*! = 0 in
A™ £ 0, kjer je m € N. Pokazi, da je I — A obrnljiva matrika in velja
(I-A)1=T4+A+A%+. .+ A™

15. Pravimo, da je matrika A € M,(R) ortogonalna, ¢e velja AAT =
ATA=1.

(a) Preveri, da je

S~
% |§»J>I>—‘
W
[\&]
'H’Nw’“la

vl

ortogonalna matrika.
(b) Pois¢i vse ortogonalne matrike reda 2.

(c) Pokazi, da je produkt ortogonalnih matrik ponovno ortogonalna
matrika.

16. Za matriko A € M,(R) definiramo njeno sled s predpisom
sled(A) =a11 +aso+ ...+ app-

(a) Dokazi, da za poljubni matriki A, B € M, (R) in poljubna o, 5 € R
velja
sled(aA + BB) = asled(A) + Bsled(B)

N sled(AB) = sled(BA).
(b) Naj bo A, B € M,(R) in naj bo B obrnljiva. Dokazi
sled(B~'AB) = sled(A).
(c) Ali obstajata matriki A, B € M,,(R), da je AB— BA =17
Naloge za samostojno delo:

1. Naj bo A € M,(R) matrika, katere vsi elementi so enaki 1 in naj bo

k € N. Dokazi, da velja
1 \" 1
(—A> _la
n n

17 Pripravil: M. érepnjak
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2. Poisc¢i vse matrike, ki komutirajo z matriko

3. Naj bo n € N in naj bosta A, B € M,(R). Dokazi ali ovrzi naslednje
trditve.

(a) Ce je sled(A) # 0, tedaj je A obrnljiva matrika.

(b) Ce sta A in B obruljivi matriki, tedaj je tudi A + B obrnljiva
matrika.

(¢) Ce je A+ B obruljiva matrika, tedaj je

A(A+B)'B=B(A+B) A

18 Pripravil: M. érepnjak



Poglavje 5
Determinanta

1. Dane so permutacije

()_12345
AMm=\92 315 4)
123456
(b)”2:(246135)’
(C)W_12345678
37 \2 46 8135 7))

Permutacije 71, mo in w3 zapisi kot produkt transpozicij in dolo¢i njihovo
parnost.

2. Samo z uporabo definicije determinante izra¢unaj

0 aq 0O ... 0 0

0 0 a ... 0 0

0 0 0 0 ap

a, 0 0 0 O

0 0 . 0 ain

0 0 .. a9 pn—1 a9 p,

(b) | S : L

0 ap—12 ... QAp_1p—1 Qn-1n

Gn 1 an 2 s Ann—1 Qnp

Opomba: vsa Stevila, ki nastopajo v zgornjih determinantah, so realna
Stevila.

19
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3. S pomocjo razvoja determinante po vrstico oz stolpcu izra¢unaj nasle-

dnje determinante

23 0 0
01 3 -1
@150 3 2 |
01 2 =3
4 3 210
34001
(by |2 0 4 1 21,
1 01 4 3
00 O0¢O0 14
1 2131 4
00200 2
(©) 300 300
1013017
00 2000
320320
-y 0 0 ... O
re —y O 0
0 z3 —y 0
@ .
o o0 0 ... —y
o o0 0 ... =z,

0
-y

Opomba: vsa Stevila, ki nastopajo v 3d, so realna Stevila.

4. Stevila 28765, 10131, 98571, 84590, 50413 so deljiva z 11. Dokazi, da
je tudi spodnja determinanta deljiva z 11.

2

ot 00 ©

8

O = 00 O

7

= Ot Ot =

_ O J W o

W O = = Ot

5. S pomodjo Gaussove eliminacije izra¢unaj naslednje determinante

1 -1 0 2
9 -1 3 —1

@ 5 3 1 o
0 1 2 -3

20

Pripravil: M. érepnjak
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—
=3
~—

—_ = = = =

e}

0
0
0

I
o 8

NN NN -

8 O wwwwtkR

|
—_

0
0
0

s s W N

8 O O

0
0
0

O O s W N~

DO W N~

—1

x
—1

n

Y2

Ys
Yn—2

Yn—1
Yn

Opomba: vsa §tevila, ki nastopajo v 5c, so realna Stevila.

6. Izracunaj splosna ¢lena zaporedij, ki sta podani rekurzivno na naslednji

nacin

(a) ap =1, a1 =4, ay1 = da, — 4a,_1 za vsak n € N,

(b) ap =1, a1 =1, apy1 = a, + a,_1 za vsak n € N.

7. Izracunaj naslednje determinante reda n € N:

6
3
0

O W OO -

O e

3
6
3

_w N OO

O e

0
3
6

WO OO -

l=EE

0
0
0

SO WO e

0
0
0

S OO O W -

N -

21
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1 10 0 0
1 11 0 0
1 1 0 0
O
000 ... 11
000 ... 11
8. Izracunaj naslednje determinante reda n € N:
0 1 1 o1 1
2 0 2 .2 2
3 3 0 .03 3
() | . : N
n—1 n—1 n—-1 ... 0 n—1
n n n R ) 0
1 2 0 0 . 0 n
1 2 3 0 . 0 0
1 2 3 4 . 0 0
by |+ ; o |, kjer je n > 4,
1 234 ... n—10
1 2 3 n—1 n
0 2 3 4 n—1 n
2 2 2 2 2
-2 1 2 2 2
-2 -2 1 2 2
(©) :
-2 -2 =2 1 2
-2 -2 =2 -2 1
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9. Naj bosta a,b € R. Izracunaj determinanto reda 2n, kjer je n € N.

o

0
b

a ... a
a ... a
0 a
0 0
0 0
0 b
b ... b
b ... b

a b b
a b b

SR Qe
ISEESEES I B
QL OO o e

S
Q e
S

b b
b 0

o O OO
o O OO

Q

Naloge za samostojno delo:

1. Najbodo ay, as, as, ay € R. Izra¢unaj determinanto matrike A € M, (R),

l4+a; 1 1 1
I 1
A=1 1 14as 1
1 1 1 1+ a4
2. Izracunaj determinanto matrike A € M, (R)
[10 3 0 0 0]
3 10 3 ... 0 O
0 3 10 0 0
A= : :
0 0 0 10 3
0 0 0 3 10|

3. Naj bon € Nin naj bodo aq, as, .
matrike A € M, (R),

_—al aq 0 0 0 0 i
0 —Q2 a9 0 0 0
0 0 —ag 0 0 0
A= z s
0 0 0 —Gp-3  Gp2 0
0 0 . 0 —Qp—1 Ap—1
R S T | 1 1|
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Sistemi1 linearnih enac¢b

6.1 Sistemi linearnih enac¢b

1. Dolo¢i rang matrike

0 —1
(a)

W
OO Ut N

= o N = O W

3
(b) L

(S N A e
|
—_

-1 10

2. V odvisnosti od realnega parametra a doloc¢i rang matrike

(a)

— = Q

11
a 1|,
1 a

a

a

Cl2

—2a

==
o O e O
e )
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3. V odvisnosti od realnega parametra a resi sistem enacb

T+z+u=2
rH+ay+z+2u=3—-a
—2rx—(a+1)z—u=a—4
ay +2u =2 —a.

4. 'V odvisnosti od realnega parametra a resi sistem enach

ar +y+z=1
rt+ay+z=a
T +y+az = a

Nalogo resi s pomocjo Cramerjevega pravila.

5. V odvisnosti od realnega parametra a resi sistem enach

ar —4y — 3z =a
r—ay—6z=4
dx 4+ az = 0.

6. V odvisnosti od realnega parametra a resi sistem enach

(a—1z+2y+z=1
r+2y+(a+1)z=a
T+ 2y + 2z = 2a.

7. V odvisnosti od realnega parametra a resi sistem enach

2ar +y—z2=a
20 —ay+ 3z =1
4o + 2y — 2az = 2.
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8. V odvisnosti od realnega parametra a resi sistem enacb
r—y+3z=1
rT—ay+z=2

20 +y —az = 0.

9. V odvisnosti od realnih parametrov a in b resi sistem enacb
ar+by+z2=1
r4+aby+z=a
r+by+az=1.

10. Za katera realna Stevila a in b ima sistem linearnih enach
ar+y+bw=0
r+ay+z=1
z+w=0
br+y+aw=>
parametri¢no resitev? V teh primerih resitev tudi poisdci.
Naloge za samostojno delo:
1. V odvisnosti od parametra a € R resi sistem enacb
ar +2y+z2=1
r+ay+z=0
r—2y+az=a.

2. V odvisnosti od realnega parametra a resi sistem enach

ar —y+z=1
—r+ay+z=1
-2y 4+ az = —a.

3. V odvisnosti od realnega parametra a resi sistem enach
ar+y—2z=0
—2r+ay+z=a
20—y + az = a*.
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6.2 Inverzna matrika

2 1 : 1 2
A:[4 1} mB—{3 4]

Izracunaj A~ s pomocjo prirejenke, B~! pa s pomodjo linearnega sis-
tema.

1. Dani sta matriki

2. Dani sta matriki
2
2

1
A= 4
2

w w o

1
in B=1] 2
3

O = W

2
1
—1 2

Izracunaj A~! s pomocjo prirejenke, B! pa s pomodjo linearnega sis-
tema.

3. Resi matri¢no enac¢bo
2 1 0 1 0 2
R R !

4. ReSi matri¢no enac¢bo

2AX — 18A = BX.

kjer je
1 2 1 1 4 2
A=1| -1 2 3 in B=1| -2 2 6
0o 2 -3 0 4 3
5. Res$i matri¢no enacbo
(-X"B)" + AX = I?,
kjer je
1 0
mNETE
-2 2
6. ReSi matri¢no enac¢bo
(XA)T —24 = (2X — BT,
kjer je
3 -1 2 6 -2 0
A=1|-1 3 4 in B=[-2 0 0
-1 2 1 0 8 0
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7. V odvisnosti od realnega parametra a resi matri¢cho enacho

AX =X + BT,
kjer je
2 20 1 =2 0
A=1|1 a 0| in B=1{0 1 0
0 0 2 0 0 1

8. Naj bo n liho stevilo in naj bo A € M,,(R) posevno simetri¢na matrika.
Ali je A obrnljiva matrika?

9. Naj bo A € M,(R) obrnljiva matrika. Dokazi, da je det(A) = (det A)"~!.
10. Matriki A, B € M, (R) sta podobni, ¢e obstaja obrnljiva matrika P, da
velja B = P71AP.
Dokazi, ¢e sta matriki A in B podobni, tedaj je det(A) = det(B).
Naloge za samostojno delo:
1. Re8i matri¢no enacbo

(AX + B" = (BX + A,

kjer je
2 10 0O 0 O
A=11 2 1| in B=1|1 -3 -1
0 0 2 -2 -3 2
2. Resi matri¢no enac¢bo
XA=2X+B",
kjer je
1 2 2 0 0 6
A=1|0 5 2| in B=|0 -6 0
4 1 4 4 0 O

3. Naj bo n € N. Pois¢i vsa realna Stevila a in b za katera obstaja inverz
matrike A € M, (R),

[fa+b b—1 b—1 ... b—1 b—1 b—1]
0 a 0 0 0 0
0 0 a 0 0 0
A= : : : .. : : :
0 0 0 a 0 0
0 0 0 0 a 0
| —ab —ab —ab ... —ab —ab a |
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Poglavje 7

Primeri preteklih izpitov

V tem poglavju je vklju¢enih nekaj izpitov iz preteklih let. Nekaj izpitov
najdete tudi na spletni strani asistenta.
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Izpit pri predmetu Matriéni racun
27. 1. 2017

Navodila: Pripravi osebni dokument. Ugasni in odstrani mobilni telefon.
voljeni so listi s formulami in priro¢nik, resene naloge so prepovedane. Cas
reSevanja je 120 minut.

1. [20] Izra¢unaj volumen in povrsino tristrane piramide, ki je dolo¢ena
s tockami A(L,0,1), B(2,1,1), C(1,0,2) in D(0,1,1) v R3.

2. [20] Dana sta ravnina Il : 2z+y— 2z = 3 in premica p : %1 =2—z,y=
—1.

(a) Dokazi, da se ravnina II in premica p sekata in izra¢unaj kot med
njima.

(b) Dolo¢i ena¢bo ravnine, ki vsebuje premico p in seka ravnino IT pod
pravim kotom.

3. [20] V odvisnosti od realnega parametra a resi sistem enacb

ar —y+2z=a
20 +y—2z=—-1
-y +az = a.

4. [20] Naj bon € N, n > 6. Izra¢unaj determinanto matrike A € M, (R)

1 1 1 ... 1 0 0
2 ... 2 2 0
03 3 ... 3 3 3
A= R : :
0 0 0 n—2 n—2 n—2
000 ... n—1 n—-1n-1
000 ... 0 n n |

5. [20] Naj bo A € M, (R). Dokazi ali ovrzi:

(a) Ce je A simetri¢na, tedaj je obrnljiva;

(b) ¢e je A obrnljiva, tedaj je tudi njena prirejenka obrnljiva.
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Izpit pri predmetu Matriéni racun
10. 2. 2017

Navodila: Pripravi osebni dokument. Ugasni in odstrani mobilni telefon.

.....

voljeni so listi s formulami in priro¢nik, resene naloge so prepovedane. Cas
reSevanja je 120 minut.

1. [20] Naj bosta @ in b linearno nedvisna vektorja v R3. Resi vektorsko
enacbo
Ixd=b—daxhb.
2. [20] Dana sta ravnina IT : x — 2z = 10 in tocka T7'(2,1,1).
(a) Poisci tocko na ravnini II, ki je najblizja tocki T

(b) Pois¢i premico, ki je vzporedna z ravnino II in poteka skozi toc¢ko
T.

3. [20] Resi matri¢no enacbo

A+ XB =BT - XA,

kjer je
020 1 0 —1
A=10 0 2 in B={(1 1 0
0 0 0 01 -1
4. [20] Naj bo n € N. Izra¢unaj determinanto matrike A € M, (R)
[—4 5 0O ... 0 0 0]
-1 -4 5 ... 0 0 0
0O -1 —4 ... 0 0 0
A= : X :
0 0 0 ... =4 5 0
o o0 o0 ... -1 —4 5
0 0 0 ... 0 -1 —4]

5. [20] Naj bo n € N in naj bo A € M,(R), A je razlicna od nicelne
matrike. Dokazi ali ovrzi:

(a) Ce je A nilpotentna matrika, tedaj je strogo zgornje trikotna ma-
trika;

(b) ¢e je A strogo zgornje trikotna matrika, tedaj je nilpotentna ma-
trika.
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Izpit pri predmetu Matriéni racun
22. 6. 2017

Navodila: Pripravi osebni dokument. Ugasni in odstrani mobilni telefon.

.....

voljeni so listi s formulami in priro¢nik, reSene naloge so prepovedane. Cas
reSevanja je 120 minut.

1. [20] Naj bodo @,b,& € R® in (@ x b) - &= 3. Ali je
(@430 - ((@—30) x (3a+2a+ ¢)) # 07

2. [20] Danistapremicip:%7:3—y,z:2inq:2x—4:y:2z.

(a) Preveri, da se premici p in ¢ sekata ter izra¢unaj kot med njima.

(b) Dolo¢i ena¢ho premice, ki pravokotno seka premici p in g.
3. [20] Resi matri¢no enac¢bo
(-X"B)" + AX = I?,

kjer je

4. [20] V odvisnosti od realnega parametra a resi sistem enacb

ar—y—+z=1
—r+ay+z=1
-2y +az = —a.

5. [20] Naj bo A € M, (R). Dokazi ali ovrzi:

(a) Ceje vsota vseh elementov matrike A razli¢na od 0 (torej Z Z a;; #
i=1 j=1
0), tedaj je matrika A obrnljiva;

(b) ¢e je A obrnljiva, tedaj je det(A™1) = (det(A))~.
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Izpit pri predmetu Matriéni racun
31. 8. 2017

Navodila: Pripravi osebni dokument. Ugasni in odstrani mobilni telefon.

.....

voljeni so listi s formulami in priro¢nik, reSene naloge so prepovedane. Cas
reSevanja je 120 minut.

1. [20] Naj bosta @ in b linearno nedvisna vektorja v R3. Resi vektorsko
enacbo o
Txb=bxd—ad.
2. [20] Dana sta ravnina II : x — y + 32z = 10 in toc¢ka 7°(0, 1, 1).

(a) Izracunaj oddaljenost od tocke T" do ravnine II.

(b) Pois¢i premico, ki lezi na ravnini IT in vsebuje pravokotno projek-
cijo tocke T' na ravnino II.

3. [20] Resi matri¢no enacbo

2XT - B=(XA- AT,

kjer je
4 1 0 0 1 4
A= 1|1 4 1| in B=|-1 4 -1
0 1 4 4 1 0

4. [20] Naj bo n € N. Matrika A € M,,(R) je podana takole

(—1)° ; 1<i,j<n,i=j
1 ; 2<i<n, =1
(=1)7-5 5 i=1,2<j<n
0

;  sicer

CLij—

Izracunaj determinanto matrike A.
5. [20] Naj bo n € N in naj bo A € M, (R). Dokazi ali ovrzi:

(a) Ce je A simetri¢na matrika, tedaj je A obrnljiva matrika;

(b) ¢e je A poSevno simetricna matrika, tedaj je A2°!7 tudi pogevno
simetri¢na matrika.
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Izpit pri predmetu Matriéni racun

5. 2. 2018

Navodila: Pripravi osebni dokument. Ugasni in odstrani mobilni telefon.

.....

voljeni so listi s formulami in priro¢nik, resene naloge so prepovedane. Cas

reSevanja je 120 minut.

1. [20] Naj bosta p in ¢ enotska vektorja iz R?. Nadalje, naj velja, da
se 8+ 7¢ in 2p — 3¢ sekata pod pravim kotom. IzraC¢unaj kot med

vektorjema p in ¢.

2. |20] Premica p je dolo¢ena s presekom ravnin x —y = 0 in z — 2z = 2.

(a) Zapisi enacbo premice p v parametri¢ni in kanonski obliki.

(b) Dolo¢i premico ¢, ki seka premico p pod pravim kotom in poteka

skozi tocko T'(0,0,1).

3. [20] Resi matri¢no enacbo

(XA)T —24 = (2X — BT,

kjer je
3 -1

2
A=|-1 3 4 in B=
2 1

-2 0
-2 0 0
8 0

4. [20] Naj bon € N, n > 6. Izracunaj determinanto matrike A € M, (R)

0
0
0

O =

0
0
0

0
0
0

O =

0
1
0

(e}

1

(e}

0
1
0

e}

5. [20] Naj bosta A, B € M,,(R). Dokazi ali ovrzi:

(a) sled(ABT) = sled(BAT),

(b) det(A+ B) = det(A) + det(B).

34
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Izpit pri predmetu Matriéni racun
19. 2. 2018

Navodila: Pripravi osebni dokument. Ugasni in odstrani mobilni telefon.

.....

voljeni so listi s formulami in priro¢nik, resene naloge so prepovedane. Cas
reSevanja je 120 minut.

1. [20] Dokazi, da za poljubna vektorja p, ¢ € R? velja neenakost

lF+al- 17— al <A+ [4*
2. [20] Dana je premica p : Q’Tx =y, z=2inravnina Il : z42y—2z = 2.

(a) Izracunaj razdaljo med p in TI.

(b) Dolo¢i ravnino 3, ki je vzporedna s premico p in seka ravnino IT
pod pravim kotom ter vsebuje toc¢ko 7°(0,1,0).

3. [20] V odvisnosti od parametra a € R obravnavaj sistem enacb

ar +y =1
—r+ay+2z=1
T —2y+z=a.

4. [20] Naj bo n € N. Poi§¢i vsa realna Stevila a in b za katera obstaja
inverz matrike A € M, (R),

fa+b b—1 b—1 ... b—1 b—1 b—1]
0 a 0 0 0 0
0 0 a 0 0 0
A= : : : K : :
0 0 0 a 0 0
0 0 0 0 a 0
_—ab —ab  —ab ... —ab —ab a |

V teh primerih inverz tudi poisci.

5. [20] Naj bosta A, B € My(R), kjer A simetri¢na in B antisimetri¢na
matrika. Dokazi ali ovrzi:

(a) A — B je simetri¢na matrika;
(b) sled(AB) = 0.
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