Metri¢ni prostori

Naloge na va)ah:

Primeri metrik na B

1. S katerim od predpisov je definirana metrika na E:

(a) diz,y)=la® —|;

(b) dfz,y) = max {1, |z —y[};

(¢) d(z,y) = min{l, |z —y[}

(d) d(z,y)= amtan%—amtan%l.

2. Najbo f: R — R funkeyja. Definirajmo preshikavo d : B x K — R s predpisom
de (@,y) = |f(x) = fy) .

(a) Kateremu pogoju zadosa funkeija f. da je d metrika?

(b) Za f(x) = srctanz v metriénem prostoru (R, dy) skiciraj krogli K3 (0)
m Kz (0). Ali je metriéni prostor (R, dy) omejen?

3. Ali je 2 predpisom:

(a) (a) iz prve naloge definirana metrika na mnozici pozitivnih realnih stevil;

(b) (d) iz prve naloge definirana metrika na intervalu [2, 00)?

4. Najbo f: R — (0,00) zvezna funkeija. Za poljubni stevili a, b € R definiramo

th(x]dx‘.

DokaZi, da je d metrika na R in opi#i kroglo K, (0).

d(a,b) =




Primeri metrik na B*
5. Naj bodo dy, d,. in d,, obitajne metrike na R*.

(a) V posamezni metriki skieiraj K, ((0,0)).
(b) V posamezni metrili zraéunaj oddaljenost premice y = —2z +2 od tocke
T(0,0).
6. V metriénem prostoru (R*, d;) in (R?, d;) skiciraj parabolo, to je mnoZico toék,
ki so enako oddaljene od toéke T (0, p) in premice y = —p, kjer je p > 0.
7. Naj bosta T3 in T poljubni toéki ravnine B®. DokaZi, da je s predpisom

D(TLTy) = dy (11, T3) : T1 in T; sta na istem poltraku skozi (0,0)
bR dy (Th,0) +dy (0,Ty) : Ty in T nista na istem poltraku skozi (0,0)

definirana "poétarska” metrika na ravmn in skicira] odprti krogh s srediZéem
v togki T'(3,4) in radijem r = 1 oziroma r = 6.

§. Naj bo (R,d) omejen metriéni prostor z diametrom = in (R, D) poljuben
metrigm prostor. DokaZi, da je s predpisom

d =
B (o) = { D) i

definirana metrika na mnoZici B°.

9. Naj bosta f, g : R — R realni funkeiji. Definirajmo preslikavo ds, : R x R? —
K = predpisom

dg (@1, 91) . (@2,3)) = | f(@1) = Flza)[ + |9 (1) — 9 ()] -

(a) Kateremu pogoju morata zado%éati f in g, da bo d metrika na R*?

(b) Za funkeiji f (z) = arctanz in g (x) = 1o v metriénem prostoru (R*,d; )
skicira] odprti krogh K3 (0,0) in K3 (0,0).

Primeri funkcijskih metrik
10. Naj bo M mnoZica veeh realnih zaporedij, t.j. M = {a = (a1,02,...) ;% € R}.

(a) DokaZi, da je s predpisom

0: a=b
D(ab)= '

(@) { L1 ay= by ey = by, Dy
definirana "primerjalna” metrika na M.

(b) Opi& naslednje mnoZice H§ (0}, Ri (0}, K; (0), 5§ (0).



(¢) Doka#i: &e je b € K, (a), potem Je K, (a) = K, ().

11. Naj bo C* [a, b] mnoZica zvezno odvedljivih realnih funkeij na intervalu [a, ] .
S katerim od naslednjih predpisov je definirana metrika na C? [a,b] :

(a) d(f.9)=|[, (fle) —g(@)) d=

(b) d(f.9)= [, If () — g(z)|do
() d(f.9)= [} 1f (@) +F (&) — g(z) — ¢ (z)| da-

12. Naj bodo C (R) vse zvezne realne funkeije in P (R) realni polinomi. Al je s
predpisom

D(f.9) = mex |f(z) - g (=)l
definirana metrika na C' (R) oziroma P {]R}'T

13. Naj bo C [a, b] mnoZica zveznih realnih funkeij na intervalu [a, b] . Na mnoZiei
C'[a, b] definirajmo naslednje metrike:

4, (f,9)= (f (@) — g ()P ) zap>1,

s (£,9) = max £ &) — 9 @)] -

(a) Koliko je razdalja funkeij f (z) = €* in g () = —e® v metriénem prostoru
(C[0,1],d,).

(b) V metriki d.. opi#i in skicira) odprto inzaprto kroglo ter sfero s srediéem
v funkeijn f i polmerom r = 1.

Samosto)no resi: [1, Naloge: §0, 82, 85], [3, Naloge: 150, 154 , 155] in [6, Naloge:
2:1, 2:2, 2:3].



PodmnoZice metri¢nih prostorov

Naloge na va)ah:
1. Dolo#i notranjost, zunanjost in mejo podmnoZic B: {1/nln € W}, [-1,2) in Q
v evklidski metriki in v diskretni metriki

2. Naj bo K = [0,1] x [0,1] C R?. Doloéi Not K, Meja K in Zun K v d;, d;
mm poZtarski metriki. Al je K v teh metri#mh prostorth odprtia ali zapria

mnoZica.
3. Naj bo C[0,1] metriéni prostor zveznih funkel) na intervalu [0.1] z "max”

metriko. Dolo#1l notranjost, zunanjost in mejo mnoZic
A={fcCl.1|f(0)=0} i B={fcCo,1|f(0)<0}.
Al je katera od mnoZic odprta oz. zapria’
4. Naj bo (M, d) metriéni prostor in A, B C M. Dokazi ali ovrzi:
(a) Not (AU B) C Not AU Not B:
(b) Not AU NotB C Not(AUB);

(e) ANBCANBE:
(d) ANBCAN

i

FU

5. Ali v metriénem prostoru M velja katera od trditev:

(a) Ce sta A in B zaprti podmnoZici M, potem je A\ B zaprta.
(b) Ce je A odprta in B zapria podmnoZica M, potem je A\B odprta.
(e) Ce je A C B, potem je Meja A C MejaB.

6. Naj bo A € M. DokaZi ali ovrzi:

(a) ANA° = p;
(b) MejaA = Meja A:
(¢) Meja AN Mejad=10.



7. DokaZi. PodmnozZica A metriénega prostora M je odpria natanko tedaj, ko
obstaja druZina odpriih krogel B = {B, |By = NotBy, A €A}, da je A =
UE = UAE.'L B;,,.

8. Najbo M = C'[0, 1] metriéni prostor zveznih funkeij na intervalu [0, 1] z "max"
metrike in A podmnoZica veeh polinomov. Doloéo Not A, MejaA in Zun A.

9. Naj bo [* mno#ica vseh omejenih realmh zaporedy) z d,, metriko. Naj bo A
podmnoZica vseh konvergentmh zaporedy), ka komvergirajo proti 0 in B podme
noZica zaporedy), ki imajo kon®no mnogo €lenov razhitfmh od 0. Dolo#l no-
tranjost, zunanjost in mejo obeh podmnoZie. Al je katera od mmnoZic odprta
oZlroma zaprta.

Samostono resi: [1, Naloge: 96, 98, 100], [3, Naloge: 159, 161 . 164] in [6, Naloge:
11:4, 1155, 11:11].

Norma in skalarni produkt



Naloge na va)ah:
1. (a) Katere metrike porodijo p-te norme na ", t
1 )
lll, = (keal” + -+ |znl)?  oziroma ||z, = max {lea],--- . |2nl}?

Dokazi lim, . ||z]|, = [lz]l,
(b) Katere metrike porodijo p-te norme na C' [0,1], t.).

1 ;
||f||1,=( f If{:rllpcﬂr) aziroma |f1., = mes 17 0)]
D £}

2. Kdaj je metrika porojena z norme? Al po&tarska metrika 1zhaja = norme?

3. Naj bo [™ mnoZica realmh oz. kompleksnih omejenih zaporedy). Doka#i, da je

s predpisom ||z|| = sup, .y [&x | definirana norma na mnozici [*.
4. (a) Katero normo porodi skalarni produkt (z |y) = Ef_lriyg na E"?
(b) Katero normo porodi skalarni produkt (f |g) = J'; )g(z)der naC[0,1]"

5. Kak#nemu pogoju zado&€ajo stevila oy za 1 = 1,2,...,n, da bo s predpisom
(@ |y) = >I_, as@;y; definiran skalarni produkt na R"”

6. Kakinemu pogoju zado&ta funkeija u (z), da bo = predpisom

(Flo)= [ u@) f@)o ) ds
0
definiran skalarni produkt na C [0,1]"

7. Kdaj je norma porojena iz skalarnega produkta? Al je norma ||.||, na R’
porojena iz skalarnega produkita?

§. Zapisi neenakost C'SE v " oz. C" opremljenim z obifajnim skalarnim pro-
duktom.

9. Naj I* = {(xq, 2y, ) e, |z " < oo } mnoZica realnih oz kompleksnih za-
poredi].
(a) Dokazi, da je [* vektorski prostor.
(b) Dokazi, da je s predpisom (z|y) = ¥ ., &y oz. (zly}) = > . =%
definiran skalarni produkt na [*.
(e) Katero normo porodi ta skalarni produki?

Samosto)no res1: [3, Naloge: 440, 441 | 442] in [6, Naloge: 2:4, 2:7, 3:3].



Zaporedja v metri¢nih prostorih

Naloge na va)ah:

1.

Dokaz1, da je v metriénem prostoruvsako komvergentno zapored)e tudi Cauchy-

jevo. S primerom pokaZl, da obratna trditev ne velja.

. V E? je podano zaporedje z, = {r% 1+ r%] . Ali je zaporedje (z, ) konvergentno

(Cauchyjevo) v metrienem prostoru R* z d, metriko oz. z dprr metriko?

mn ¥

. Poi13é1 vsa stekalidéa zaporedja z, = (i_—lL cos %) v metriénem prostoru

{Rz,dz} n I:]E'.j: ﬂ:P'TT} .

. Naj bo M mnoZica realmih omejenih zaporedij. Naj bodo podana naslednja

zaporedja v M :
zaporedje (z") kot 2™ = (1,2,-++ . n,0,---):
zaporedje (y") kot " = (0,0,--- ,0,n,0,---);
zaporedje (z") kot 2" = {7%5{]’“.) .

Ali so ta zaporedja komvergentna (Cauchyjeva) v metriénem prostoru M s

primerjalno oz. supremum (ds ) metriko?

. Naj bo A podmnoZica metrifnega prostora M m a € MejaA. Doka#i, da

obstaja tako zaporedje (a.) iz mnoZice 4, da je lim,_..c0n = a.

. Naj v metriénem prostoru M zaporedji (a.) in (b, ) konvergirata proti a € M.

Dokazi, da je potem lim,_, . d(a,,b,) = 0.

. Oznaéimoz R* = [0,00). Najbo f : R* — R* injektivna odvedljiva funkcija z

omejenim odvodom. Potem E* postane metri¢éni prostor z metriko d; (x.y) =

If (x) — f(y)| za vee x,y € R*.

(a) Naj bo (z,) € B* Cauchyjevo zaporedje. Dokazi, da je (x,) Cauchyjevo
zaporedje tudi metriénem prostoru (R™, dy).

(b) Naj bo f(z)= +=. V metriénem prostoru (R, d;) konstruiraj Cauchy-

le=z”
jevo zaporedje, ki ne komvergira.



8. Naj bo f: R — R funkeija. Definirajmo preslikavo d, : R x R — K s predps-
som
d (@, y)=|flz) = fy) .
(a) Kateremu pogoju zado#éa funkeija f, da je (R, dy) poln metriéni prostor?

(b) Ali je (R,d) polni metriéni prostor, ée je d(z,y) = |arctanz — arctany|?

0. Al je prostor omejenih realnih zaporedi] s primerjalnoe metriko poln?

10. Najbo P={ay + ayx +--- + a,z" la; € K, n € N} metriémi prostor polinomov

z metriko N
d(p.g) = la—bi -
=0

Ali je ta metriéni prostor poln? Oglej =1 zaporedje p, () =3

T ="

i=0 I% -

Samostojno res1: [6, Naloge: 7:2, 7:3, T:8].

Zvezne preslikave



Naloge na va)ah:

1.

9.

Definirajmo preslikavi f, g : (B,d:) — (R, dprr) s predpisom f (z) = (z.z)
m g(z)= (z,1). V katerth to¢kah sta t1 preslikavi zvezm?

. Definirajmo funkeijo F : (C[0.1],d,) — (R.,d.) oz. F : (C[0,1],d,) —

(R, de) s predpisom F (f) = f(0). Al je funkeija F zvezna? Alije F enakomerno

zvezna’

. Naj bo preslikava F : (C'[0,1],d, ) — (I*,d,, ) definirana s predpisom

F=(rw.s(3)7(3))- (11)

Al je preslikava F zvezna’

. Ali je preslikava F : (C'[0,1],dx) — (R¥, D), ki je definirana s predpisom

(1.1), zvezna, ée je D primerjalna metrika B™?

. Naj bosta f,g : M — M’ zvezni preslikavi. DokaZi, da sta mnoZici

A={zeM|flz)=ceM} mn B={zcM|f(z)=9(z)}

zaprii.

. Naj bo C(I) metriéni prostor zveznih funkeij na intervalu [ = [0,1] z d

metriko t.J. de (f,9) = maxeer |f (z) — ¢ (x)|. Definirajmo preslikavi F :
C(I)=RinG:C(I)— C(I)s predpisoma

1

th3=[x=f(z:|dx in G(f)=2f ) .

]

Ali sta omenjeni preslikavi zvezmi? Ali je katera Lipschizova?

Banachovo skréitveno naéelo

. Naj bo M = R\ {0} metriéni prostor z evklidsko metriko in f(z) = 3z. Ali

je f ekréitev? Al ima f kakZno fiksno toéko v tem metriénem prostoru’?
Ugotovitve poveZi z Banachovim skréitvenim naéelom.

. Naj bo f : B! — R? definirana s predpisom f(z,y) = (y—1,5(z +y)).

Doka#i, da ne obetaja taka zaprta podmno#ica D, da bibila f: D — D
skréitev.

Naj bo f(x)= =1 Dokazi, da velja:



() f:[loc)— [Loo):
(b) |f(z)—f(y)| € lr —y|zavsaka z,y € [1,00);
(e) f nima fiksne tocke.

Ugotovitve poveZl 2 Banachovim skrétvenim naéelom.

10. 5 pomodjo Banachovega skréitvenega natela poisel reditve enathe r = Inz 4.

Samosto)no resi: [3, Naloge: 165, 166, 168], [6, Naloge: 4:2. 4:4, 4:10].

Kompaktni metri¢ni prostori

Naloge na vajah:

1.

2.

Dokazi, da je veak kompalkteni metriém prostor poln.

Ali je mnoZiea [—1,1] x {1} C R’ kompaktna v metriénem prostoru (E*,d;)
cz. (R, dprr)?

. Dokaz1, da je zaprta podmnoZica kompaktne mnoZice kompakina.

. Naj bosta A in B kompaktni in C' podmnoZica metriénega prostora M. Dokaz:

ali ovrzl:

(a) AU B je zaprta mnoZica;
(b) ¢e je C zaprta, je A N C kompakina mnoZica;
(c) ¢e je AN C kompaktna, je C zaprta mnoZica.

. Naj bo (zn) konvergentno zaporedje z limito x v metriénem prostoru M. Ali

je katera od mnoZic A = {z, [n € N}, B =AU {r} kompaktna?

. Katere mnoZice so kompaktne v diskretnem metriénem prostoru?

. Naj) bo M kompaktm metriéni prostor in f.g : M — B zvezm funkein z

lastnostjo f(x) # g(x) za vsak x € M. Doka#i, da obstaja taka konstanta
¢>0,daje |f(x) —g(x)| Zczavsakx € M.

Samosto)no redi: [6, Naloge: 12:1, 12:3, 12:5].



