Funkcije ve¢ spremenljivk
Naloge na va)ah:
Nivojnice in definicijsko obmocje
1. Poié1 1n skiciraj definieijsko obmoéje funke)

dr —

f{‘rryj = 1]11:1—.1:! _ yg)

n glry)=In(zhy—z)) .

2. 5 pomoéjo nivejnic skicira) grafa funkey)

xr

4yt

flz.y)= in glry) =

x? 4+

3. Naj bo funkeija f : R* — R definirana s predpisom f (z,y,2) = 2" +y" +2" - L.
Graf funkeije f predstavi z nivojnicar in skieira] prerez grafa nad ravmne

z= 0.

4. Naj bo funkeija f podana spredpisom
f(2,y) = aresin (2y (1 —2*) = 1) .

(a) Poiéi in skiciraj definicijsko obmoéje funkeije f.
(b) Graf funkeije f predstavi s pomoéjo nivojnic. Narifi nivojnice N_z, N,
.-'*-',} ter nakaZi trend pri nivojnicah N, za —F < a < 7.

5. Dana je funkeija f(z,y)=y(z? = 1).

(a) Graf funkeije f predstavi s pomoéjo nivejnic.

(b) Skicira) prerez grafa nad premico, ki poteka skozi toéki A (-2,1) in
B(2,-1).



(e) Kako bipo grafu funkeije f priZel iz tocke A' (—2,1,3) v tockeo B' (2, —1. —3) ,
da se med potjo ne bi nikdar vzpenjal.

Krivulje v polarnih koordinatah
6. V ravnini skiciraj krivulje, ki so podane v polarni oblikir = f(p) :

(a) r=1;
(b) r = a|sin2¢p|, a > 0;

() r=a(l—cosgp),a>0.

7. Lemniskata je mnoZica toék v ravnini katerih produkt razdalj od gori&é F; (a.0)
in F, (—a,0), kjer je a > 0, je enak a*.

(a) Dokazi, da je lemniskata implicitno podana kot (z? + 3?)* = 207 (z* — ¢?).
(b) S pomoéjo polarnih koordinat skiciraj lemniskato.

8. Skicira) krivulji, ki sta podani implicitno kot
(2 + y’)2 =2z in (2 + y’)2 = 2zy.
Zveznost funkcij dveh spremenljivk
9. Ali so naslednje funkeije zvezne v toéki (0.0)?

f(x,y):{ s'%‘y‘r : (z,y) # (0,0)

s (z,y) = (0,0)
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10. Dokazi, da velja:
'inr.ir]Eﬁﬂ,ﬂ] Bi:;y =1 i {m.rl}i-l-IEﬂ.ﬂJ o +ry}'*;'i* -

1. Izraéunaj limiti
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11. Doloél medsebojni odnos Ztevil n, m mn p, da bo obstajala limita
L T

Iim ———.
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Samosto)no res1: [1, Naloge: 456, 465, 470], [3, Naloge: 145, 170 , 174] in [4, IX.
Naloge: 65, 66, 68].

Parcialna odvedljivost
Naloge na va)ah:
Parcialni odvod

1. Izrafuna) parcialna odvoda f, n f, za funkeijo:

(a) flz,y)= 122" — 4/*;
(b) fl(zx,y)=xarctanzy;

2. Funkeija dveh spremenljivk naj bo podana s predpisom

B 3_:;1*_31 : (z,y) F (0,0)
_f(x,yj— { 0 : {x,y}= 'EU:-UJ

(a) Al je f zvezna v toéki (0,0)?
(b) Al je f parcialno odvedljiva’
(e) Al je parcialni odvod f, (f,) zvezen?

3. DokaZi ali ovrzi naslednji trditvi:



(a) Ce f: R — E ni zvezna v toéki a, potem tudi ni odvedljiva v toéki a.

(b) Ce f: R x R — R nizvezna v totki (a,b), potem v te] tocki ni parcialno

odvedljrva. Primer:

gy (zy) #(0,0)
0

f{;r,y}={ ; (z,y)=1(0,0)

Uporaba diferenciala

10.

Izrafunaj pribliZno vrednost 1.04%",

. Za koliko odstotkov se spremeni volumen valja, €e se vifina in polmer povetata

za 197

Gradi se jez v obliki polkroga s polmeromr = §0m m a = 7, debelimo d=2m
mvifinoe A = 30 m. Za koliko odstopa volumen jeza, ¢e lahko r, d in h odstopajo

za 0.1 m ter a odstopa za 10"7
Najbou(z,y) = ¢ inz (t) = sint, y (t) = t°. Izraéuna] %’; in sicer

(a) direktno;

(b) = pomoéjo veriZnega pravila.

. Podan naj bo trikotnik s stranicama o = b = 1m 1n vinesmm kotom a =

60°. Prva stranica se zafne povefevatl s hitrostjo vy = 10 em/s, druga pa
zmanjgevati ¢ hitrostjo v; = —5em/s, kot se poveéuje z w = 3°s~1. Kako se

zafne spreminjatl plo&fina trikotmika?

. Najbo f= flx,y). Izraz « f,+yf, preoblikuj v polarne koordinate, t.p. zrazi

ga s pomodjo r, ¢, fr oziroma f..

Za funkeijo f (x,y) pravimo, da je homogena stopnje k € Ny, fezavsakmc R
velja f (me,my) = m*f (,y).
(a) Al je funkeija

ol

flzy) = (@ +4?) 5"

homogena? Dolo#1 tudi stopnjo homogenosti.

(b) DokaZi, davsako homogeno funkeijo stopnje k lahko zapisemo kot f (z,y) =

z*F () in zratunaj izraz  f, + yf,,.



Vig&ji parcialni odvodi
11. Al sta za funkeijo

ey s @) #(0,0)
”‘”’y-"{ 0 @)= (0,0

parcialna odveda fy m fi; zvezna? Al sta enaka? Odgovor utemeljr
12. Izratunaj %, kjer je z= f(z + y,zy) .
13. Izrafuna) g—i n %1 klerjezr=2u4+vinr=u+lnvtery=v —lnu.
Taylorjeva vrsta
14. Funkeijo f (z,y) = ¥ + xy® razvij v Taylorjevo vrsto okoli toéke (2,1).
15. Razviy) funkeijo f (z,y) = ¢®¥ v Taylorjevo vrsto okoli (0,0) do élenov reda 4.

16. Naj bo funkeija f : B! — R definirana s predpisom

l—z—-—y+zxy

flay)=In—g—"r—

(a) Doloéi definicijsko obmoéje funkeije f.
(b) Funkeijo f razvi) v Taylorjevo vrsto okoli (0,0) in doloél obmoéje kon-

vergence te vrate.

Samostojno resi: [1, Naloge: 476, 454, 487], [3, Naloge: 177, 170 , 180] in [4, IX.
Naloge: 92, 100, 104).

Ekstremi funkcij ve¢ spremenljivk



Naloge na va)ah:

Lokalni in globalni ekstremi funkcij veé spremenljivk

1. Poiséi lokalne ekstreme funkeije
(a) fla,y)=9-2a® -y

(b) g (z.y) = (a? + ) e "

2. Ali ima katera od funkelj f(z,y) = sinzy, g(z,y) = coszy ekstrem v toéka
(0,0)?

3. Poiséi lokalne ekstreme funkeije f (z,y) = zy + 5 + E

4. Preveri, da ima funkeija f (z,y) = (1 + €¥) cos x — ye¥ neskonéno maksimumov
in nobenega minimuma.

5. Poiséi globalni ekstrem funkeije f(r,y) = 2’y (4 —z — y) na obmoéju, ki je
omejenozx =0, y=0nz +y=6.

6. Ali ima funkeija f (z.y,2) = 22* + ¢* + 2z — xy — xz lokalne ekstreme?

7. Plodevina ima oblike pravokotnika dimenzije h in d. Zelimo narediti tak Zleb,
da bo njegov volumen najveé]l (skica). Doloél dimenzije Zleba.

8.V krog z danim polmerom r vérta] trikotnik z najveéjo ploiéino.
Vezani ekstrem

0. Na elipa % + % = 1 dolo?1 totko C, da bo plod€ina trikotmika AABC, kjer Je
A(2,0)m B (0,3), najveé)a.

10. Katera toéka na krivulji 2% + y* + 32y = 2 je izhodi%u najblizja?

11. Katere toéke na elipsoidu 2z* + 33® + 22" 4+ 222 = 6 s0 najmanj oz. najbolj
oddaljene od ravnine z = 0.

12. Glede na realno stevilo a = 0 klasificiraj globalne ekstreme funkeyje f(z,y) =
3z — ary + 3y na kroguz® + ¢ <2.

13. Na krivulji, ki je presek ploskev 2% +¢° + 2" = 4 inz? —x + 3* = 0, poisii

tizte todke, ki so najmanj oz. najbol) oddaljene od o= y.

Samosto)no resi: [1, Naloge: 494, 499, 500], [3. Naloge: 185, 203 , 205] in [4, IX_
Naloge: 56, 100, 112].



Izrek o implicitni funkciji
Naloge na va)ah:
1. Najbo Fz,y) =2 + ¢’ — 2zy.

(a) Dokazi, da enakost F (z,y) = 0 v okolici totke 2 = 1 dolo#a natanke eno
funkeijo y(z) z lastnostjo y(1) = 1 in F(z,y(x)) = 0 za vsak = 1z te
okolice.

(b) Funkeijo y (x) razvij v Taylorjevo vrsto do élenov reda 2.

(c¢) Poizéi vse totke (a,b), ki zado%éajo enaébi F (z,y) = 0, vendar pa ta

enatba v okolici toéke a ne doloéa nobene funkeije y(z) z lastnostjo
yla)=bin Fz,y(x)) = 02zavsak z 1z te okolice.

2. Dokazi, da funkeija F (z,y) = sinzy+sinzz+2zsinyz = 0 v okolici toéke (0,
doloéa neskonéno zveznih funkei) z = z(z,y), ki zado&€ajo F (z,y, 2 (z,y])
0, vendar pa samo eno tako, da je z(0,1) = 2.

3. Imamo funkeij

F[m1y,z}=m3 +¥ 4+ —%yz—4 in Glz,y,z) = sin(mryz) .

(a) Doka#i, da obstajata enoliéno dologeni funkeiji y (z) in z (x), ki sta defin-
ranina nekickoliciz = 1, dajey(l)=1,2(1)=2ter F(z,y(z),z(z)) =
0inG(z,y(x),z(x))=0zavsak z iz te okolice.

(b) Dokazi, da je v tofla z = 1 funkelja y(z) padajoéa in da ima funkeija
z(z) v te) toékd lokalni ekstrem.

Samostojno resi: [3, Naloge: 187, 190, 191] in [4, IX. Naloge: 60, 118, 120].

Integrali s parametrom



Naloge na va)ah:

1. Izratunaj limito lim,_.o F'(y). e je
2
F(yj=/ zcosaydr .
0

2. Izratunaj limito lim, .o F'(y), te Je

1 zxyz
Fly)= —r
v 1:. (2 + )

3. Naj bo

Fly) = ﬁ% ]n(1+ysin3r]dm

sin’ z
Zayec(—1,1) zratunaj F (y).
4. Najbo I(b)= jﬁln (3* —sin’x) dr. Za b > 1 zraéunaj I ().
5. Izrafuna) mntegral

0eca<h

lnz

tako, da v ustreznem dvakratnem integralu zamenjaZ vrstm red mtegracie.

6. Al velja enakost

f f:c+y e = fdw.[(jz-:;} '

7. Najbo I(z)= uﬁf (# +y) fly)dy, kjer je f realna zvezno odvedljiva funkeija.
Izratunaj I" (z) .

H. Naj bo
F(y)= f|z|35—=*car_, y=0.

Izraéunaj F' (y).

0. Za katera realna stevila o komvergira mtegral



10.

11.

12.

oo e-u
L
_/; 1422

in za katera konvergira enakomerno?

Za katera realna #tevila a konvergira integral fum e *"dr in kdaj komvergira
enakomerno?

Izraéuna) integral
] g=or _ e-h‘
f —dr; O<a<h
0 x
tako, da v ustreznem dvakratnem integralu zamenja# vrstni red integracije.

DokaZi, da lahko zamenja% vratni red integracije in izraéunaj integral
=]

a
fda 2oz
(1+22) (1+z°)
] 1;{.1:




13. Naj bo I(r) = _ﬂ]m smsntEdr .r € R Izrafuna) I (r) in vse korake dobro

Z(1+a?)
utemelji.

Eulerjevi funkciji Gama in Beta

14. Izrafunaj integrale:

)
) Jy 2" (1—a)" de;
() " ==
(d) [Fz*™Ve! —zlde
15. Dokazi, da je

in 1zraéuna] mntegral fﬂ% tgg rde.

oo EJ:.-
[
—on B9+

17. Najbog(m)= [ e do, mER.

16. Izrafuna) integral

(a) Doloéi definicijsko obmoéje funkeije .
(b) Izra¢unaj limito limgy,—q ¢ (m).

(¢) Za n € N zraéunaj ¢ (T%) :

Samosto)no redl: [2, Naloge: 8, 13, 21], [3, Naloge: 217, 219, 221] in [4, XL
Naloge: 97, 100, 102).



