Kombinatorika in verjetnost Zbirka nalog na vajah - kombinatorika

1 Stiri osnovna pravila kombinatorike

Pravilo produkta:

Ce lahko element a € A izberemo na n nacinov, element b € B na m nacinov, lahko urejeni par (a,b)
izberemo na n - m nacinov:

|[Al=n;|Bl=m = |[AXx Bl=n-m
Pravilo vsote:
|A|=n;|Bl=m;ANB=0=|AUB|=n+m
Dirichletovo naéelo (princip golobnjaka):
Ce n predmetov zlozimo v m predalov, kjer je n > m, tedaj sta vsaj v enem predalu vsaj dva predmeta.
Posplositev Dirichletovega nacela:

Cen =k-m+r, kjer je r > 1, predmetov zlozimo v m predalov, kjer je n > m, tedaj bo vsaj v enem
predalu vsaj k + 1 predmetov.

Pravilo Stetja parov:

Naj bosta X in Y konéni mnozici ter R binarna relacija na mnozici X x Y. Ce oznac¢imo

vz(R) ={(z,y) | (z,y) € R,y €Y}
{(z,9) | (,y) € R,z € X}

V2]
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potem velja:

IRl = Jua(R) =) Isy(R)|

reX yey
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Naloge:

1.

10.

11.

12.

13.

Na razpolago imamo 6 razlicnih kuvert in 4 razliéne znamke. Na koliko nac¢inov lahko:

(a) izberemo kuverto z znamko?
(b) polepimo vse 4 znamke na kuverte?

(¢) polepimo vse znamke na kuverte tako, da je na vsaki kuverti najve¢ 1 znamka?

. Imamo 6 rdecih, 8 zelenih in 2 modri kroglici, kroglice lo¢imo le po barvi. Na koliko nac¢inov lahko

izberemo nekaj kroglic in jih damo v predal, ¢e je pomembno samo stevilo kroglic posamezne barve
v predalu in velja:
(a) predal je lahko tudi prazen?
(b) v predalu morata biti natanko dve rdeci kroglici?
(¢) v predalu morajo biti vsaj tri zelene, zunaj pa morata ostati vsaj dve rdeéi in ena modra
kroglica?
Koliko je stevil med 100 in 10000

(a) s samimi razliénimi Stevkami in koliko teh je lihih?

(b) ¢e dve enaki Stevki nikoli ne stojita skupaj?

. V l.aje 34 ucencev, v 1.b 37 in v 1.c 32.

(a) Na koliko nac¢inov lahko izberemo dva predstavnika razredov?

(b) Na koliko na¢inov lahko izberemo dva predstavnika razredov, ¢e morata biti iz razli¢nih razre-
dov?

Profesor je pozabil deznik ali na banki, ali v lekarni, ali na posti, ali v trgovini. Deznik je Sel iskat
na vsa mesta, kjer se je tega dne zadrzeval. Takoj, ko ga najde, se vrne domov. Koliko razli¢nih
profesorjevih obhodov obstaja?

Vseh 25 ¢rk abecede in vseh 10 stevk zelimo kodirati z zaporedjem nicel in enic dolzine k. Vsaj
koliksen mora biti potem k7

Morsova abeceda je nac¢in kodiranja s pomocjo pik in ¢rtic, kjer so kode lahko razlicnih dolzin. Vsaj
koliksna mora biti dolzina najdaljse kode, da lahko zakodiramo vsa liha Stirimestna Stevila s samimi
razli¢nimi Stevkami?

V ugéilnici je 15 racunalnikov in 35 ucencev. Dokazi, da obstaja rac¢unalnik, za katerim bodo sedeli
vsaj trije ucenci.
Tablico velikosti 5 x 5 zapolnimo s stevili —1, 0 in 1. Dokazi, da sta ne glede na izbiro Stevil vsaj

dve izmed izrac¢unanih vsot po vrsticah, stolpcih in obeh diagonalah vedno enaki.

V ravnini je podanih 5 razli¢nih tock s celostevilskimi koordinatami. Dokazi, da je razpolovisce
vsaj ene izmed daljic med dvema tockama celostevilska tocka.

AvtoStopar stopa 10 ur in prepotuje 45 km. V prvi uri je naredil 6 km, v zadnji pa 3 km. Dokazi,
da obstajata dve zaporedni uri, v katerih je naredil vsaj 9 km.

V razredu je 36 ucencev. Vsak obiskuje natanko dva krozka in k vsakemu krozku vpisanih natanko
12 ucencev. Koliko razliénih krozkov uéenci obiskujejo?

Naslovnikom zelimo razdeliti 70 razlicnih sporoc¢il. Da raznasalci ne bi ugotovili vsebine sporo¢il,
vsako sporocilo razdelimo na 5 delov in jih raznasalcem razdelimo tako, da ima vsak dele 7 razli¢nih
sporocil. Koliko raznasalcev potrebujemo?
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2 Urejene in neurejene izbire

n razliécnih elementov razporejamo na k bodisi oznacenih bodisi neoznacenih mest.

| Urejene izbire (variacije) | Neurejene izbire (kombinacije)
S ponavljanjem nk "+Ilj_1
o k_
Brez ponavljanja | n®=n-(n—1)-...-(n—k+1) ()
n razliénih elementov lahko postavimo v vrsto nan! =n - (n—1) ... -1 razlicnih nac¢inov.

Naloge:

1. Na banki ¢aka 7 ljudi, med njimi sta tudi Jure in Spela. Na koliko nacinov se lahko razporedijo v
vrsto, ce:
(a) ni nobenih omejitev,
(b) mora Spela stati neposredno za Juretom,
(c) mora Spela stati za Juretom, vendar ne nujno neposredno za njim?

2. Na podelitvi je predvidenih n govornikov. Na koliko nacinov se lahko razporedijo, ¢e govornik A ne
sme nastopiti pred govornikom B?

3. V knjigarni imajo 4 razlicne kuharske knjige, 6 razlicnih romanov in 2 razli¢na slovarja. Na koliko
nac¢inov jih lahko postavijo na ravno polico, ce:
(a) ni nobenih omejitev,
(b) morajo knjige iste vrste stati skupaj,
(¢) nobeden od slovarjev ne stati niti na zacetku niti na koncu police?
4. Koliko besed iz 8 ¢rk lahko sestavimo v nasi abecedi, ¢e
(a) ni omejitev?
(b) vsaka beseda vsebuje natanko 3 razli¢ne samoglasnike in natanko 5 razli¢nih soglasnikov?
(¢) vsaka beseda vsebuje 3 ali 4 ali 5 ne nujno razliénih samoglasnikov?

5. Na koliko na¢inov lahko 5 enakih kroglic pobarvamo s 3 razli¢nimi barvami, ¢e moramo pobarvati
vse kroglice in lahko tudi vse kroglice pobarvamo z isto barvo?

6. V cvetlicarni prodajajo 12 vrst razli¢nih lonénic. Zaloga vsake vrste lon¢nic je neomejena. Na
koliko nag¢inov lahko izberemo:
(a) 4 razlicne lonénice,
(b) 4 lonénice (ne nujno razliéne),
(c) vsaj 1 in najve¢ 3 loncnice (ne nujno razli¢ne)?
7. Babica ima na razpolago bombone, zZvecilke in ¢okoladice. Najve¢ ima bombonov najmanj pa

cokoladic. Babica lahko sladkarije razdeli dvema vnukoma na 715 nacinov. Koliko sladkarij vsake
vrste ima na voljo?
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8.

10.

11.

12.

13.

Na koliko nac¢inov lahko n ljudi razporedimo za okroglo mizo, ¢e so stoli:
(a) osteviléeni,
(b) neoznaceni,
(¢) neoznaceni in sta Ana in Bojan skregana ter zato ne smeta sedeti skupaj?

do tocke (p, q).

Na STUK je prislo m fantov in m deklet, od katerih n deklet noce plesati. Na koliko na¢inov se
lahko preostali zdruzijo v plesne pare?

V ravnini je n tock, med katerimi je k kolinearnih, n > k, razen teh pa nobena druga trojica ne
doloc¢a premice.

(a) Koliko razliénih premic dolo¢ajo?

(b) Koliko razli¢nih trikotnikov doloc¢ajo?

Na koliko nacinov lahko postavimo v vrsto n razlicnih belih in k razli¢nih rde¢ih avtomobilov, da
bo med dvema rde¢ima vedno vsaj en bel avtomobil?

Na koliko nacinov lahko na 12 osteviléenih parkirnih mest razporedimo 5 razliénih belih, 4 razli¢ne
rdece in 3 razlitne modre avtomobile, ¢e mora med poljubnima dvema rde¢ima stati vsaj en bel
(lahko pa Se kaksen moder) avtomobil?
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3 Binomski in multinomski koeficient

Binomski koeficient:

Naj bo n > k > 0. Definirajmo, da je 0! = 1. Potem je

() = mem = (o)
()= ()

Za 1 <k <n velja:

Binomski izrek:

Multinomski koeficient:

Naj bo M multimnozica s k razlicnimi elementi, ki se ponavljajo ni, ..., ng-krat, kjer je nq + ..

|M| = n. Tedaj je stevilo permutacij M enako

n n!
Niyee., Mg ny!- ..o ny!

n
(1 + 22+ ap)" = E (n n)ﬂci”w?
1y---5 Tk

nit-Ang=n

Multinomski izrek:

g =
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Naloge:

1.

10.
11.

Izrac¢unaj vrednost izraza:
@ (6) =)+ ) =+ =D"(E)
(b)

E ( ),kJerJen1+n2+...+n;€:nlnogniSnzavsakz.
ny,na,... Nk
(n1,n2,...n%)

Dokazi, da velja: (271) — 2(”) a2

V razvoju binoma (332 + %)9 poiséi koeficient pred 3.
Poiséi koeficiente pred z in 2 v polinomu (1 — 42)° (1 + 3z)°.
V razvoju multinoma poisci koeficiente pred dolo¢enimi ¢leni:
(a) (z+y+2z+utw);adytzw’;
(b) (Bz — 2y —2)% 2y
Poiséi koeficiente pred z'2 in #2° v polinomu (1 — 3z* + 22%)15.

Naj bodo z,y,z € Z. Na koliko naginov lahko 23y*2? zapisemo kot produkt ustreznega stevila
faktorjev? Koliko je na¢inov, ¢e mora drugi in Sesti faktor biti 27

Na koliko na¢inov lahko n razliénih oblacil pospravimo v pet razliénih omar tako, da bo v i-ti omari
i oblagil, za i € {1,2,3,4}, v peti pa vsa preostala?

Na koliko nac¢inov lahko razvrstimo v vrsto 5 enakih rdec¢ih, 3 enake zelene in 4 enake modre
kroglice?

Naj bo a = 62774277. Koliko 8 mestnih Stevil lahko sestavimo iz stevk stevila a?

Tlakovali bi radi 9m dolgo in 1m Siroko pot. Na razpolago imamo 4 bele, 3 rumene, 1 zeleno in 1
modro ploséo velikosti 1m?. Plos¢e med seboj lo¢imo le po barvi in jih ne smemo rezati.

(a) Na koliko nac¢inov lahko tlakujemo pot?

(b) Na koliko nac¢inov lahko tlakujemo pot, ¢e mora na zacetku in na koncu biti plosca iste barve?

(¢) Na koliko nac¢inov bi lahko s temi plos¢ami tlakovali pot dolzine 5m?
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4 Princip vkljucitev in izkljucitev

Naj bodo Ay, ... A, kon¢ne mnozice. Tedaj je
n
UAi =a;—as+taz—...xa,
i=1

kjer je a; vsota moci vseh moznih presekov po ¢ mnozic.

Naloge:

1. V §portno drustvo Norci so vkljuceni ekstremni Sportniki, ki se ukvarjajo s tremi ekstremnimi $porti:
BASE jumping, prosto plezanje in potapljanje na dah. Ob v ¢lanitvi morajo na pristopni izjavi
oznaciti, s katerimi ekstremnimi Sporti se ukvarjajo. Po pregledu pristopnih izjav so ugotovitve
naslednje. 9 ¢lanov se ukvarja z BASE jumpingom, 14 s prostim plezanjem in 11 s potapljanjem na
dah. Za BASE jumping in prosto plezanje so navduseni 3, za prosto plezanje in potapljanje na dah
jih je 6 ter za BASE jumping in potapljanje na dah 2. Med vsemi v drustvu sta 2, ki se ukvarjata
z vsemi tremi ekstremnimi Sporti. Koliko je vseh §portnikov v drustvu?

2. Koliko je n-mestnih stevil, sestavljenih le iz Stevk 1, 2 in 3, ki vsebujejo najve¢ dve razlicni Stevki?

3. Avtobusna proga ima vkljuéno z zacetno in kon¢no 5 postaj. Na zacetni postaji je vstopilo 15
potnikov, na vmesnih postajah pa ni vstopil nih¢e. Na koliko na¢inov so lahko potniki izstopili, ¢e
je na vsaki postaji izstopil vsaj en potnik in so na zadnji postaji izstopili zadnji trije potniki?

4. Koliko je stevil med 1 in 1000, ki so deljiva s 3, niso pa deljiva z 2,5,77

5. Na vrh Triglava se je po vrsti povzpelo 9 planincev. Na koliko nac¢inov se lahko spustijo v dolino,
¢e nih¢e ne sme hoditi za tistim, za katerim se je vzpenjal?

6. Pri vhodu v restavracijo je vsak izmed n ljudi odlozil svoj klobuk in deznik. Preden zapustijo
restavracijo, vsak na slepo vzame en klobuk in en deznik. Na koliko nac¢inov se lahko zgodi, da
nihc¢e ne vzame obeh svojih stvari?
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5 Stirlingova Stevila 1. in 2. vrste

Stirlingova Stevila 1. vrste

Naj bo n > k > 0. Stirlingovo stevilo 1. vrste [;{j je stevilo permutacij iz S,,, ki jih lahko zapisemo kot
produkt k disjunktnih ciklov.

Za vsak 1 < k < n velja:

Naloge:

1. Poisci vse permutacije iz Ss in ugotovi, koliko permutacij je takih, ki so produkt k ciklov, 1 < k < 3.

.. |5]. |6
2. Izracunaj {2] in {4] .
3. V polinomu z(z + 1) - ... - (z + 6) doloéi koeficient pred z*.

4. Podan je polinom p(z) = x(z+1)(x+2)(x+3)(x+4)2. Izrazi koeficiente polinoma p s Stirlingovimi
Stevili 1. vrste.

5. Na koliko na¢inov lahko 30 otrok razdelimo za 5 okroglih miz?
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Stirlingova Stevila 2. vrste

n

Naj bo n > k > 0. Stirlingovo stevilo 2. vrste {k

} je stevilo razbitij mnozice z n razli¢nimi elementi na

k nepraznih razredov.

Za vsak 1 < k < n velja:

G = e

Stevilo surjekeij iz n-mnozice v k-mnozico je enako k! {Z}

Naloge:

1. Na koliko nac¢inov lahko mnozico s Stirimi elementi razbijemo na k napraznih razredov, kjer je
1<k<4?

2. Dokazi, da za vsak n € N velja:

3. Pokazi, da za vsak n > 4 velja

4. Izracunaj {g} .

5. V nekem mestu je p avtosol. Vsak izmed p+n prijateljev se vpiSe v eno avtosolo. Na koliko na¢inov
lahko to naredijo, ¢e je v vsako avtosolo vpisan vsaj eden izmed njih in sta p in n poljubni naravni
Stevili?
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6 Porazdelitve

n elementov razporejamo v k predalov, ki so lahko prazni ali pa ne:

elementi oznaceni | predali oznaceni | predali prazni | Stevilo na¢inov
DA DA DA K"
DA DA NE k! {Z}
" (n
DA NE DA Z; {Z }
DA NE NE {Z}
NE DA DA (" R 1)
n
n—1
NE DA NE
()
k
NE NE DA > pin)
i=1
NE NE NE pr(n)

pr(n) predstavlja stevilo razlicnih zapisov stevila n kot vsoto k nenicelnih sumandov.

Velja tudi:

pr(n) = pr(n — k) +pr—1(n — k) + ... +pi(n — k).

Naloge:

1. Na koliko nac¢inov lahko Mojci, Tini in Tadeju razdelimo 7 ¢okoladnih bonbonov, ¢e so le ti med

seboj:

(a) enaki in vsak otrok dobi vsaj en bonbon;
(b) enaki in lahko kdo ostane tudi brez bonbona;

(c) razliéni in vsak otrok dobi vsaj en bonbon?

. Pobarvati zelimo ploskve obicajne igralne kocke. Na razpolago imamo 6 razlicnih barv. Ker so
ploskve oznacene s pikami, jih lo¢imo med seboj. Na koliko na¢inov lahko pobarvamo kocko, ce
moramo uporabiti natanko 3 barve?

. Na koliko nac¢inov lahko zapiSemo 8 kot vsoto treh nenicelnih sumandov?

. Izratunaj, koliko je particij stevila 12, v katerih je 6 najvecji sumand in jih pois¢i. Eno od njih
predstavi s Ferrersovim diagramom.

. Na koliko nac¢inov lahko 10 enakih kroglic razporedimo v 5 enakih posod tako, da nobena posoda
ni prazna?

. Koliko resitev ima enacba y; + y2 + ... + yx = n v mnozici naravnih Stevil, ce:

(a) upoStevamo vrstni red;

(b) ne upostevamo vrstnega reda resitev?

10
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7 Rekurzija

Zvezi
An4k = Alan+k71 +...+ Akan

pravimo homogena k-Clena linearna rekurzija.
Resevanje:
Rekurziji priredimo karakteristi¢no ena¢bo
o= A+ 4 A
Naj bodo ajq,...ax koreni te enacbe. Potem velja:
1. Ce so koreni vsi razlicni, potem je a, = Kiaof + ...+ Kia} za neke K;

2. Ce je a; m-kratni koren, potem je a,, = (K1 + Kon+ ...+ Kmn’”_l) ol + ...

Zvezi
Aptk = Alan+k—1 +... 4+ Agay, + f(n)

pravimo nehomogena rekurzija.

ResSevanje:

splosna resitev = aﬁ[‘ )+ agf )

Partikularna resitev:

1. Ce je f(n) polinom stopnje m, je tudi nastavek polinom stopnje m z nedolocenimi koeficienti.

2. Ce je f(n) eksponentna funkcija, je tudi nastavek oblike Ca™. Ce je a k-kratna resitev karakteri-
stiéne enacbe pripadajoce homogene rekurzije, potem je (so) nastavki Ca™, Cna™, Cn2a™, ..., CnFa".

3. Ce je f(n) kotna funkcija, je nastavek Bsin(An) + C'sin(An).

4. Ceje f (n) linearna kombinacija zgornjih funkcij, je tudi nastavek linearna kombinacija ustreznih
nastavkov.

11
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Naloge:

1. Poiséi splosni ¢len rekurzivno podanega zaporedja:
(a) an =2ap_1 4 ap—2 — 2an_3, kjer jen >3, a; =i zai=0,1,2;
(b) @n+ts — 3ant2 + 4a, =0, kjer je ag = 2, a; = —2 in ag = 6;
(¢) apto = 4ans1 — 8an, kjer je ag = 2 in a; = 10.

2. Poisci rekurzivni zapis zaporedja, katerega splosni clen je
(a) ap=2-5"+T,;
(b) an = (5 + Zn) 27" — & .37

2

(¢) a, =n*.

3. Zapisi rekurzijo za Stevilo vseh takih stevil dolzine n > 1, sestavljenih iz Stevk 1, 2 in 3, ki nimajo
zaporednih enic.

4. Poisci splosno resitev nehomogene rekurzije:
(a
(b
(c
(d

) Bang2 + 2an11 — an = 3"

) ny2 — 6anq1 +9a, =37

) an = 3an71 + TL2 — 3, kjel" je ag = 1,
)

Onto —4apy1 +4a, =5 —3n+ 3", kjer je ap =2 in a; = 1;

12



