VEKTORJI IN MATRIKE 6. sklop nalog

6. sklop nalog: Matrike

1. Podane so realne matrike:

0 1 1 1 2 -1 -1 1 0 2
A:[O ) _1}, B=|1 2 2 2|, X =|1|, c=] -1 1
3 -1 1 0 3 1 5

Izra¢unaj matrike, ki obstajajo: X + X7, A+ B, AB, BA, AX, XTX, XXT, 24+ C7,
XTc.

2. Poisci vse matrike, ki komutirajo z matriko

Pokazi, da je mogoce vsako tako matriko zapisati v obliki al 4+ A, kjer sta « in S realni
Stevili.

3. Poisci vse realne 2 x 2 matrike A z lastnostjo A? = I.

4. Za naravno Stevilo n izracunaj A™, kjer je

(a) (b)
0 cosT 0
A= cosz 0 sinx
0 sinx 0
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o O =
O =
— = O

5. Dokazi, da sta A in B obrnljivi matriki natanko tedaj, ko je AB obrnljiva matrika.

6. Dokazi: ¢e sta A in B obrnljivi matriki, ki komutirata, potem tudi matrike A, B, A~!, B!
med sabo komutirajo.

7. Matrika A je simetri¢na, ¢e je AT = A in je poSevno simetri¢éna, ce je AT = —A.

Zapisi sploSna primera realne 3 x 3 simetri¢ne in poSevno simetri¢ne matrike.

(a)
(b) Kaksne so naslednje matrike: A + AT A — AT AT A?
(c)

)

(d) Naj bo A simetri¢na obrnljiva matrika. Kaj lahko poves o matriki A=1?

Naj bosta A in B simetri¢ni matriki. Kaj lahko poves o matriki AB — BA?

8. Matrika A je nilpotentna, ¢e je A”™ = 0 za neki m € N. Naj bosta A in B nilpotentni n x n
matriki, ki komutirata. Dokazi, da sta potem tudi AB in A + B nilpotentni matriki.

9. Naj bo A nilpotentna matrika za katero je A"t =0 in A™ # 0. Pokazi, da je potem I — A
obrnljiva matrika in (I — A)™' =T+ A+ A%+ ... + A"
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10. Za matriko A € M, (R) definiramo njeno sled s predpisom
sled A =aj; +a2+ -+ any -
(a) Dokazi, da za matriki A in B ter skalarja A, u velja:
sled (AMA + uB) = Asled A + pusled B in sled (AB) = sled (BA) .

(b) Ce je B obrnljiva matrika, pokazi, da je sled (B_IAB) =sled A.
(c) Ali obstajata taki matriki A, B € M, (R), da je AB— BA =17

Dodatne naloge
1. Naj bosta A in B matriki razseznosti 2 x 2, ki komutirata z matriko
0 1
e-[01]
Pokazi, da je AB = BA.

2. Matriko A imenujemo ortogonalna matrika, ée velja AAT = ATA =1T.

(a) Pokazi, da je
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ortogonalna matrika dimenzije 3 x 3.
(b) Dokazi, da je produkt ortogonalnih matrik spet ortogonalna matrika.

(c) Dokazi, da je inverzna matrika k ortogonalni matriki spet ortogonalna matrika.
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