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PREDGOVOR

V tem gradivu so zbrane izpitne in kolokvijske naloge, ki zajemajo snov elementar-
nih funkcij in temeljnih konceptov matematicne analize, pripravljal pa sem jih v le-
tih 2015-2019. Naloge so urejene sistematicno po posameznih temah, pri nekaterih
problemih, ki niso rutinski, so dodani namigi za resevanje. Gradivo je namenjeno
predvsem Studentom prvega letnika matematike za utrjevanje in nadgradnjo srednje-
Solskega znanja ter za uvajanje v analizo. V prvem poglavju je podanih nekaj osnov-
nih definicij in poymov. Pri izbiri nekaterih nalog sem si pomagal tudi z obstojecimi

ucbeniki, zbirkami vaj in internetnimi viri.
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Poglavje 1
Uvodni pojmi

V tem poglavju bomo podali definicije nekaterih osnovnih pojmov o realnih stevilih in

funkcijah. Veé teorije lahko najdemo na primer v literaturi [2 3], 5] 6} [7), 8, 9L 10} [15].

Stevilske mnozice

Mnozico vseh naravnih stevil oznacimo z N, mnozico vseh celih Stevil z Z in mnozico
vseh realnih stevil z R. Realno stevilo a je racionalno, ¢e ga lahko zapisemo v obliki
ulomka, torej ce velja a = ™, kjer je n € N in m € Z. Oznaka za mnozico vseh
racionalnih stevil je Q. Realna stevila, ki niso racionalna, so iracionalna. Primeri

iracionalnih §tevil so na primer stevila v/2, 7, e.

Supremum in infimum podmnozic realnih stevil (iz vira [4])

Naj bo A neka neprazna podmnozica realnih tevil. Recemo, da je A navzgor omejena,
¢e obstaja tako realno stevilo M, da velja a < M za vsak a € A. Vsako tako stevilo
M imenujemo zgornja meja mnozice A. Podobno je A navzdol omejena, e obstaja
tako realno stevilo m, da velja a > m za vsak a € A. Vsako tako stevilo m imenujemo
spodnja meja mnozice A. Mnozica A je omejena, Ce je navzgor omejena in navzdol

omejena.

Zlahka vidimo, da ima navzgor omejena mnozica neskonéno mnogo zgornjih mej, po-

dobno pa velja tudi za navzdol omejeno mnozico. Zato sta smiselni naslednji definiciji.

Realno stevilo M je supremum mnozice A, ce velja:

1. M je zgornja meja mnozice A,

2. za vsak € > 0 obstaja a € A, tako da jea > M — €.



V takem primeru piSemo M = sup A, stevilo M pa imenujemo tudi najmanjsa zgornja

meja ali natancéna zgornja meja.

Realno stevilo m je infimum mnozice A, ¢e velja:

1. m je spodnja meja mnozice A,

2. za vsak € > 0 obstaja a € A, tako da je a < m +e.

V takem primeru pisemo m = inf A, Stevilo m pa imenujemo tudi najvecja spodnja

meja ali natancéna spodnja meja.

Funkcije (iz vira [4])

Naj bosta A, B neprazni mnozici. Funkcija f : A — B je predpis, ki vsakemu
elementu mnozice A priredi natanko en element mnozice B. Ce funkcija f elementu
a € A priredi element b € B, re¢emo, da je b slika elementa a in pisemo b = f(a).
Mnozico A imenujemo definicijsko obmocje ali domena, mnozico B pa kodomena.
Zaloga vrednosti funkcije f je definirana kot Zy = {f(a) |a € A}. Za poljubno mnozico
X C Aje slika mnozice X definirana kot f(X) = {f(x) |z € X}. Za poljubno mnozZico
Y C B je praslika mnozice Y definirana kot f~1(Y) = {a € A| f(a) € Y}.

Naj bosta f : A — B in g : C — D taksni funkciji, da je B C C. Funkcija
gof: A — D, Kijedefinirana s predpisom (go f)(a) = g(f(a)), se imenuje kompozitum
funkcij f in g.

Funkcija f : A — B je injektivna, ¢e za poljubna elementa a;,ay € A velja: a; #

az = f(a1) # f(az).

Funkcija f : A — B je surjektivna, e za poljuben element b € B obstaja a € A, tako
da velja b = f(a).

Funkcija f : A — B je bijektivna, ¢e je injektivna in surjektivna.

Naj bo f : A — B bijektivna funkcija. Potem definiramo inverzno funkcijo f=* :
B — A na naslednji nac¢in: za poljuben b € B naj bo a € A tak, da je f(a) = b.
Potem je f~1(b) = a.

Realne funkcije realne spremenljivke

Naj bosta A, B C R neprazni podmnozici realnih stevil. Potem pravimo, da je
funkcija f : A — B realna funkcija realne spremenljivke. Graf funkcije f je mnozica
Gy ={(z, f(z)) |z € A}, ki je podmnozica ravnine R x R.
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Naj bo X C A poljubna neprazna mnozica. Pravimo, da funkcija f naraséa na X,
¢e za poljubna z1, x5 € X velja, da ¢e je 1 < 9, potem je f(x1) < f(xq). Podobno
funkcija f pada na X, ¢e za poljubna z1, x5 € X velja, da ¢e je z; < xo, potem je

f(z1) > f(x2).

Naj bo funkcija f definirana na nekem simetri¢nem intervalu, torej A = [—a, a|, kjer
je a >0, ali A =R. Funkcija f je soda, ¢e za vsak x € A velja f(z) = f(—z). V tem
primeru je graf funkcije simetricen glede na ordinatno os. Podobno je funkcija f liha,
¢e za vsak ¢ € A velja f(—x) = —f(x). V tem primeru je graf funkcije simetricen

glede na koordinatno izhodisce.

Zveznost, limita in odvod
Naj bo f realna funkcija realne spremenljivke z definicijskim obmoéjem A C R.
Funkcija f je zvezna v tocki a € A, ¢e za vsak € > 0 obstaja d > 0, tako da za vsak

x € A velja: ¢e je |r —al| <0, potem je |f(x) — f(a)] <e.

Naj bo a € R. Predpostavimo, da je mnozica (a — ¢,a + ¢) \ {a}, kjer je ¢ > 0,
vsebovana v definicijskem obmocju funkcije f. Potem pravimo, da je limita funkcije
f, ko gre x proti a, enaka L (kar zapisemo kot lim f(z) = L), ¢e za vsak € > 0 obstaja
d > 0, tako da za vsak = € (a — ¢,a + ¢) \ {z(;}a velja: ¢e je |x — a| < 6, potem je
|f(z) — L| < e. Opazimo, da je taksna funkcija f zvezna v tocki a, ¢e je definirana v

tocki a in je lim f(z) = f(a).

Podobno definiramo tudi levo limito, desno limito, limito v neskonc¢nosti, neskonéno

limito, kar najdemo na primer v viru [2].

Ce obstaja limita lim M, potem jo imenujemo odvod funkcije f v tocki a in
r—a Tr — Qa
f(x) — fla)

pisemo f’(a) = lim . Za ve¢ informacij glej [5].

r—a T —a

Pregled elementarnih funkcij
V tem razdelku bomo podali osnovne definicije nekaterih elementarnih funkcij. Vec

podrobnosti najdemo v [5].

Linearna funkcija je funkcija f : R — R, definirana s predpisom f(z) = kx + n,
kjer sta k,n € R. Za k > 0 je f narascajoca, za k < 0 pa padajoca funkcija. Graf
linearne funkcije je premica z enacbo y = kx + n. Naklonski kot ¢ premice lahko

izracunamo po formuli tan ¢ = k. Kot ¢ med premicama y = kyx+n; in y = kyx+no

izracunamo kot tan ¢ = % . Velja, da sta premici y = kyx + ny in y = kyx 4 no
vzporedni, Ce je ky = ko, in pravokotni, ce je kiky = —1.
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Poznamo tri oblike enache premice:

1. Eksplicitna oblika: y = kx + n.

2. Implicitna oblika: ax + by + ¢ = 0, kjer je vektor 7 = (@, b) normalni vektor,

pravokoten na dano premico.

3. Odsekovna oblika: =

tocki (m,0) in (0,n).
Kvadratna funkcija je funkcija f : R — R, definirana s predpisom f(z) = az? +
br + ¢, kjer so a,b,c € R in a # 0. Graf kvadratne funkcije je parabola.

Poznamo tri oblike zapisa kvadratne funkcije:

1. Eksplicitna (razvita) oblika: f(x) = ax® + bz + c.

2. Temenska oblika: f(r) = a(x — p)? + q, kjer je p = —% inqg= —bzl—:‘“c (pin q

sta koordinati temena).

3. Nicelna oblika: f(z) = a(x — z1)(x — x2), kjer sta x; in x5 nicli. Izracunamo ju

lahko s pomocjo formule x5 = _bgg/ﬁ, kjer je D = b? — 4ac. Za nicli veljata

Vietovi formuli: z; + 24 = —% in 2y = <.

Potencéna funkcija z naravnim eksponentom je funkcija f : R — R, definirana
s predpisom f(x) = z", kjer je n € N.

n

Korenska funkcija: ¢e je n > 3 liho stevilo, potem je f : R — R, f(x) = 2™,
bijektivna funkcija, njena inverzna funkcija pa je korenska funkcija f~' : R — R, ki
jo oznaéimo kot f~'(z) = {/z. Ce je n sodo stevilo, potem je f : [0,00) — [0,00),
f(x) = z™, bijektivna funkcija, njena inverzna funkcija pa je korenska funkcija f! :
0,00) — [0, 00), ki jo oznacimo kot f~(x) = /z.

Polinom je funkcija p : R — R, definirana s predpisom p(z) = a,2" + a,_12" ! +
oo air + ag, kjer je a; € R za vsak i € {0,1,...,n}. Ce je a, # 0, ima polinom p
stopnjo n.

Racionalna funkcija f je kvocient dveh polinomov p in ¢, torej f(z) = %.

Definirana je povsod, kjer je ¢(z) # 0. Ce p in ¢ nimata skupnih nicel, potem ima
f nicle v tockah, kjer je p(z) = 0, in pole (navpicne asimptote) v tockah, kjer je

q(z) = 0.



Eksponentna funkcija je funkcija f : R — R, definirana s predpisom f(z) = a”,
kjer jea > 0in a # 1. Za a > 1 je f narascajoca, za a < 1 pa padajoca funkcija.

Zaloga vrednosti funkcije f je Zy = (0, 00).

Logaritemska funkcija: funkcija f : R — (0,00), f(z) = a® (a > 0in a # 1), je
bijektivna funkcija, njena inverzna funkcija pa je logaritemska funkcija f= : (0, 00) —
R, ki jo oznacimo kot f~!(z) = log, z (Stevilo a imenujemo osnova logaritma). Velja
torej, da je log, ¥ = y natanko tedaj, ko je a¥ = x. Za a > 1 je f~! narascajoca, za
a < 1 pa padajoca funkcija. V posebnem primeru, ko je a = e, uporabljamo oznako

In x namesto log, z.

Se nekaj pravil za racunanje z logaritmi:

1. log,(zy) = log, x + log, y, log, & =log, x —log,y, ,y > 0,
2. log,z¥ =ylog,xz, v >0,y € R,

1
3. prehod na novo osnovo: log, r = %, x,b>0,0#1.

Hiperboliéni sinus in hiperbolié¢ni kosinus sta funkciji sinh : R — R in cosh :

. . . . T _,—x . T —x . oo .
R — R, definirani s predpisoma sinhz = <= in coshz = “If—. Hiperboli¢ni
tangens in hiperboliéni kotangens definiramo kot tanhz = % in cothx =
cosh z
sinhx *

Kotne (trigonometriéne) funkcije. Ce tocko (1,0) zavrtimo okoli koordinatnega
izhodisca za nek kot ¢ (ki ga merimo v radianih) in dobljeno tocko oznac¢imo z (z,y),
potem definiramo sint = y in cost = x. Na ta nac¢in dobimo kotni funkciji stnus in
kosinus, tako da velja sin,cos : R — R. Obe funkciji sta periodi¢ni s periodo 27 in
obe imata zalogo vrednosti [—1, 1]. Pri tem je funkcija sinus liha funkcija, kosinus pa
soda funkcija. Funkciji tangens, tan : R\ {3 + k7w |k € Z} — R, in kotangens,

cot : R\ {k7 |k € Z} — R, definiramo s formulama tan x = S22 in cot x = <%, Obe

cosx sinx °

funkciji sta lihi in periodi¢ni s periodo 7, prav tako imata obe zalogo vrednosti R.

Tabela nekaterih osnovnih vrednosti:

IHEEE
sin || 0| 1 |2 L1
cos || 1 ‘/73 \/75 % 0
tan || O \/?g 1 \/§ —
cot || — \/§ 1 \/?g 0




V nadaljevanju podajamo nekaj formul (iz vira [4]), ki veljajo za vsa realna Stevila
x,y, kjer so ustrezni izrazi definirani.

1. Osnovne zveze:

(i) cos?z +sin’x =1,

)

(ii) tanz =
)
)

cotx’

2, _ 1
(iii) 1+cot’w = —,

(iv) 1+ tan’z = —2

cos?zg”

2. Formule za komplementarne kote:

(i) sin(§ —x) = cosx, cos(§5 — x) = sinw,
(ii) tan (5 —x) = cot , cot (§ — x) = tan x.

3. Adicijski izreki:

(i) sin(x £ y) = sinx cosy £ cosxsiny,
(ii) cos(x +y) = coszcosy Fsinxsiny,

(i) tan(x £ y) = - 2netany

lFtanz-tany *

4. Formule za racunanje dvojnih kotov:

(i) sin(2x) = 2sinxcosy, cos(2x) = cos? z — sin® z,
(i) tan(2z) = F2ang

5. Formule za racunanje polovi¢nih kotov:

(i) sin = £, /15

2 Y
(il) cos® = £,/1F5=2
(iii) tan % = 1=z,

6. Formule za pretvarjanje produkta v vsoto:

(i) sinx-siny = —35(cos(z + y) — cos(z — y)),

(ii) sinz - cosy = 3(sin(z + y) + sin(z — y)),
(iii) cosz - cosy = (cos(x +y) + cos(z — y)).

7. Formule za pretvarjanje vsote/razlike v produkt:

6



(i) sinz +siny = QSin%ﬂcos =Y,
(ii) sinz — siny = 2cos ¥ sin ¥,
(iii) cosz + cosy = 2 cos x—;y cos 54,
(iv) cosz — cosy = —2sin ¥ sin LY,

Krozne (ciklometriéne) funkcije so inverzne funkcije od kotnih funkcij. Da

jih lahko definiramo, najprej spremenimo definicijska obmocja in zaloge vrednosti

ustreznih trigonometricnih funkcij, da le-te postanejo bijektivne: sin : [-F, 7] —
[—1,1], cos : [0,7] = [=1,1], tan : (=5, %) = R, cot : (0,7) — R. Krozne funkcije

arkus sinus, arkus kosinus, arkus tangens in arkus kotangens tako slikajo
na naslednji nacin:

arcsin : [—1,1] — [-F, 7],

arccos : [—1,1] — [0, 7],

arctan : R — (=7,
arccot : R — (0, ).

Omenimo, da eksponentno funkcijo, logaritemsko funkcijo in trigonometri¢ne funkcije

imenujemo tudi transcendentne funkcije.

Stoznice (krivulje drugega reda)
Pod stoznice uvrscamo kroZnico (njena enacba v osnovni legi je z2 + y* = 12, kjer je

r > 0 polmer), elipso (njena enacba v osnovni legi je 2—; + ‘Z—z =1, kjer sta a,b > 0

22

njeni polosi), hiperbolo (njena enacba v osnovni legi je % — ?;—j = =+1, kjer sta a,b >0
njeni polosi) in parabolo (njena enacba v osnovni legi je y* = 2pz, kjer je p € R). Vet

informacij o stoznicah lahko najdemo v [5].

V naslednjih poglavjih so zbrane naloge, ki so se pojavljale na izpitih in kolokvijih pri
predmetu Elementarne funkcije. Naloge so urejene v sklope po posameznih temabh.
Veliko dodatnih nalog lahko najdemo na primer v zbirkah za srednje Sole [3] 5, 6], [7,, 8],
zbirkah za fakultete [4] [14], [16], zbirkah tekmovalnih nalog [T, 12], 13] in univerzitetnih
ucbenikih [9] 10, 15].



Poglavje 2

Stevilske mnozice in osnovno o

funkcijah

1. Naj bosta p in ¢ razli¢ni prastevili. Dokazi, da je stevilo ,/pq iracionalno.
2. Naj bosta p in q razlicni prastevili. Pokazi, da je stevilo log VA iracionalno.

3. Naj bosta p in ¢ razlicni prastevili ter n € N,n > 2. Dokazi, da je Stevilo p %

iracionalno.

4. Podana je mnozica A = {2*t! | n € N}. Dolo¢i minimum, maksimum, infimum

in supremum mnozice A (Ce obstajajo) in vse odgovore utemelji z dokazi!

5. Naj bo
A={zxeQ|xz € (0,1]}.

Doloé¢i supremum, infimum, maksimum in minimum mnozice A ali dokazi, da

tako Stevilo ne obstaja. Odgovore utemelji!

6. Dani sta mnozici

3n —2
A:{ ™ |nEN}, B={]2* — 4] — |z +2||z € (0,5)}.
Dolo¢i infimum, supremum, minimum in maksimum (¢e obstajajo) mnozic A in
B. Vse odgovore utemelji!

7. Za neprazni podmnozici A in B mnozice R definiramo A+ B = {a + b|a €
A b e B}.



(a) Ceje A=(0,3)in B = [2,7), dolo¢i mnozico A + B.
(b) Naj bosta A in B poljubni neprazni podmnozici mnozice R, ki sta omejeni.

Dokazi, da je tudi mnozica A + B omejena.

8. Naj bo A C R neprazna in omejena mnozica, tako da velja sup(A) = M in
inf(A) = m. Naj bo e f : R — R funkcija.

(a) V primeru, ko je f(z) = 3x + 1, preveri, da je mnozica f(A) omejena in
da velja sup(f(A)) = F(M) in inf(F(A)) = f(m).
(b) Poisé¢i primer omejene mnozice A in funkcije f, tako da mnozica f(A) ne

bo omejena.

9. Naj bo f: R\ {0} — R funkcija s predpisom f(z) = -5. Dane so mnozice
A=f(3,), B=f"'(-24]) in sz( V| neN}>.
(a) Zapisi in skiciraj mnozici A in B v R.
(b) Dolo¢i infimum, minimum, supremum in maksimum (e obstajajo) mnozic

A, B in C. Odgovor za infimum mnozice C' tudi dokazi.

10. Podana je preslikava

F:R — R?
F ot (2t +1,8%).

(a) Ugotovi, ali je F' injektivna oziroma surjektivna. Svoje trditve dokazi ali

s protiprimerom ovrzi.

(b) Naj bo D = {(z,y) € R? |z +y = 4}. Zapisi mnozico F~'(D) tako, da

nastejes vse njene elemente.
11. Podana je preslikava

F:R* - [0,00)
F:(z,y)— 2* + 12

(a) Ugotovi, ali je F' injektivna oz. surjektivna. Svoje trditve dokazi ali s

protiprimerom ovrzi.

(b) Zapisi in skiciraj mnozici F~1({4}) ter F~1([1,9]).
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(c) Ali je funkcija F, zoZena na mnozico A = {(z,y) € R*|z = 0Ay > 0}

injektivna oz. surjektivna? Odgovor utemelji.

12. Podana je preslikava

F:NxN—=N
F: (a,b) — ab.

(a) Izracunaj ter zapisi mnozico F(A), kjer je A = {(a,b) € N x N|a =
b+ 1Aa <5}, in mnozico F~1({9,10}).

(b) Ugotovi, ali je F injektivna oz. surjektivna. Svoje trditve dokazi ali s

protiprimerom ovrzi.

(c) Funkcija G : N — N x N naj bo podana s predpisom G(n) = (n+1,n?) za
vsak n € N. Dolo¢i domeno in kodomeno kompozituma F'oG ter izracunaj

predpis funkcije F' o G.

13. Podana je preslikava

F:R? - [0,00)

F:(z,y) = (z—y)
(a) Ugotovi in utemelji, ali je F injektivna oz. ali je surjektivna.
(b) Zapisi in skiciraj mnozici F~1({4}) ter F~'([4,9]).

(c) Naj bo G(z,y) = 5x* + 10y> — 8z + 36y — 2xy + 4. V ravnini skicira]

mnozico vseh tock (x,y), za katere velja F(x,y) = G(x,y).

14. Podani sta funkciji f, g : R — R s predpisoma

fl@)=14 —a?+5, —2<z<1 ing(r)=

—x —1, T < =2
{29;—2, <0
4, z>1

-2, >0

Zapisi predpis funkcije fog, narisi njen graf in doloc¢i zalogo vrednosti te funkcije.
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15. Podani sta funkciji f,g : R — R s predpisoma

f(x):{—f, x>0 ing(x):{2x+1’ x>1

e, <0 3, r<1

(a) Preveri, ali za funkcijo f obstaja inverzna funkcija. Ce obstaja, zapisi njen

predpis.

(b) Zapisi predpis funkcije f o g ter dolo¢i njeno zalogo vrednosti.

16. Funkciji f,g: R — R imata predpisa

f<x>:{ﬁ, r>0 @ w<-l

) ing(z)=<3z+1, —-1<z<2.
x?, <0
3, x>2

(a) Skiciraj graf funkcije f in ugotovi, ali obstaja inverzna funkcija funkcije f.
Ce inverzna funkcija obstaja, zapisi njen funkcijski predpis. Vse odgovore

utemelji!

(b) Zapisi predpis funkcije f o g.

17. Naj bosta f : B — C'in g : A — B funkciji ter naj bo fog: A — C njun

kompozitum.

(a) Dokazi: ce je funkcija f o g surjektivna, potem je f surjektivna.
(b) Naj velja A= B = C = R. Poisci taki funkciji f in g, da bo f surjektivna,
f og pane.

Namigi za reSevanje nekaterih nalog

10. Primer (a): funkcija je injektivna in ni surjektivna.
11. Primer (a): funkcija ni injektivna in je surjektivna.
12. Primer (b): funkcija ni injektivna in je surjektivna.

13. Primer (a): funkcija ni injektivna in je surjektivna.
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Poglavje 3
Stoznice

1. Dane so tocke A(2,3), B(5,0) in C(3,2v/2). Naj bo K kroznica, ki poteka skozi
tocke A, B in C.

(a) Zapisi enacbo kroznice K.
(b) Zapisi enacbo enakoosne hiperbole, ki ima goriséi v tockah B in D(—1,0).

2. Mnozico
A= {(z,y) € R*; |2* + 62| + y* — 8y = 0}

zapisi brez znakov za absolutno vrednost in jo skiciraj v R2.

3. Dani sta mnozici v R?:
22
A={(x,y) R’ |y’ = ——+a} in B={(r,y) € R® |’ ~da—dy’ = 0 Ay > 0}.

(a) Skiciraj mnozici v ravnini in zapisi mnozico A N B, tako da nastejes vse
njene elemente.
(b) Utemelji, ali katera izmed mnozic A oz. B predstavlja graf kake realne

funkcije realne spremenljivke? Ce je odgovor da, zapisi domeno in funkcij-

ski predpis te funkcije.

4. V R? sta podani mnozici A = {(x,y) € R*|z? +y* > 9} in B = {(z,y) €
R? | a?x? 4 25y < 25a%}, kjer je a € RT.

(a) Dolo¢i najmanjse mozno stevilo a € R* tako, da bo A C B. Nato za

izbrani a skiciraj mnozico A\ B.
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(b) Ceje D = {(z,y) € R?|zy > 0}, skiciraj mnozico A N D.
5. [10] Dana je elipsa E z enacbo z? + 2y* = 18.

(a) Skiciraj elipso F ter zapisi vsa Stiri temena in obe njeni goriséi. Zapisi Se
enacho elipse E’, ki jo dobimo tako, da elipso E vzporedno premaknemo
za vektor & = (2,3).

(b) V elipso E je vértan enakokraki trikotnik 7', katerega dve oglisci lezita na

premici z enacbo y = —x + 3. Izracunaj vsa tri oglisca trikotnika 7.

Namigi za reSevanje nekaterih nalog

1. Primer (a): z vstavljanjem tock resi sistem treh enacb s tremi neznankami.
Druga moznost je, da najprej izracunas sredisce kroznice, ki je presecisce sime-

tral na dve tetivi.

2. Loc¢i moznosti glede na vrednost spremenljivke = (z € (—6,0) ali x ¢ (—6,0)).

mozne resitve (pomagaj si s skico).
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Poglavje 4

Linearna, kvadratna in korenska

funkcija

1. V ravnini skiciraj mnozico
A={(z,y) €R*| [3r —y+5] <2}

in pri tem vse korake racunsko utemelji.

2. Dana je druzina linearnih funkcij f,, : R = R, n € N, podanih s predpisom
falz) =(2—n)z+3 —n,

kjer je n naravno stevilo.

(a) Doloci parameter n tako, da se bo funkcija f,,(z) dotikala funkcije g(z) =

22

(b) Dokazi, da imajo grafi vseh funkcij f,, skupno tocko.

3. Dana je funkcija f : R — R s predpisom f(z) = | — 22% — 3z + 5.
(a) Zapisi funkcijo f brez znakov za absolutno vrednost in skiciraj njen graf.
(b) Resi neenacbo f(z) < |z| + 3.

4. V kvadratni enacbi 22 + ax + (a — 2) = 0 doloéi a tako, da bo za reitvi z; in

Zo izpolnjena enakost



10.

11.

[3] Dana je funkcija f s predpisom f(z) = 2% + (m + n)z + m — n, kjer sta m

in n neki realni stevili.
(a) Za katere vrednosti parametrov m in n bo funkcija f negativna le na
intervalu (—4,2)?
(b) Za m = n = —1 resi neenacho |f(x)| < |z| + |z — 2.

[3] Na daljici AB dolzine a € R izberemo tocko M, ki je x enot oddaljena od

A. Nato konstruiramo enakokrak trikotnik 77 z osnovnico AM ter viSino £ in

na isti strani daljice AB Se enakokrak trikotnik 75 z osnovnico M B in viSino
5. Naj bo D vrh trikotnika T} in C' vrh trikotnika 7T5.

(a) Ploscino stirikotnika ABCD izrazi kot funkcijo spremenljivke .
(b) Ugotovi, pri kateri vrednosti x ima stirikotnik ABC'D najvecjo plos¢ino in

koliko je ta plosc¢ina.

[3] Kvadratni funkciji f; in fo s predpisoma fi(z) = ay2%+ 201z + ¢ in fo(z) =
asx® + 2box + ¢y sta negativni za vse x € R. DokaZi, da je kvadratna funkcija

f(x) = ajasx® + 2b1box + 1y pozitivna za vse z € R.
Dana je druzina parabol y = 2% + (m — 2)x — m, kjer je m € R.

(a) Poiséi tocko, ki lezi na vseh parabolah iz druzine.

(b) Doloéi in skiciraj krivuljo, ki gre skozi temena vseh parabol, ki jih dobis,

ko parameter m zavzame vse vrednosti iz R.

V enacbi 22 + 9mz + (27m? — 1) = 0 dolo¢i parameter m tako, da bo za resitvi

71, T2 dane enacbe veljalo z3 + x3 = 54.
[13] Naj bosta a in b pozitivni realni Stevili. Dokazi, da je vrednost izraza

\/%4‘\/5

ab-glﬁ + \/%

neodvisna od a in b.

Doloci definicijsko obmocje funkcije f, podane s predpisom f(x) = /|22 — 9| — 4z.
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Namigi za reSevanje nekaterih nalog

10.

. Lo¢i dve moznosti pri absolutni vrednosti.

Primer (b): preveri, da je (—1, 1) skupna tocka.

Uporabi Vietovi formuli.

. Primer (a): parametra doloci tako, da bosta nicli —4 in 2.

Primer (a): lik razdeli na trapez in dva pravokotna trikotnika. Primer (b):

pomagaj si s temenom ustrezne kvadratne funkcije.

Najprej premisli, da ce je kvadratna funkcija povsod negativna ali povsod po-

zitivna, potem je njena diskriminanta manjsa od 0.

Primer (a): preveri, da je (1,—1) skupna toc¢ka. Primer (b): izracunaj teme
(p, q) s pomocjo formul in nato pois¢i zvezo med p in g. Dobljena enacba doloca

iskano krivuljo.
Uporabi Vietovi formuli.

Izracunaj kvadrat danega izraza.

16



Poglavje 5
Polinomi

1. [4] Dan je polinom p(z) = z* — 222 + 1.
(a) S katerim polinomom je potrebno deliti polinom p, da pri tem dobimo
kvocient 22 — z + 1 in ostanek —3z + 3.

(b) Poiséi vse razcepe polinoma p na produkt dveh polinomov druge stopnje z

realnimi koeficienti z vodilnim koeficientom 1.
(¢) Zapisi polinom ¢, e je q(z — 1) = p(x).

2. [4] Doloci vse b € R tako, da bo imel polinom p(z) = 2 — 12z + b niclo druge

stopnje. Nato zapisi razcep polinoma p na linearne faktorje.

3. [9] Dan je polinom p, za katerega velja, da je vsota vseh njegovih koeficien-
tov enaka 8. Velja tudi, da je vsota vseh koeficientov pred sodimi potencami

(1,2%,2%,...) enaka vsoti vseh koeficientov pred lihimi potencami (z,z3,...).

(a) Dokazi, da je —1 ni¢la polinoma p.
(b) Poisci predpis polinoma p, ¢e je p polinom tretje stopnje, ki je deljiv z

x? 4+ 1.

4. [1] Nicle polinoma p(z) = z* + 152* + ax + b so tri zaporedna cela Stevila.

Izracunaj a in b ter doloci nicle polinoma p.

5. [9] Naj bo p,(z) polinom stopnje n s celostevilskimi koeficienti, ki je v n razliénih
celostevilskih tockah enak n, v tocki 0 pa ima vrednost 0. Dokazi, da za n > 5

tak polinom ne obstaja.
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6. [12] Dan je polinom p s celostevilskimi koeficienti.

(a) Naj bosta x in y poljubni celi stevili. Dokazi, da x — y deli p(x) — p(y).

(b) Ali obstaja tak polinom p s celostevilskimi koeficienti, za katerega velja
p(3) =5 in p(6) = 77 Odgovor utemelji.

7. [9] Naj bodo z1, T, T3 resitve enacbe x>+ ax® +bx + ¢, kjer so a, b, ¢ cela stevila.

(a) Pokazi, da velja: x1 + 29+ 23 = —a, 129 + 1123 + T2x3 = b, T12923 = —c.

(b) Naj bo f(x) polinom s celostevilskimi koeficienti. Dokazi, da je f(x1) +
f(z2) + f(x3) celo stevilo.

Namigi za reSevanje nekaterih nalog
1. Primer (b): zapisi p(z) = (2* + ax + b)(2* + cx + d) in s pomo¢jo enacenja
koeficientov poiséi vse mozne resitve za a, b, ¢, d.

2. Upostevaj, da je p(z) = (z —a)?*(z —c) in s pomocjo enacenja koeficientov poisci

vse mozne resitve.
3. Primer (b): upostevaj, da je p(x) = a(z? + 1)(z + 1).
4. Uporabi Vietove formule.
5. Naj bo ¢, (z) = pn(x) — n. Oglej si vrednost stevila |g,(0)].
6. Primer (a): zapisi p(z) = a,a™ + « - - + a1 + ao in izracunaj p(z) — p(y).

7. Primer (b): polinom f zapisi v obliki f(x) = q(z)(z—21)(z —22)(x —23) +7(2),
kjer je r(x) nek polinom najve¢ druge stopnje s celostevilskimi koeficienti. Nato

izracunaj f(zy1)+ f(z2) + f(x3) in si pomagaj s primerom (a).
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Poglavje 6
Racionalne funkcije

1. [4] Glede na parameter m obravnavaj in resi enac¢bo

m — x? 1 m—1

(m—=z)2 m  md—ma2m—z)

2. Dana je funkcija f s predpisom

|22 — 4| — |z — 2
pr— 2 .

f(x)

T

(a) Predpis funkcije f zapisi brez znakov za absolutno vrednost.

(b) Zapisi definicijsko obmocje, zalogo vrednosti, nicle, pole in asimptote funk-

cije f. Skiciraj tudi njen graf.

(¢) Resi neenacbo f(z) < 0.

3. Dana je funkcija f : R\ {—2,2} — R s predpisom f(z) = 2_1|x‘.

(a) Zapisi funkcijo f brez znakov za absolutno vrednost in skiciraj njen graf.

(b) Resi neenacbo |f(z)| > 1.
4. Funkcija f je podana s predpisom

r+6

flo) = 3—2x|

(a) Zapisi f brez znakov za absolutno vrednost.

(b) Resi neenacbo f(z) < |3z — 2|.
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5. Dana je funkcija f s predpisom

_|2® + 2
oz —1

f(x)

(a) Predpis funkcije f zapisi brez znakov za absolutno vrednost, dolo¢i njene

nicle in asimptote ter skiciraj graf funkcije f.

(b) Racunsko resi neenacbo f(z) < |z + 2|.
6. Dana je funkcija f s predpisom

2P+ -6 — |z -2
B 2 —1 '

f(x)

(a) Predpis funkcije f zapisi brez znakov za absolutno vrednost.
(b) Za funkcijo f doloci nicle, asimptote, zalogo vrednosti in skiciraj njen graf.

(¢) Grafiéno resi neenacbo f(x) > 0.
7. Dana je funkcija f s predpisom

2% + 3z

fla) = |55

(a) Predpis funkcije f zapisi brez znakov za absolutno vrednost.

(b) Za funkcijo f doloéi nicle, asimptote, zalogo vrednosti in skiciraj graf funk-
cije f.

(c¢) Racunsko resi neenacbo f(z) < |x|.
Namigi za reSevanje nekaterih nalog
1. Dano enatbo pomnozi z izrazom m(x — m)? in dobljeno kvadratno enacbo resi

s pomocjo diskriminante. Upostevaj, da lahko nekatere resitve odpadejo (nicle

imenovalcev v zaCetni enacbi).

2.-7. Loci moznosti glede na vrednost izraza/izrazov pod absolutno vrednostjo.
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Poglavje 7
Limita in zveznost funkcij

1. S pomocjo definicije dokazi, da je

) 1
glcliq —(x — Ty = 00.

2. S pomocjo definicije dokazi, da je

x? 1

lim = —.
z—oo 222 + 1 2

3. Ugotovi, koliko je

1
lim
zl2 \/xr — 2

in odgovor dokazi s pomocjo definicije!

4. Ugotovi, koliko je

1
lim ———
212 (x —2)3

in odgovor dokazi s pomocjo definicije limite.

5. Ugotovi, koliko je

1172

lim

in odgovor dokazi s pomocjo definicije limite.

6. Izracunaj limiti

2—Vr+3 . . 2% -—2zx+1

lim li

Pl o T =1 e 0 2 1
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7. Izracunaj limiti:

. sin(7x)
(a) }Jlg(l) g
(b) lim _r=3

w—>\/§\/— \/3

8. Naj bo f funkcija s predpisom

=1
f($)_x2+a:—2'

(a) Za funkcijo f dolo¢i naravno definicijsko obmocje, nicle, pole, asimptote

in skiciraj njen graf.

(b) Doloéi limite:
lim f(x), lim f(z), lim f(z), lim f(x), lim f(z)
z—1 T—00 T——00 T2 xl—2

9. Funkcija f : R — R naj bo podana s predpisom

—xQ”;_%J“S, r < =2
flx)=<8x+18, —2<z<0.

sin(3x)

Je10-3" x>0

Ugotovi, ali je funkcija f zvezna v vsaki tocki definicijskega obmocja. Vse sklepe

utemelji!

10. Naj bosta a,b € R, funkcija f,, : R =+ R pa naj bo podana s predpisom

Si%, x>0
fap() =14 ax+b  —2<z<0.
:p2+aii§m+2a7 T < =2

Doloci parametra a in b tako, da bo funkcija f,; zvezna v vsaki tocki definicij-

skega obmocja. Vse sklepe utemelji!

11. Funkcija f : R — R naj bo podana s predpisom

sin(si:r[/‘l(?m))7 <0
flx)=1¢9 —22+3, 0<zx<2.
Vr—1—xz+1 > 9

Vr—1-1 7
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Poisci vse tocke, v katerih funkcija f ni zvezna. Vse sklepe utemelji!

12. Funkcija f : R — R naj bo podana s predpisom

z—1 r<l1

4—4y/2—1
flx) = a, w=1.
bsil/lgn_—ll), r>1

Doloci stevili a in b tako, da bo funkcija f zvezna. Vse sklepe utemelji!

Namigi za resevanje nekaterih nalog

3. Rezultat je oo.

4. Rezultat je oo.

5. Rezultat je oco.

6. Druga limita: ulomek okrajsaj z (x — 1).
11. Izraz S2E0062) painrej razsini s sin(3z).
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Poglavje 8

Odvod

1. Po definiciji odvoda izpelji odvod funkcije f(z) = 2* v poljubni tocki.
2. Funkcija f je podana s predpisom

x arctan (9%2) ;o x#0

flz) = :
0; =0

Po definiciji izracunaj odvod funkcije f v tocki x = 0.

3. Podana je druzina funkcij fy(z) = (A —3275)e™. Doloéi vse vrednosti realnega
stevila A, za katere velja, da je tangenta na f) v tocki x = 1 vzporedna abscisni

0sl.

4. Dana je druzina funkcij f,(x) = ax® + (a — 3)x + 2a, kjer je a € R. Dolo¢i
parameter a tako, da bo premica y = —3x + 5 tangenta na graf funkcije f,.

Izracunaj tudi dotikalisce.

5. Dolodi in klasificiraj lokalne ekstreme funkcije

f(@) = 22In (g) |

6. [14] Za funkcijo f s predpisom f(z) = m(z* —4), m # 0, dolo¢i parameter m

med seboj pravokotni.
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7. [15] Poiséi taki pozitivni realni stevili, da bo njuna vsota 1000, njun produkt

pa najvecji mozen. Vse korake utemelji!

Namigi za reSevanje nekaterih nalog

2. Rezultat je 7.

7. Poiskati zelimo taki stevili  in y, da bo z + y = 1000, produkt xy pa najvecji
mozen. Naj bo f(xz) = (1000 — z). Pois¢i maksimum funkcije f na intervalu
(0,1000).
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Poglavje 9

Risanje grafov funkcij s pomocjo

odvoda

1. Dana je funkcija f s predpisom

3 — 222
="

Za funkcijo f izra¢unaj definicijsko obmocje, nicle, asimptote, stacionarne tocke,
lokalne ekstreme, obmocja naraséanja in padanja ter obmocja konveksnosti in

konkavnosti. S pomocjo teh podatkov ¢imbolj natanc¢no skiciraj njen graf.

. Dana je funkcija f s predpisom

f(x):ln(l_lxg).

Za funkcijo f izracunaj definicijsko obmocje, nicle, navpi¢ne asimptote, sta-

cionarne tocke, lokalne ekstreme, obmocja narascanja in padanja ter obmocja
konveksnosti in konkavnosti. S pomocjo teh podatkov ¢imbolj natan¢no skiciraj

njen graf.

3. Funkcija f je podana s predpisom f(z) = In(9 — z?).

(a) Dolo¢i naravno definicijsko obmocje funkcije f in izra¢unaj njene nicle.

(b) Izracunaj in klasificiraj lokalne ekstreme funkcije f ter dolo¢i intervale

naras¢anja in padanja.

(c) Skiciraj graf funkcije f in zapisi njeno zalogo vrednosti.
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(d) Resi neenacbo |f(z)| < Inb.

4. Dana je funkcija f s predpisom

(a) Za funkcijo f dolo¢i definicijsko obmodje, ni¢le in navpicne asimptote.

Izracunaj tudi im, ., f(x).

(b) Dolo¢i intervale naraséanja in padanja ter intervale konveksnosti in kon-

kavnosti funkcije f. Poisci tudi stacionarne tocke in jih klasificiraj.

(c) Skiciraj graf funkcije f in doloci njeno zalogo vrednosti.

5. Dana je funkcija f s predpisom

flx)=v2+2—+v2—1.

Za funkcijo f doloci definicijsko obmocje in nicle. Dolo¢i tudi intervale narascanja
in padanja ter klasificiraj stacionarne tocke. Doloci Se intervale konveksnosti in
konkavnosti funkcije f ter njene prevoje. Nazadnje skiciraj graf funkcije f in

dolo¢i njeno zalogo vrednosti.

6. Dana je funkcija f s predpisom
f(x) = cosz 4+ V3sinz.

(a) Predpis funkcije f preoblikuj tako, da bo oblike f(x) = Asin(wz +¢), kjer

so A, w, p neka realna stevila.

(b) Za funkcijo f doloci definicijsko obmocéje, nicle ter osnovno periodo. Poisci
tudi intervale naras¢anja in padanja ter klasificiraj stacionarne tocke. Doloci

Se intervale konveksnosti in konkavnosti funkcije f ter njene prevoje.

(c) Skiciraj graf funkcije f in zapisi njeno zalogo vrednosti.
7. Dana je funkcija f s predpisom
f(z) = In(2? + 4z + 4).

(a) Za funkcijo f dolo¢i naravno definicijsko obmogje, ni¢le in navpi¢no asimp-

toto. Dolodi Se lim, o f(x) ter lim,, o f(x).
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funkcije f (e obstajajo). Doloci Se intervale konveksnosti in konkavno-
sti.

(c) Priblizno skiciraj graf funkcije f in dolo¢i njeno zalogo vrednosti.

8. Podana je funkcija f s predpisom
flz)=ev.

(a) Zapisi naravno definicijsko obmocje funkcije f ter poiséi njene nicle. Razisci
tudi obnasanje funkcije f na robovih definicijskega obmocja ter s pomocjo

dobljenega doloci njene asimptote.

(b) Dolo¢i obmocja narascanja in padanja ter poiséi stacionarne tocke. Doloci

obmocja konveksnosti in konkavnosti funkcije f ter izracunaj njene prevoje.

(c) Narisi graf funkcije f in dolo¢i njeno zalogo vrednosti.

9. Podana je funkcija f s predpisom
1
— 2
flx) =12+ =

(a) Doloc¢i naravno definicijsko obmocje funkcije f in izracunaj njene nicle.
Raziséi tudi obnasanje funkcije f na robu definicijskega obmocja (eno-

stranske limite v tockah, kjer f ni definirana, ter limiti lim, ., f(z) in
lim,,_ f(2)).

(b) Izrac¢unaj intervale narascanja in padanja ter intervale konveksnosti in kon-

kavnosti funkcije f. Doloci tudi lokalne ekstreme in jih klasificiraj.

(c) Skiciraj graf funkcije f in doloci njeno zalogo vrednosti.

10. [I4] Za funkcijo f(x) = xv/x + 3 doloéi definicijsko obmocje, nicle, lokalne eks-
treme, intervale narascanja in padanja, intervale konveksnosti in konkavnosti

ter narisi njen graf.

11. Podana je funkcija f s predpisom

f(z) =In (a:f“).

(a) Zapisi naravno definicijsko obmoéje funkcije f ter poisci njene nicle (ce

obstajajo).
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(b) Izrac¢unaj limite funkcije f na robovih definicijskega obmocja.

(c) Dolo¢i obmocja naras¢anja in padanja ter poiséi stacionarne tocke in jih

klasificiraj.
(d) Narisi graf funkcije f in dolo¢i njeno zalogo vrednosti.
12. Dana je funkcija f s predpisom f(z) = x +e~".
(a) Doloci definicijsko obmocje, nicle (¢e obstajajo) in posevno asimptoto funk-
cije f.
(b) Doloéi intervale naraséanja in padanja ter intervale konveksnosti in kon-
kavnosti. Poisc¢i stacionarne tocke in jih klasificiraj.

(c) Skiciraj graf funkcije f in dolo¢i njeno zalogo vrednosti.

13. Dana je funkcija f s predpisom
f(z) = xV3zx — 22

(a) Doloci definicijsko obmocje funkcije f in poisci njene nicle.
(b) Doloéi intervale narascanja in padanja funkcije f ter zapisi in klasificiraj
vse globalne ekstreme.

(c) Skiciraj graf funkcije f in dolo¢i njeno zalogo vrednosti.
14. Dana je funkcija f s predpisom

_:v2+x—1

1—=x

/()

(a) Za funkcijo f doloci definicijsko obmocje, nicle in asimptote.

lokalne ekstreme. Pois¢i tudi intervale konveksnosti in konkavnosti ter

prevoje.

(c) Skiciraj graf funkcije f in dolo¢i njeno zalogo vrednosti.

Namigi za reSevanje nekaterih nalog

6. Primer (a): v izrazu izpostavi faktor 2, nato upostevaj, da je sing = % in
cos § = \/75 Nazadnje uporabi adicijski izrek. V splosnem izrazu a cosx+bsin z

izpostavis faktor v/a? + b2.
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Poglavje 10
Transcendentne funkcije

1. [10] Resi enacho

3sin®z = 2sin 2z — 1.

2. [10] Resi enacbo
Zsin2z 4 4. 2c05230 = 6.

3. [1] Resi enacbo
2 2

gsin’e | geosPz _ 5
4. Resi enacbe:
(a) 3sinx — sin®z = cos(2x) + 3,
(b) sinz - sin(3z) = sin(bz) - sin(7x),
(c) arccos(cos(—21)) = x.

5. Resi enacho
sinz +2cosx +2=0.

6. [10] Resi enac¢bo
cos x + cos(7z) + cos(4x) = 0.

7. [10] Resi enacbo
sin(2x) — cos(3z) = 0.

8. Izracunaj vrednost izraza arcsin(sin(+%)).

30



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

[9] Resi neenacbo
1 1

> 2.
1+lnx+1—lnx

Glede na parameter a € Rt \ {1} obravnavaj in resi neenacho

Resi neenacbi

(a) 27 — 2277 < 3,
(b) In(1 —z) —In(1+ /z) < 0.

Resi enacbi:
(a) log; (64+7%) =1+,
(b) [10] tanz + tan (z + %) = 1.

[1] Resi enacbo

IOgSinx(COS ':U) —2 logcosz(Sin ZE) +1=0.
[1] Pokazi naslednji trditvi:

(a) cos(cos(x)) > 0 za vsak = € R,

(b) 3 —4cosx + cos(2x) > 0 za vsak z € R.

[10] Dokazi, da za vsak x € R velja

2(cos® x + sin® ) — 3(cos* v + sin* x) = —1,

[13] Dokazi, da je

1 1 1 1

log, 2019 logs 2019 T T 08000 2019 logygny 20197

kijer je 10001 = 1-2---999 - 1000.

Naj bodo a,b,¢ € RT, tako da velja tudi ¢ + b,c — b,a € RT \ {1}. Dokazi,

da je trikotnik s stranicami a,b, ¢, ki zadoscajo enakosti log,,, a + log, ,a =

2log.,ya - log, ; a, pravokoten.

31



18. [11] Funkcija f je podana s predpisom

_ 2sinx +tanx

fx) =

sin
(a) Dolo¢i definicijsko obmocje funkcije f in izracunaj njene nicle.
(b) Ugotovi, ali je f liha oz. soda.

(c) Ugotovi, ali funkcija f v tocki z absciso x = 7 pada oz. narasca.
19. Naj bostaa € R, b € [0, 7] in naj bo f funkcija s predpisom f(z) = tan(az+b).

(a) Za Stevili a =1 in b = 7 resi neenacbo f (3z + 2F) < 1.

(b) Doloci stevili a in b tako, da bodo premice x = %’r, k € 7, predstavljale

vse pole funkcije f.
20. [10] Funkcija f : R — R je dana s predpisom f(z) = cosz + cos(v/2x).
(a) Resienacbo f(x) = 2.
(b) Dokazi, da funkcija f ni periodi¢na.
21. Podana je funkcija f s predpisom f(x) = log,(10).

(a) Dolo¢i naravno definicijsko obmocje funkcije f in resi enacbo f(x) =
2log,,(10).

(b) Preveri, da je f strogo padajoc¢a na vsakem intervalu, kjer je definirana.

22. Funkcija f je podana s predpisom
f(z)=|lnz — 2|+ |Inx — 3|.

(a) Dolo¢i definicijsko obmocje funkcije f, zapisi funkcijo f brez znakov za

absolutno vrednost in skiciraj njen graf.
(b) S pomocjo narisanega grafa resi neenacbo f(x) > 1.
(c) Ali je funkcija f zvezna povsod, kjer je definirana? Odgovor utemelji!
23. Izracunaj naravni definicijski obmo¢ji funkcij f in g, ¢e sta funkciji podani s
predpisoma

f(z) = ﬁ in g(z) = arcsin (logg(2z — 1)) .
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Namigi za reSevanje nekaterih nalog

10.
11.

12.

13.

14.

. Enac¢bo prepisi v obliko 3sin?z = 4sinz cosx — sin? z — cos? z in jo deli z

izrazom cos? x (preveri, da cosz # 0).
Vpelji novo spremenljivko ¢ = 25° ¢
Vpelji novo spremenljivko ¢ = gsin* =,

Primer (a): enacbo najprej preoblikuj tako, da bo v njem nastopala samo
kotna funkcija sinus. Primer (b): na obeh straneh najprej uporabi formulo
za pretvarjanje produkta kotnih funkcij v vsoto, nato uporabi fomrulo za
pretvarjanje vsote oziroma razlike kotnih funkcij v produkt. Primer (c):
upostevaj, da je arccos(cosx) = z za vsak x € [0,7], zato izraz najprej

preoblikuj tako, da bo znotraj funkcije kosinus stevilo iz intervala [0, 7.

Upostevaj, da je sinz = 2sin § cos 3, cosz = cos? %—sin2 5in2= 2 sin’ 5+
2z

2cos® . Nato enacbo deli z izrazom cos® £ (preveri, da cos £ # 0).

Za prva dva ¢lena na levi strani uporabi formulo za pretvarjanje vsote

kotnih funkcij v produkt.
Najprej upostevaj, da je cos(3z) = sin(§ — 3x). Nato uporabi formulo za
pretvarjanje razlike kotnih funkcij v produkt.

Najprej upostevaj, da je sinx = sin(m — z) za x € R. Nato uporabi se

™ T

dejstvo, da za vsak x € [T, 7] velja arcsin(sinx) = .

Vpelji novo spremenljivko ¢ = In x in resi racionalno neenacho.
Posebej obravnavaj primer, ko je a € (0,1) in ko je a > 1.

Primer (a): vpelji novo spremenljivko ¢ = 2*. Primer (b): preveri, za

katere x je neenacha dobro definirana.

Primer (a): antilogaritmiraj in vpelji novo spremenljivko ¢t = 7*. Primer
(b): uporabi adicijski izrek za tangens in vpelji novo spremenljivko ¢t =

tan x.

Izraz na levi strani preoblikuj tako, da bosta imela logaritma enako osnovo.

Nato vpelji ustrezno novo spremenljivko.

Primer (a): upostevaj, da za vse z € R velja -5 < —1 < cosz < 1 <

2. Primer (b): upostevaj, da je cos(2z) = 2cos®x — 1, nato vpelji novo

spremenljivko ¢ = cosz.
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15

16.
17.
19.

20.

21.
22.

S pomoéjo potenciranja izraza (sin?x + cos?r) pokazi, da velja sin®z +

cos®r =1—3sinzcos?z in sin*z + cos*z =1 — 2sin® z cos? .

Vse logaritme na levi strani izraza spremeni na isto osnovo.
Logaritme spremeni na osnovo a in pokazi, da velja a? + b = ¢2.

Primer (b): upostevaj, da ¢e je v tocki x pol funkcije f, potem velja
ar+b= 735 +krzake€Z.

Primer (a): veljati mora cosz = 1 in cos(v/2x) = 1 (pokazi, da to ni

mozno). Primer (b): uporabi rezultat iz primera (a).
Uporabi formulo za prehod na novo osnovo logaritma.

Primer (a): loci tri moznosti: = € (0,€?), z € [¢?,€*] in z > €.
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