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PREDGOVOR

V tem gradivu so zbrane naloge, ki se uporabljajo na vajah pri predmetu Stevilske
mnoZice in zaporedja v 1. letniku enopredmetnega univerzitetnega studijskega pro-
grama Matematika. Naloge so sistematicno urejene po poglavjih, prav tako so dodani
nekateri osnovni teoreticni poymi, ki so potrebni za reSevanje. V vsakem razdelku so
vkljucene tudi naloge, ki jih na vajah ne uspemo resiti in lahko zato sluzijo kot naloge
za samostojno resevanje. Na koncu sva dodala primere kolokvijev oziroma pisnih iz-
pitov. Vec nalog za samostojno resevanje najdemo v virth [1, [2, [3, [6].

Nekatere izmed nalog so originalne, veliko pa jih je prirejenih ali povzetih iz raznih
ucbenikov, zbirk in drugih internetnih virov. Pri pripravi gradiva sva uporabila tudi
naloge, ki so se pred spremembo programa uporabljale za vaje iz Analize 1. Zato se za-
hvaljujeva dr. Danielu Eremiti in dr. Marku Jakovcu, ki sta v preteklosti vodila vaje pri
omenjenem predmetu. Prav tako se zahvaljujeva dr. Bostjanu Bresarju, ki je prispeval

nekatere 1zmed domacih nalog.
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Poglavje 1
Logika in mnoZzZice

V tem poglavju so predstavljeni osnovni pojmi iz logike, mnozic in funkcij. Vsebina

poglavja je ve¢inoma vzeta iz vira [4].

Logika

Izjava je neka smiselna poved, za katero lahko dolo¢imo, ali je pravilna ali nepravilna.
Ce je izjava pravilna, ji priredimo logi¢no vrednost 1, ée je nepravilna pa vrednost 0.
V nadaljevanju bomo izjave oznacevali z velikimi tiskanimi ¢rkami. Oglejmo si nekaj

izjav, ki jih lahko tvorimo iz drugih izjav.

Negacija izjave A, ki jo oznacimo kot —A, je izjava, ki je pravilna, ¢e je izjava A

nepravilna in obratno.

Konjunkcija izjav A in B, ki jo oznacimo kot A A B, je izjava, ki je pravilna samo
takrat, ko sta A in B obe pravilni. Izjavo A A B beremo kot A in B.

Disjunkcija izjav A in B, ki jo oznac¢imo kot A V B, je izjava, ki je nepravilna samo
takrat, ko sta A in B obe nepravilni. Izjavo A V B beremo kot A ali B.

Implikacija izjav A in B, ki jo oznac¢imo kot A = B, je izjava, ki je nepravilna samo
takrat, ko je A pravilna in B nepravilna. Izjavo A = B beremo kot iz A sledi B

oziroma tudi ¢e A, potem B.

Ekvivalenca izjav A in B, ki jo oznac¢imo kot A < B, je izjava, ki je pravilna samo
takrat, ko sta A in B obe pravilni ali obe napravilni. Izjavo A < B beremo kot A

natanko tedaj ko B oziroma tudi A ce in samo ce B.

Definicije zgornjih sestavljenih izjav lahko podamo tudi z resni¢nostno tabelo:



A|B|-A|ANB|AVB|A=B|A&B
0101 1 0 0 1 1
011 1 0 1 1 0
1701] 0 0 1 0 0
1(1,0 1 1 1 1

Izjava, ki je zmeraj pravilna (pri vsakem naboru logi¢nih vrednosti osnovnih izjav),

se imenuje tavtologija.

Mnozice

Mmnozica je nek dobro definiran nabor objektov, ki jih imenujemo tudi element:
mnozice. Mnozice bomo obicajno oznacevali z velikimi ¢rkami, medtem ko za elemente
mnozic vecinoma uporabljamo male ¢rke. Kadar nek element a pripade mnozici A,

to s simboli zapiSemo kot a € A.

Mnozico lahko podamo tako, da nastejemo vse njene elemente, na primer
A={1,2,3,4,5},
ali pa tako, da zapisemo pogoje, ki karakterizirajo elemente v mnozici, na primer
A = {n|n je naravno stevilo in n < 6}.

Pravimo, da je mnozica B podmnoZica mnozice A, ce velja, da je vsak element iz B
tudi element iz A. V tem primeru pisemo B C A ali B C A. Mnozici A in B sta
enaki, A= B, ¢e velja BC Ain A C B.

Mnozico, ki ne vsebuje nobenega elementa, imenujemo prazna mnozica ali tudi nicelna
mnoZica in jo oznacimo kot () ali {}. Po drugi strani mnozico vseh elementov, ki nas

v neki situaciji zanimajo, imenujemo univerzalna mnozica.

Kadar neka mnozica A vsebuje kon¢no mnogo elementov, recemo, da je A koncéna,

stevilo elementov v mnozici pa imenujemo moc¢ mnoZice in ga oznac¢imo kot |A|.

Pogosto bomo srecevali naslednje Stevilske mnozice:

e N - mnozica naravnih stevil,
e 7 - mnozica celih stevil,

e Q - mnozica racionalnih stevil,



e R - mnozica realnih stevil,

e C - mnozica kompleksnih stevil.

Operacije z mnozicami
Unija mnozic A in B, ki jo ozna¢imo kot A U B, je mnozica vseh elementov, ki

pripadajo A ali B. Bolj natané¢no,
AUB={z|(z € A)V(z € B)}.

Presek mnozic A in B, ki ga oznac¢imo kot A N B, je mnozica vseh elementov, ki

pripadajo A in B. Bolj natancno,
ANB={xz|(z € A) A (x € B)}.

Razlika mnozic A in B, ki jo ozna¢imo kot A\ B ali A— B, je mnozica vseh elementov,

ki pripadajo A vendar ne pripadajo B. Bolj natanc¢no,
A\ B={z|(x € A)A(x ¢ B)}.

Naj bo U univerzalna mnozica in A C U poljubna mnozica. Komplement mnozice A,
ki ga oznacimo kot A ali A°, je mnozica vseh elementov, ki pripadajo U vendar ne

pripadajo A. Bolj natancno,
A=A={z|(zeU)N(z ¢& A)}.

Kartezicni produkt mnozic A in B, ki ga oznac¢imo kot A X B, je mnozica vseh urejenih
parov elementov, kjer prvi element v paru pripada A, drugi element v paru pa pripada
B. Bolj natancno,

Ax B={(a,b)|(a€ A)A (b€ B)}.

Za operacije z mnozicami med drugim veljajo naslednje lastnosti:

1. AUA=A, ANA=A,

2. (AUB)UC=AU(BUC), (AnB)NC=An(BNC),

3. AUB=BUA, ANB=BnNA,

4. AU(BNC)=(AUuB)N(AUC), An(BUC)=(ANB)U(ANCOC),
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5. AUD=A, AnD =0,

6. (A°)° = A

Y

T.AUA=U, AN A° =),

8. (AUB)* = A°N B¢, (AN B)¢ = A°U B¢ (DeMorganova zakona).

Naloge:

1. Naj bodo A, B,C, D izjave. Za vsako izmed naslednjih izjav preveri, ali je

tavtologija:

(a

)

(b)

(¢) (A= B) < (=B = —A) (kontrapozicija implikacije),
(¢) =(A = B) < (A A —B) (negacija implikacije),
(d) (A= B) < (mAV B),
(¢)
(f)
()
(h)

—(AV B) & (A A =B) (negacija disjunkcije),
—(AANB) < (

(AN(BVCO)) < (ANB)V (ANAQ)) (distributivnost),
(AV(BACQC)) & ((AV B) A (AVQ)) (distributivnost).

—AV —B) (negacija konjunkcije),

2. Dana je izjava: Ce kobilice napadejo Maribor, postanejo vsi Mariboréani lacni.

Ugotovi, v katerih primerih je dana izjava resni¢na oziroma neresnicna.
3. Tone je izjavil: Ce mi bo oce posodil avto, bom prisel pod okno in vrgel kamen.

(a) Dano izjavo zapisi s simboli.

(b) Tone se je zlagal. Kaj se je v resnici zgodilo?

4. Dane so naslednje izjave:

ce je nekaj slepo, potem je to cloveska ribica,
ce je nekaj ¢loveska ribica, potem je to slepo,
¢e nekaj ni slepo, potem to ni ¢loveska ribica,

¢e nekaj ni ¢loveska ribica, potem to ni slepo,

<D QW e

: vse cloveske ribice so slepe.

Ugotovi, katera izmed izjav A, B, C'in D je ekvivalentna izjavi X.

4



10.

11.

Dane so naslednje izjave:
noben avto ni BMW,
niso vsi avti BMW,

vsaj en avto ni BMW,
vsaj en avto je Mercedes,
: = (vsi avti so BMW).

Ugotovi, katera izmed izjav A, B, C'in D je ekvivalentna izjavi X.

SIESERRIS I

Skiciraj podane mnozice in dolo¢i relacije med njimi:
A={zeR||z| >4},

B={zeR|z*>38},
C={rxeR|2*-5r+6<0}.

Skiciraj mnozico

A= (Z X [—1,1]) N {(x,y) eER? |22+ < 4}.
Skiciraj mnozico

A= ({—1, 1} % (—1, 1)) U <(—1,1) x {—1,1}).

Skiciraj podane mnozice in dolo¢i relacije med njimi:
A={(z,y) e R | [z + |y < 1},

B = {(z,y) € R* | max{|z],|y[} < 1},

C={(r,y) eR? [ 2° +y* < 1}

V ravnini je podan pravokotnik z ogliséi A(—1, —2), B(3,y2), C(x3,2) in D(z4,ys).

Stranica AB je vzporedna z osjo x.

(a) Zapisi neznane koordinate in narisi pravokotnik.

(b) Zapisi pogoj za tocke na nosilkah stranic AB in C'D.

V ravnini je dan pozitivno orientiran kvadrat z dolzino stranice 4 enote in

ogliséem A(—3,—1). Stranica AB naj bo vzporedna osi x.

(a) Narisi kvadrat in dolo¢i koordinate oglisc.
(b) Izrac¢unaj dolzino diagonale.

(c) Narisi diagonali in dolo¢i koordinati presecisca diagonal.
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12. Naj bosta A in B poljubni mnozici. Ali velja enakost
A=DB\(B\A)?

Enakost dokazi ali pa jo s protiprimerom ovrzi.

13. Podane so mnozice U = R* A = {(z,y) € R* | 22 +¢y* — 2y < 0}, B =
{-1,-3,0,3,1} xRin C = (—1,1) x (—1,1). Skiciraj mnozice A, B in C ter

zapisi mnozice ANB,BNC,U \ A.

Opomba: naloge v tem poglavju so ve¢inoma povzete po viru [4].



Poglavje 2

Funkcije

V tem poglavju spoznamo osnovne pojme o funkcijah, vsebina poglavja pa je vzeta

iz vira [4].

Naj bosta A, B neprazni mnozici. Funkcija f : A — B je predpis, ki vsakemu
elementu mnozice A priredi natanko en element mnozice B. Ce funkcija f elementu
a € A priredi element b € B, recemo, da je b slika elementa a in pisemo b = f(a).
Mnozico A imenujemo definicijsko obmocje ali domena, mnozico B pa kodomena.

Zaloga vrednosti funkcije f je definirana kot
Zs = {f(a)|a € A}.
Naj bo X C A. Slika mnozice X je definirana kot
fX)={f(z)|z e X}.
Naj bo Y C B. Praslika mnozice Y je definirana kot

fY)={ae Al f(a) Y}

Naj bosta f : A — B in g : C' — D taksni funkciji, da je B C C. Funkcija
gof : A — D, Kkije definirana s predpisom (go f)(a) = g(f(a)), se imenuje kompozitum
funkcij f in g.

Funkcija f : A — B je injektivna, ¢e za poljubna elementa ai,as € A velja: a; #

az = f(a1) # f(az).



Funkcija f : A — B je surjektivna, e za poljuben element b € B obstaja a € A, tako
da velja b = f(a).

Funkcija f : A — B je bijektivna, ce je injektivna in surjektivna.

Naj bo f : A — B bijektivna funkcija. Potem definiramo inverzno funkcijo f=' :
B — A na naslednji na¢in: za poljuben b € B naj bo a € A tak, da je f(a) = b.
Potem je f~1(b) = a.

Naloge:

1. Naj bo f funkcija, ki vsakemu cloveku priredi njegov mesec rojstva. Za funk-
cijo f zapisi definicijsko obmocje, primer zaloge vrednosti ter preveri, ali je

injektivna oziroma surjektivna.

2. Funkcija f : R — R je podana s predpisom f(x) = x%. Ali je f injektivna
oziroma surjektivna? Ce ni, ustrezno spremeni domeno in kodomeno, da bo

bijektivna.

3. Funkcija f : R — R je podana s predpisom f(x) = cosz. Ali je f injektivna
oziroma surjektivna? Ce ni, ustrezno spremeni domeno in kodomeno, da bo

bijektivna.

4. Naj bo A =[1,3] in B = [2,5]. Poisci vsaj eno bijekcijo f : A — B in dokazi,

da je res bijekcija.
5. Najbo A= (0,1) in B =R. Poiséi vsaj tri razlicne bijekcije f: A — B.

6. Dolo¢i podmnozici realnih stevil A in B tako, da bo funkcija f : A — B, podana

s predpisom f(z) = =L, bijektivna. Zapisi tudi predpis inverzne funkcije f=.
predp 2— bij

7. Funkcija f : N — N je podana s predpisom

5, n je sod
f(n) =
3n+1, nje lih.

Ali je funkcija f injektivna oziroma surjektivna?
8. Podana je funkcija f : Z — Ny s predpisom f(a) = y/(a — 1)

(a) Skiciraj graf funkcije f.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(b) Ugotovi, ali je funkcija f injektivna ali surjektivna.

(c) Ce f ni bijektivna, ustrezno spremeni domeno, da bo.

Funkcija f : R — R naj bo podana s predpisom f(z) = —z? + 1. Doloci
f([0,00)), f7H(L,3]) in f7H((=2, —1)).

Funkcija f : R — R naj bo podana s predpisom f(z) = cosz. Doloci f~!([3, ‘/73])

Naj bo A = (0,1) x Z. Funkcija f : A — R naj bo podana s predpisom
flz, k) =z +k.

(a) Doloci £(4), F1({0}), F4(2) in §(2, D).
(b) Dokazi, da je f injektivna.

Naj bosta f,g: R — R podani s predpisoma f(z) = 2% in g(z) = x — 1. Doloci
predpisa funkcij fogin go f. Ali sta ti dve funkciji bijektivni? Ce sta, to tudi

dokazi.

Podani sta funkciji f,g: R — R s predpisoma

x, v<0 . 1, 2| > 5
x) = in g(x) =
f@) {0, x>0 9(@) {|sinx|, lz| < 5.

Zapisi predpisa funkcij f o g in g o f ter narisi grafe vseh stirih funkcij.

Podani sta funkciji f, ¢ : R — R s predpisoma

r—1, <0 T+ 2, <0
flz)=<¢1—2, 0<z<ling(z)=¢3-22, 0<z<l1
1 rz>1 3x, x> 1.

Zapisi predpisa funkcij fogin go f.

Naj bosta f : A — B in g : B — C funkciji. Dokazi: ¢e sta funkciji f in g

injektivni, potem je g o f injektivna.

Naj bosta f : A — B in g : B — C funkciji. Dokazi: ¢e sta funkciji f in g

surjektivni, potem je g o f surjektivna.

Naj bosta f : B — C'in g : A — B funkciji ter naj bo fog: A — C njun

kompozitum.



(a) Dokazi: ce je funkcija f o g surjektivna, potem je f surjektivna.
(b) Naj velja A= B = C = R. Poisci taki funkciji f in g, da bo f surjektivna,
f o g pane.
18. Naj bo F': N x N — Z funkcija s predpisom F(n,m) =n — m.

(a) Ugotovi, ali je F' injektivna oz. surjektivna.

(b) Dolo¢i mnozico F~'({—2,2}) in jo skiciraj v R?.

19. Funkcija f : R — R je podana s predpisom f(x) = 2® +22* — 23 — 222, Ali je f
injektivna oziroma surjektivna? Ce ni, ustrezno spremeni domeno tako, da bo

dobljena funkcija bijektivna. Vse odgovore utemelji.
20. Podana je preslikava

F:R? - [0,00)
F:(z,y)— 2* + 12

(a) Ugotovi, ali je F' injektivna oz. surjektivna. Svoje trditve dokazi ali s

protiprimerom ovrzi.
(b) Zapisi in skiciraj mnozici F~1({4}) ter F~1([1,9]).

(c) Ali je funkcija F, zozena na mnozico A = {(x,y) € R*|z = 0 Ay > 0}

injektivna oz. surjektivna? Odgovor utemelji.
21. Naj bo K kvadrat [0, 1] x [0,1] in K’ kvadrat (0, 1] x (0,1]. Dokazi ali ovrzi:

(a) Obstaja bijekcija med K in [2,4] x [1,6].
(b) Obstaja bijekcija med K’ in [1,00) X [1, 00).
(c¢) Obstaja bijekcija med K in (0,1) x (0, 1).

Opomba: naloge v tem poglavju so ve¢inoma povzete po virih [4, [5].

10



Poglavje 3

Realna stevila

3.1 Matematic¢na indukcija

Matemati¢no indukcijo obicajno uporabimo takrat, ko zelimo neko trditev pokazati

za vsa naravna Stevila.

Naj bo P(n) neka trditev, ki je smiselna za vsako naravno stevilo n. Ce velja

1. P(1) je resni¢na trditev in

2. zavsakn € N: P(n) = P(n+1),

potem je P(n) resni¢na trditev za vsa naravna Stevila n.

Naloge:

1. Naj bo a € R, a # 1. Dokazi, da za vsako naravno stevilo n velja:

an—H -1

l+a+a*+ - +a" =
a—1

2. Dokazi, da se stevilo 22" konca s stevko 6 za vsako naravno stevilo n > 2.

3. Dokazi, da za poljubno naravno stevilo n velja

1-3-..-(2n-1) 1
2-4-...-2n) ~ Vn+1

11

1
— <
2n —



3.2 Aksiomi za realna Stevila

Predpostavimo, da imamo mnozico stevil M, na kateri sta vpeljani notranji operaciji

seStevanja in mnozenja. Zapisimo aksiome za realna Stevila:

10.

11.

12.

13.

. Asociativnost sestevanja: Za poljubna Stevila a,b,c € M velja (a +b) + ¢ =

a+ (b+c).
Komutativnost sestevanja: Za poljubni stevili a,b € M velja a + b= b+ a.

Obstoj enote za sestevanje: Obstaja nevtralni element (enota za sestevanje) v
mnozici M, ki ga oznacimo z 0. To pomeni, da je a + 0 = a za vsako stevilo
a€ M.

Obstoj nasprotnega stevila: Za vsako Stevilo a € M obstaja njemu nasprotno

stevilo —a € M, za katerega velja a + (—a) = 0.
Asociativnost mnoZenja: Za poljubna Stevila a, b, c € M velja (ab)c = a(bc).
Komutativnost mnoZenja: Za poljubni stevili a,b € M velja ab = ba.

Enota za mnoZenje: V M obstaja enota za mnozZenje, ki jo oznac¢imo z 1. To

pomeni, da je a - 1 = a za vsako Stevilo a € M.

Obstoj inverznega Stevila: Za vsako stevilo a # 0, a € M, obstaja njegov inverz
a~! € M, tako da je aa! = 1.

0+#1.
Distributivnost: Za poljubna stevila a,b,c € M velja (a 4+ b)c = ac + be.

Ce je stevilo a # 0, je natanko eno od §tevil a in —a pozitivno (Stevilo 0 ni niti

pozitivno niti negativno).

Vsota in produkt dveh pozitivnih Stevil sta pozitivni Stevili (pozitivna Stevila

so zaprta za seStevanje in mnozenje).

Dedekindov aksiom: Vsaka neprazna navzgor omejena mnozica Stevil ima na-

tancno zgornjo mejo (supremum).

Spoznajmo Se nekaj definicij:
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e Za poljubni §tevili @ in b definiramo odstevanje kot a — b = a + (—b).

e Stevilo a je vedje kot b, a > b, ¢e je a — b pozitivno §tevilo. V tem primeru

recemo tudi, da je Stevilo b manjse kot a in pisemo b < a.

e Ceje a# 0 in a ni pozitivno stevilo, potem je a negativno stevilo.

Naloge:

1. Dokazi, da za dano realno stevilo a obstaja natanko eno nasprotno stevilo.

2. Pokazi, da velja pravilo krajSanja: za vsa realna Stevila a,x,y velja a +x =

at+y==1y.
3. Dokazi, da je —0 = 0.

4. Dokazi, da za poljubni realni stevili a, b velja:

(a) a-0=0,

(b) (=a)b = —ab,
(¢) =(=a) =0,
(d) (=a)(=b) = ab.

5. Dokazi, da za poljubno realno stevilo a velja |a|* = a?.

6. Pokazi, da za poljubna realna stevila a, b, ¢ velja:

(a) —(a+0) = (=a)+ (D),
(b) a>b=a+c>b+c,

(¢) a>binc>0= ac> bc.

7. Naj bosta a,b > 0 realni stevili. Dokazi, da je a < b natanko tedaj, ko je
a? < b2

8. Dokazi naslednji trditvi:

(a) Realno stevilo a je pozitivno natanko tedaj, ko je stevilo —a negativno.

(b) Za realni stevili a, b velja a < b natanko tedaj, ko je a —b negativno stevilo.

9. Pokazi, da za poljubni realni stevili a in b velja:
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(a) (a+b)* = a®+ 2ab + b,

b)0<a<bes0<bt<al

10. Ugotovi, ali sta naslednji operaciji na mnozici realnih Stevil asociativni oz. ko-

mutativni:

(a) axb=a+ (—b) (odstevanje realnih stevil),
(b) axb=a+b—ab.

3.3 Supremum in infimum

V nadaljevanju zapisimo nekaj definicij iz [4]. Naj bo A neka neprazna podmnozica
realnih stevil. Recemo, da je A navzgor omejena, e obstaja tako realno stevilo M, da
velja a < M za vsak a € A. Vsako tako stevilo M imenujemo zgornja meja mnozice
A. Podobno je A navzdol omejena, ¢e obstaja tako realno stevilo m, da velja a > m
za vsak a € A. Vsako tako Stevilo m imenujemo spodnja meja mnozice A. Mnozica

A je omejena, Ce je navzgor omejena in navzdol omejena.

Zlahka vidimo, da ima navzgor omejena mnozica neskonéno mnogo zgornjih mej, po-

dobno pa velja tudi za navzdol omejeno mnozico. Zato sta smiselni naslednji definiciji.

Realno stevilo M je supremum mnozice A, ce velja:

1. M je zgornja meja mnozice A,
2. za vsak € > 0 obstaja a € A, tako da jea > M — e.
V takem primeru piSemo M = sup A, stevilo M pa imenujemo tudi najmanjsa zgornja

meja ali natancéna zgornja meja. V kolikor velja se M € A, je M maksimum mnozice

A.

Realno stevilo m je infimum mnozice A, ce velja:

1. m je spodnja meja mnozice A,
2. za vsak € > 0 obstaja a € A, tako da je a < m + ¢.
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V takem primeru pisemo m = inf A, Stevilo m pa imenujemo tudi najvecja spodnja

meja ali natancéna spodnja meja. V kolikor velja tudi m € A, je m minimum mnozice

A.

Naloge:

1. Podana je mnozica

A:{Q—%}neN}.

Dolo¢i supremum, infimum, minimum in maksimum (¢e obstajajo) mnozice A.

2
A:{3n+ ‘nGN}.
n

Dolo¢i supremum, infimum, minimum in maksimum (¢e obstajajo) mnozice A.

. Podana je mnozica

. Podana je mnozica

4
A:{ < !xER,xZO}.
T+ 2

Dolo¢i supremum, infimum, minimum in maksimum (¢e obstajajo) mnozice A.

. Naj bo M mnozica vseh stevil x iz intervala [0, 1], za katere velja, da ima = v

decimalnem zapisu vsaj eno stevko 3. Dolo¢i supremum, infimum, minimum in

maksimum (¢e obstajajo) mnozice M.

. Naj bo M mnozica vseh stevil x iz intervala (0, 1], za katere velja, da je vsaka

stevka od x bodisi 0 bodisi prastevilo. Dolo¢i supremum, infimum, minimum

in maksimum (¢e obstajajo) mnozice M.

. Najbosta A={q€Q" | ¢*<2}in B={qe Q| ¢ > 2}

(a) Dokazi, da mnozica A nima najvecjega elementa.
(b) Dokazi, da mnozica B nima najmanjSega elementa.

(c) Dokazi, da A nima supremuma v Q.

3.4 Celi del realnega stevila

Naj bo x realno stevilo. Najvecje celo stevilo k, za katerega velja k < x, imenujemo
(spodnygi) celi del od x. Ozna¢imo k = [z] ali tudi k = |z|.
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Naloge:

1. V evklidski ravnini skiciraj naslednje mnozice:

(a) A={(z,y) | r e Ry = [z]},
(b) B={(z,y) | r e Ry = [z] + 2},
(c) C={(z,9) | v € Ry = [27]}.

2. Resi naslednji enacbi:

(a) [2] 4[] = [24],
(b) [2] + [22] = [3x].

3. Dana je mnozica
M={xeR|z=a,a1ay...a,,n € Nja € Ng,a;, € {0,1,...,9},1 <i<n}.

Izrazi ay in as s pomocjo funkcije celi del.

3.5 Dedekindovi rezi

Mnozica o C Q je rez, ¢e velja:

() a#0ina+Q
(17) za vsak r € o in za vsak s € Q \ a velja r < s,
(17i) za vsak r € a obstaja tak 1 € «, da je ry > 7.

Pogoj (i) lahko nadomestimo s pogojem (ii)": za vsak r € o velja: s € Q in s < r =

S € Q.
Ocitno je, da je o, = {x € Q| x < r} rez za poljubno racionalno stevilo r.

Definiramo, da je rez «a pozitiven, ce je 0 € a.
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Naloge:

1. Naj bosta « in [ reza. Dokazi, da je vsota rezov a4+ [ tudi rez, ¢e je

a+pf={a+b|acabep}

2. Naj bo « rez in naj bo

—a={-s|s€Q\a, s#inf(Q\a)}.

Dokazi, da je tudi —a rez.

3. Naj bo a pozitiven rez. Dokazi, da velja

a+ (—a) = ap.

4. Naj bosta « in [ pozitivna reza in naj bo
a-8=Q,U{ab|acabef,a>0,0>0},

kjer Q, oznacuje mnozico vseh racionalnih Stevil, ki niso pozitivna. Dokazi, da

je tudi a - 8 rez.

5. Naj bo a pozitiven rez in naj bo

ol =Q; U {% | 7“6@\0””7”7““(@\0‘)}’

kjer Qg oznacuje mnozico vseh racionalnih stevil, ki niso pozitivna. Dokazi, da

je tudi a~ ! rez.

6. Naj bodo «, 8 in v pozitivni rezi. Dokazi, da velja distributivnostni zakon
a-(B+y)=a-B+a-7.

7. Naj bo € poljubno pozitivno racionalno Stevilo in naj bo « rez. Dokazi, da

obstajata tak a € ain tak b€ Q\ o, dajeb—a =e¢.

8. Naj bo «a pozitiven rez. Dokazi, da je a- o~ ! = ay. Namig: uporabi nalogo 7.
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3.6 Iracionalna Stevila
Stevilu z € R\ Q re¢emo iracionalno stevilo.

Naloge:

1. Naj bo n € N. Dokazi, da je stevilo y/n bodisi naravno bodisi iracionalno.
2. Dokazi, da je stevilo V3 — /2 iracionalno.
3. Dokazi, da je V2 + /3 iracionalno stevilo.

4. Naj bo a pozitivno racionalno stevilo, 7 in s pa naj bosta iracionalni Stevili in

naj velja r > 0.

(a) Dokazi, da so stevila /7, a + r in ar iracionalna.

(b) Ali lahko kaj podobnega poves o Stevilih r + s, rs in \/a?

5. Dokazi, da med poljubnima razlicnima realnima steviloma obstaja vsaj eno

iracionalno stevilo.

6. Naj bo n naravno §tevilo. Dokazi, da je v/n? + n iracionalno stevilo.

3.7 Absolutna vrednost, enacbe in neenacbe

Za z € R je absolutna vrednost od z, ki jo oznacimo kot |z|, definirana s predpisom

x, x>0
|| =
-z, x<0.

Naloge:

1. Poiséi realne reSitve enach:

(a) 2| = |z -1 +1,
(b) |2 — 2| = |32 + 6] — 2.

2. Poisci realne resitve neenach:
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(a) [1—]z—1|| <1,

22 — 1| +1< |z +2],

z2—1
d) — >0,
(e) |25 >2,
z2—
(f w_71| <2,

. Skiciraj grafa funkcij, ki je podana s predpisoma

1 . 1
fl@) = el +2) i glw) = 5(1e] - )
Obe funkciji zapisi brez znakov za absolutno vrednost.

. Skiciraj grafa funkcij, ki sta podani s predpisoma
fx) =z —2]—1| in g(z)= |22 +2| — |2z —2|.

Obe funkciji zapisi brez znakov za absolutno vrednost.

. Skiciraj grafa funkcij, ki sta podani s predpisoma
flx)=2x+[1-2%| in g(z)=|1—2° + |4 — 27|

Obe funkciji zapisi brez znakov za absolutno vrednost.

. Glede na realno stevilo a skiciraj graf funkcije f : R — R, kjer je

f(x) = |z = 2a] + |z + a.
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Poglavje 4

Kompleksna sStevila

4.1 Osnovno o kompleksnih stevilih

Mnozica vseh kompleksnih stevil, ki jo oznacimo s C, je definirana kot mnozica vseh
urejenih parov (a,b), kjer sta a,b € R. Na mnozico C vpeljemo operaciji seStevanja
in mnozenja, za kateri velja:

1. sestevanje kompleksnih stevil: (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d),

2. enota za sestevanje: (0,0),

3. mnozenje kompleksnih stevil: (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, bc + ad),

4. enota za mnozenje: (1,0).

Izkaze se, da je mnozica kompleksnih stevil, skupaj z operacijama sestevanja in

mnozenja, komutativni obseg. Kompleksna stevila prikazemo v kompleksni ravnina.

Kompleksno stevilo (a,0) bomo zapisovali samo kot a. Kompleksno stevilo (0,1)
bomo oznacevali z i. Zlahka vidimo, da je i = —1. Izkaze se, da lahko kompleksno

stevilo (a,b) zapisemo kot a + bi.

Naj bo z = a + bi € C. Definiramo:

1. realni del stevila z: Re(z) = a,
2. imaginarni del stevila z: Im(z) = b,
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3. kongugirano kompleksno stevilo: Z = a — bi,

4. absolutna vrednost: |z| = Va? + b%.

Opazimo, da je

Naloge:

1. V kompleksni ravnini skiciraj mnozico

M = {z € C | Re(z*) +2(Im(2))* — 4 = 0}.

2. 'V kompleksni ravnini skiciraj mnozico

M ={z€ C| Im(z) = Im(2?)}.

3. V mnozici kompleksnih Stevil poisci resitve enache
|z 4+ 1] =22 — 1].
Kaj predstavlja mnozica resitev v kompleksni ravnini? Skiciraj!

4. V mnozici kompleksnih Stevil poisci resitve enacbe

12+ z 5—3 7
=3 )

5. V kompleksni ravnini skiciraj naslednje mnozice:
(a) M={zeC||z—4] <2},
(b) M={2€C||z4+1-3i <1},

)
)

() M={zeCJ[lz—i[=[z+1]},

(d) M ={z€C||Re(z) +1] =]z — 1]},
)

() M={z€C||z—3|+]|z+3| =10}.
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10.

11.

12.

13.

. V. mnozici kompleksnih stevil pois¢i resitve enacbe

z =22

.V kompleksni ravnini skiciraj mnozico

A={zeC||Im(4z) 4+ 2zi — z| < 3V5}.

Vse korake racunsko utemelji.

Dokazi, da za vsak z € C velja:

2=z z€ R

Funkcija f : C\{i, —i} — C je podana s predpisom

Dokazi: ce je |z| = 1, tedaj je f(z) € R.

Funkcija f : C\ {0} — C je podana s predpisom

Poisci vsa kompleksna Stevila z, za katera je f(z) realno stevilo.

Dokazi, da za vsak n € N in za vsak z € C velja

[ Tm(2")| < n|Im(2)]]z"""].

Naj bosta zi, zo poljubni kompleksni Stevili, za kateri velja |21| = |22] = 1 in
2129 # —1. Dokazi, da je

21+ 29

1 + 2129

realno Stevilo.

Poisci vsa kompleksna Stevila z, za katera velja

2* +iRe(z) = Im(z).
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4.2 Polarni zapis kompleksnega sStevila

Kompleksno stevilo z = a + bi lahko zapisemo tudi v polarni obliki
z = r(cos p +isinp),

kjer je r = |z| polmer kompleksnega Stevila z in ¢ = arg(z) argument Stevila z. Za

racunanje argumenta ¢ si pomagamo s formulo tan(p) = g Opazimo tudi, da je

a=rcosy in b= rsinp.

Izkaze se, da za poljubni kompleksni stevili z; = r1(cos ¢1+isin ;) in 2o = ro(cos pa+
isin ) velja

2129 = r11r2(cos(p1 + p2) + isin(er + p2)).
De Moivreova formula: za poljubno kompleksno Stevilo z = r(cos ¢ + isin @) velja
2" = r"(cos(ny) + isin(ny)),

kjer je n poljubno naravno stevilo.

Naloge:

1. Kompleksno stevilo z = —% + z*/Tg zapisi v polarni obliki.
2. Izracunaj (3 + iv/3)%0%2.
3. V kompleksni ravnini skiciraj mnozici:

(a) A:{ZEC\ggarg(2)<%’r},

(b) B={2cC| -] <arg(z) < 3,1 2] <2}
4. V mnozici kompleksnih stevil poisci resitve enacbe
2> — 125 = 0.
Resitve tudi skiciraj v kompleksni ravnini.
5. Poisci vsa kompleksna stevila z, za katera velja
21+ 8 —8V3i = 0.
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10.

11.

12.

13.

14.

Resitve tudi skiciraj v kompleksni ravnini.

.V mnozici kompleksnih Stevil poisci resitve enachbe

Ao _6=0.

Resitve tudi skiciraj v kompleksni ravnini.

.V mnozici kompleksnih stevil poisc¢i resitve enacbe

2 4+32%—-32—-1=0.

Resitve tudi skiciraj v kompleksni ravnini.

Poisci vsa kompleksna stevila z, za katera velja
=222 diz(—1 +iz 4 22) + 8V2 + 1 = 8V2i.

Resitve tudi skiciraj v kompleksni ravnini.

.V mnozici kompleksnih Stevil poisci resitve enacbe

®
I
2l

kjer je n € N.

Naj bon € N, n > 2. V mnozici kompleksnih stevil poisci resitve enacbe

(z+1)"—=2"=0.

S

Naj bo z = %2 + i5. Poisci vse n € N, za katere je 2" od i oddaljen za V3.

DO [

Naj bosta z; in 2, resitvi enacbe 22 — 2az + b = 0, kjer sta a,b € C. Dokazi,
da velja |z1| = |22] = 1 natanko tedaj, ko je |a| < 1, |b] = 1 in arg(b) =
2arg(a) + 2km, k € Z.

Izrazi cos(5x) in sin(5x) s pomocjo cosx in sinx. Odgovora utemelji!
Dokazi, da za vsak z € C, z # 0, velja

e

< |Arg(2)],
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kjer je Arg(z) € (—m, 7] enoli¢no dolo¢en argument Stevila z.

15. Poisci vsa kompleksna stevila z, za katera velja |z| =1 in
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Poglavje 5

Zaporedja

5.1 Osnovno o zaporedjih

Realno zaporedje a : N — R je preslikava, ki slika iz mnozice naravnih Stevil v
mnozico realnih stevil. Za vsak n € N namesto a(n) pisemo kar a,. Zaporedje na
kratko oznac¢imo kot (a,)>; ali pa kar kot (a,). Podobno je kompleksno zaporedje
z : N — C preslikava, ki slika iz mnozice naravnih §tevil v mnozico kompleksnih
stevil. V nadaljevanju se bomo vec¢inoma osredotocili na realna zaporedja, ceprav

vecina definicij in lastnosti velja tudi za kompleksna zaporedja.

Realno zaporedje (a,,) je navzgor omejeno, ¢e obstaja M € R, tako da za vsak n € N
velja a, < M.
Realno zaporedje (a,) je navzdol omejeno, ¢e obstaja m € R, tako da za vsak n € N
velja a,, > m.
Realno zaporedje (a,) je omejeno, ¢e je navzgor in navzdol omejeno. Kompleksno

zaporedje (z,) je omejeno, ¢e obstaja tak M > 0, da za vsak n € N velja |z,| < M.
Stevilo s je stekalisce zaporedja (ay), e je za vsak € > 0 pogoj |a, — s| < ¢ izpolnjen
za neskoncéno mnogo indeksov n.

Velja, da ima vsako omejeno zaporedje stekalisce.

Stevilo a je limita zaporedja (a,,) natanko tedaj, ko za vsak € > 0 obstaja ny € N,

tako da za vsak n € N, n > ng, velja |a, —a| < e. V tem primeru pisemo a = lim a,,.
n—oo

Definicijo lahko strnemo takole:

a=lima, < Ve>0,Ing e N,Vvn e N:n >nyg = |a, —a| <e.

n—oo
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Vsako zaporedje ima najvec¢ eno limito. Zaporedje je konvergentno, ¢e ima limito.

Zaporedje, ki ni konvergentno, je divergentno.
Naj bo (a,) realno zaporedje. Veljata naslednji trditvi.
1. Zaporedje (a,) je konvergentno natanko tedaj, ko je omejeno in ima samo eno
stekalisce.
2. Stevilo s € R je stekalisce zaporedja (a,) natanko tedaj, ko obstaja podzapo-

redje tega zaporedja, ki konvergira k s.

Naj bosta (a,) in (b,) konvergentni zaporedji. Veljajo naslednja pravila za racunanje

7 limitami:

1. lim (a, +b,) = lim a, + lim b,,
n—oo n—oo n—oo

2. ¢e je c € C, potem je lim (ca,) = ¢ lim a,,
n—oo n—oo

3. lim (ayb,) = <lim an) <lim bn>,

a lim a,
4. ¢eje b, # 0 za vsak n € Nin lim b, # 0, potem je lim — = 2>,
n—oco n—oo b, lim b,

n—oo

Naj bosta (a,) in (b,) realni konvergentni zaporedji z isto limito in naj bo (¢, ) realno
zaporedje, za katerega velja a, < ¢, < b, za vsako naravno stevilo n. Potem je tudi
zaporedje (c,) konvergentno in velja

lim ¢, = lim aq, = lim b,.

n— o0 n—oo n—oo
Naj bo (z,) zaporedje kompleksnih $tevil in naj bo z, = a, + b,i za vsak n € N.

Potem velja:

lim 2z, =a+ b < lim a, =ain lim b, = b.
n—oo n—o0 n—oo

Naloge:

1. Dano je zaporedje (a,) = (5,—1,0,1,1,0,—1,-1,0,1,1,0,—1,—1,0, ...). Doloci

stekalisca, limito, infimum, supremum, minimum, maksimum zaporedja (a,,).
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. Dano je zaporedje (a,) = (1,4,2,2,4,2,3,4,2,4,4,2,5,4,2,...). Doloci ste-
kalisca, limito, infimum, supremum, minimum, maksimum zaporedja (a,,).
. Dano je zaporedje (a,) = (1, %, 3, }L, 5, %, 7, %, ...). Dolo¢i stekalisca, limito, infi-
mum, supremum, minimum, maksimum zaporedja (a,).

3 5 7
717_4767_67§7
in inf(a,) (Ce obstajata) ter poisci stekalis¢a zaporedja (a,). Ali je zaporedje

. Dano je zaporedje (a,) = (3,2 —8,...). Izratunaj sup(a,)

(a,,) konvergentno? Odgovor utemelji!
. Poiséi zaporedje, ki bo imelo

(a) pet stekalise,
(b) vsako naravno Stevilo za stekalisce,

(c) vsako realno stevilo za stekallisce.

. Zaporedje (a,) je podano s splognim ¢lenom

o, n=3k—2keN
4 ={ 1%+, n=3k—1keN
3y/n+1 _
2—2\/ﬁ+2, n =3k, k € N.

Izracunaj sup(a,) in inf(a,) (¢e obstajata) ter poisci stekalisca zaporedja (ay).

Ali je zaporedje (a,) konvergentno? Odgovor utemelji!

. Poiséi vsa stekalisca zaporedja (a,), ki je podano s splosnim ¢lenom

n (nﬂ>
a, = cos (— ).
n—+1 2
. Zaporedje (a,) je podano s splosnim ¢lenom a,, = #giﬂ

(a) Izracunaj limito zaporedja (a,).
(b) Od katerega clena dalje se vsi ¢leni zaporedja razlikujejo od limite za manj
kot 1557
. Zaporedje (a,) je podano s splognim ¢lenom
. 3y/n —4
"1 —4yn’
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Doloci limito zaporedja (a,) in s pomocjo definicije preveri, da je res limita.

Ugotovi tudi, od katerega ¢clena naprej so vsi ¢leni od limite oddaljeni manj kot

1

€~ To00°

10. Izracunaj limite:
: (2n + 3)°
1
(a) 300 (n+1)(n?+3)(n® +5)’
. V16n +1
(c¢) lim :
novee /4
(d) lim n*(n+ V1 —n3),

n—oo
) 3n+1 + 5 4"
© T

11. Ce obstaja, izracunaj limito zaporedja (a,), ki je podano s splognim ¢lenom

1 1 1
Vn2+1 Vn2+42 vn?+n

12. Izracunaj limito zaporedja (a,), ki je podano s splosnim ¢lenom

a

a, = (V2= V2)(V2-V2)-...- (V2 - ""V2).

13. Naj bo a poljubno realno stevilo. Dolo¢i kaksno zaporedje racionalnih stevil, ki
konvergira proti a. Ali obstaja tudi zaporedje iracionalnih stevil, ki konvergira

proti a?

5.2 Monotona in rekurzivno podana zaporedja

Realno zaporedje (a,) je narascéajoce, ¢e za vsak n € N velja a,, < a,41.
Realno zaporedje (a,) je padajoce, ¢e za vsak n € N velja a,, > a,41.

Realno zaporedje (a,) je monotono, ¢e je padajoce ali narascajoce.
Veljata naslednji trditvi.

1. NaraScajoce zaporedje je konvergentno natanko tedaj, ko je navzgor omejeno.

2. Padajoce zaporedje je konvergentno natanko tedaj, ko je navzdol omejeno.
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Pravimo, da je zaporedje podano rekurzivno, ¢e poljubni ¢len zaporedja (razen zacetnih)

racunamo s pomocjo predhodnih ¢lenov.

Naloge:
1. Zaporedje (a,) je podano na rekurzivno

a; =3, Gpy1 = Zan+1 za vsak n € N.

Preveri, da je zaporedje (a,) konvergentno in izrac¢unaj njegovo limito.

2. Zaporedje (a,) je podano kot
an =In2+In2+mm2+mn2+---+1n2)---))),

kjer se funkcija In pojavi n-krat.

(a) Zaporedje (a,) zapisi s pomocjo rekurzije.

(b) Dokazi, da je zaporedje (a,) konvergentno in da za njegovo limito L velja
zveza L = In(L + 2).

3. Zaporedje (a,) je podano rekurzivno

1
a; =1, apy1 =—+1 zavsakn € N.

(a) Dokazi, da je zaporedje (a,) omejeno.

(b) Dokazi, da je zaporedje (a,) konvergentno in izracunaj njegovo limito.
4. Zaporedje (a,) je podano s splosnim ¢lenom
ap = —.

Izracunaj limito tega zaporedja.

5. Zaporedje (a,) je podano rekurzivno
ay =2, Gpy1 = ai za vsak n € N.

Ali obstaja limita podanega zaporedja? Odgovor utemelji!
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6. Zaporedje (a,) je podano rekurzivno

1 3
ar =1, apy1 = 5 (an—i- —) za vsak n € N.

Qn

(a) Dokazi, da vsak ¢len zaporedja (a,) lezi na intervalu [1, 3].

(b) Izracunaj lim a, in odgovor dokazi s pomocjo definicije limite.
n—oo

7. Zaporedje (a,,) je podano kot

1 1

3 Gpi1 = 3 za vsak n € N.

a); =
+ ay,

Poisci kandidata za limito zaporedja (a,) in s pomocjo definicije limite pokazi,

da je to res limita.

5.3 Cauchyjeva zaporedja

Zaporedje (a,) je Cauchyjevo natanko tedaj, ko za vsak € > 0 obstaja ng € N, tako
da za vsaka m,n € N, m,n > ng, velja |a,, — a,| < €.
Za realno ali kompleksno zaporedje velja, da je konvergentno natanko tedaj, ko je

Cauchyjevo.

Naloge:

1. Zaporedje (a,) je podano s splosnim ¢lenom

1
Ap = 1 )

3+ 37

1

3+1

pri cemer se Stevilo 3 v izrazu pojavi n-krat.
(a) Dokazi, da je (a,) Cauchyjevo zaporedje.
(b) Izracunaj lim a,,.
n—o0

2. Zaporedje (by,) je podano s splognim ¢lenom

by= = sinl+ = sin2+ -+ o si
n — 5 1811 92 S on S n.
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(a) Dokazi, da je (b,) Cauchyjevo zaporedje.

(b) Izrac¢unaj lim b,.
n—oo

3. Zaporedje (a,) je podano s splosnim ¢lenom

1—|—1—I—1+ +1
an: — — —.
2 3 n

S pomocjo Cauchyjevega pogoja pokazi, da zaporedje (a,) divergira.
5.4 Se nekaj nalog iz zaporedij

n—00 n—oo n

1\" 1\ "
FEulerjevo stevilo e je definirano kot: e = lim (1 + —) = lim (1 — —) .
n

Naloge:

1. Izracunaj naslednje limite, e obstajajo:

2. Dokazi ali s protiprimerom ovrzi naslednji trditvi.

(a) Ce zaporedje (a,) konvergira, potem je monotono.

(b) Ce je zaporedje (a,) konvergentno in lim a, # 0, potem zaporedje (b,) s
n— oo

splognim ¢lenom b, = (—1)"a, divergira.

3. Zaporedje (a,) je podano s splosnim ¢lenom a,, = /n. Dokazi, da je zaporedje

(a,,) konvergentno in izracunaj njegovo limito.

4. Naj bo r > 0. Zaporedje (a,) je podano s splosnim ¢lenom a,, = {/r. Dokazi,

da je zaporedje (a,) konvergentno in izracunaj njegovo limito.

5. Zaporedje (a,) je podano s splosnim ¢lenom a,, = /nl. Dokazi, da je zaporedje

(a,,) naraséajocCe in navzgor neomejeno.
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6. Naj bosta (a,) in (b,) realni zaporedji in naj za vsak n € N velja

1 faq as (p—1 Qn
b,=—|— o I
n(n+n—1+ + 2 +1)

Dokazi: ¢e lim a, =0, tedaj je lim b, = 0.
n—oo n—oo

7. Naj bo (a,) omejeno zaporedje. Dokazi, da je zaporedje (a,) konvergentno

natanko tedaj, ko je limsup(a,) = liminf(a,).
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Poglavje 6

Stevilske vrste

6.1 Osnovno o vrstah

Naj bo (a,) realno (ali kompleksno) zaporedje. Vrsta je formalna vsota

o0

a1+a2—|—a3—|—---:Zan.

n=1
Vrsti priredimo zaporedje delnih vsot (s,), kjer za poljuben n € N velja

Sp,=a1 +as+ -+ a,.

o0
Pravimo, da vrsta E a, konvergira, ¢e konvergira zaporedje delnih vsot (s,), sicer

n=1
vrsta divergira.

Za konvergentno vrsto definiramo njeno vsoto kot

o0

E a, = lim s,.
n—o0

n=1

oo
Potrebni pogoj za konvergenco vrste: ¢e vrsta E a, konvergira, potem je lim a, = 0.
n—oo
n=1
oo
Geometrijska vrsta 5 ak™ ! 7 zacetnim ¢lenom a in koeficientom k konvergira na-

n=1
tanko tedaj, ko je |k| < 1. V tem primeru je njena vsota
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Naloge:

a+ak+ak® +ak® + - =

11—k

1. Ugotovi in utemelji, ali naslednje vrste konvergirajo:

(a)
(b)

()

Ce posamezna vrsta konvergira, izracunaj tudi njeno vsoto.

2. Naj bo zaporedje delnih vsot (s,) vrste Z a,, podano s splosnim ¢lenom

R T RS R EONET STE
1-142-2+43-3+ - 4n—n+--,

(Vn—+vn—1),
. n

Zn+1’
= n+2
Zi’m—f

= 2n—1
ZQTL—i—l7

WE

o0

n=1




oo

Doloéi splosni ¢len vrste a,, in ugotovi, ali je vrsta g a, konvergentna. Ce je
n=1
konvergentna, izracunaj tudi njeno vsoto.

3. Izracunaj vsoto vrste
o

1+22n
Z 5n+1 :

n=1

6.2 Vrste z nenegativnimi ¢leni

o)
1
Naj bo s € R. Vrsta E — konvergira za s > 1 in divergira za s < 1. V primeru
nS

n=1
s = 1 se dana vrsta imenuje harmonicna vrsta.

V nadaljevanju si bomo ogledali nekaj kriterijev, s pomocjo katerih lahko preverjamo

konvergenco vrst.

Primerjalni kriterij I (test z majoranto/minoranto).
Naj bo 0 < a,, < b, za vsak n € N. Velja:

o (o.9]
1. Ce vrsta Z b, konvergira, potem tudi vrsta Z a, konvergira.

n=1 n=1

o o
2. Ce vrsta Z a,, divergira, potem tudi vrsta Z b, divergira.

n=1 n=1

Primerjalni kriterij II.
Naj bo a, > 0 in b, > 0 za vsak n € N in recimo, da obstaja limita L = lim fn

n—oo by,
Velja:

o0

1. Ceje L € (0,00), potem vrsta Z a, konvergira natanko tedaj, ko konvergira

n=1
oo
vrsta Z b,,.
n=1
o0 o0
2. Ce je L =0, potem iz konvergence vrste Z b, sledi konvergenca vrste Z (.-
n=1 n=1
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o0 o0

3. Ce je L = 0o, potem iz divergence vrste Z b, sledi divergenca vrste Z Q-

n=1 n=1

D’Alembertov kvocientni kriterij.

an, .
Naj bo a, > 0 za vsak n € N in recimo, da obstaja limita L = lim o Velja:
n—oo QG

1. Ceje L < 1, potem vrsta Z a, konvergira.

n=1

2. Ce je L > 1, potem vrsta Zan divergira.

n=1

Cauchyjev korenski kriterij.
Naj bo a, > 0 za vsak n € N in recimo, da obstaja limita L = lim /a,. Velja:

n—oo

1. Ceje L < 1, potem vrsta Z a, konvergira.

n=1

2. Ce je L > 1, potem vrsta Zan divergira.

n=1

Raabejev kriterij.

Qnp,
Naj bo a, > 0 za vsak n € N in recimo, da obstaja limita L = lim n < — 1).
Velja:

o0

1. Ce je L > 1, potem vrsta Z a, konvergira.

n=1

2. Ce je L < 1, potem vrsta Zan divergira.

n=1

Naloge:

1. Preuci konvergenco vrst:

. n+1
W Yo
-1
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o0
2. Za katere vrednosti a € RT vrsta Z
n=1

(a)
(b)

oo

ZM, kjer je z € R,

2

n=1
>

nyn’
n=1
>
o 10n+1’
=1

n2n’
n=1

1+ an

konvergira?

divergira?

3. Preuci konvergenco vrst:

“a
Z —, kjer je a € RT,
n!

n=1

i n—9 n(n+1)
n+1 ’

n=1
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© > gats

n=1

o0

1
@ 2 T

n=1
5. S pomocjo Raabejevega kriterija preuci konvergenco vrst:

1
n?

NE

(a)

Y

i
I

(2n — 1!
(2n +2)!

NE

(b)

3
Il
—

n!

Kjer je a € R*.
@t )@t . (atn) Jrices

()

WE

1

3
Il

6. Naj bo Zan konvergentna vrsta, kjer je a,, > 0 za vse indekse n. Dokazi, da

n=1
je tedaj tudi vrsta

)
2

>_a.

n=1

konvergentna.

Ali gornji sklep velja tudi, ¢e vrsta nima samih nenegativnih ¢lenov? Odgovor

dokazi ali ovrzi s protiprimerom.

6.3 Vrste s poljubnimi ¢leni, absolutno in pogojno

konvergentne vrste

o o

Vrsta Zan absolutno konvergira, ¢e konvergira vrsta Z la,|. Vedno velja, da ce
n=1 n=1

vrsta absolutno konvergira, potem tudi konvergira.

o0
Ce vrsta E a, konvergira, vendar ne konvergira absolutno, potem pravimo, da po-

n=1
gojno konvergira.
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V nadaljevanju bomo spoznali Se tri kriterije, s pomocjo katerih lahko preverjamo

konvergenco vrst.

Leibnizev kriterij.

Naj bo (a,) padajoce zaporedje, za katerega velja lim a, = 0 in a, > 0 za vsak
n—oo

n € N. Potem vrsta Z(—l)”an konvergira.

n=1

Dirichletov kriterij.

Naj bo (a,) realno zaporedje in (b,,) kompleksno zaporedje, tako da velja:

e (a,) je monotono in lim a, =0,

n—oo
N
e obstaja tak M > 0, da je an < M za vsak N € N.
n=1
Potem vrsta Z a,b, konvergira.
n=1
Abelov kriterij.
Naj bo (a,) taksno zaporedje, da vrsta Zan konvergira. Naj bo se (b,) monotono
n=1

in konvergentno zaporedje. Potem vrsta Z a,b, konvergira.

n=1

Naloge:

1. Pokazi, da je spodnja vrsta pogojno konvergentna:

(D"
Z 2y/n+1

n=1

- 1
2. Dokazi, da vrsta Z(—l)" In (1 + —) pogojno konvergira.
n

n=1
o xn
3. Za katere x € R vrsta —

(a) absolutno konvergira?
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e

10.

(b) konvergira?

Za katere realne vrednosti a in s vrsta

konvergentna.

Za katere x € R\{—1,1} vrsta Z 1
n=1

(a) absolutno konvergira?

(b) konvergira?

Za katere x € R vrsta

e n+1 2
Z 1_|_$2
n=1

konvergira? V teh primerih izracunaj tudi njeno vsoto.

i cos(nm)
Inn

n=2

o0 ena
PG
n=1 n
pogojno konvergira?
. Ali vrsta -
Z e Vsinn
n=1
absolutno konvergira?
Preveri, ali je vrsta
1 1 1 1 1 1
— + — + — +
V2-1 V241 V3-1 V3+1 Vi-1 Vi+1

. S pomocjo Dirichletovega kriterija dokazi konvergenco vrste

S pomocjo Abelovega kriterija pokazi, da vrste konvergirajo:

3 (1),

n=1
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2 n2(n+ 1) cos (4
I
n=1 ’
- n? + 3n "3
© 2 <n4+n+3 ' F)
n=1 k=1
6.4 Produkt vrst
Produkt vrst Zan in an lahko definiramo kot vrsto ch, kjer za vsak n € N
n=1 n=1 n=1
velja
Cn = Z akbn—i-l—k = albn + a2bn—1 + -+ anbl-
k=1
Naloge:

1. Poiséi taksni konvergentni vrsti, za kateri velja, da je vrsta, pridobljena s pro-

duktom danih vrst, divergentna.
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Poglavje 7

Primeri kolokvijev in pisnih izpitov

7.1 Primer prvega kolokvija

1.

D.

[20] Podana je preslikava F': D C R? — R s predpisom F : (z,y) — 2% — >

(a) Naj bo D = R2. Ugotovi, ali je funkcija F' v tem primeru injektivna oz. ali

je surjektivna. Odgovora utemelji z dokazom.

(b) Najbo D ={(z,y) € R*: (x >0) A (y=3z)}. Alije funkcija F v tem

primeru injektivna oz. ali je surjektivna? Odgovora utemelji z dokazom.

[20] Naj bosta p in ¢ razliéni prastevili. Dokazi, da je {/ %2 iracionalno stevilo.
Ugotovi Se, ali enak sklep vedno velja tudi v primeru, ¢e je p naravno stevilo,

ki ni prastevilo (¢ pa je prastevilo). Odgovor natanéno utemelji!

[15] Naj bo A neprazna in navzgor omejena podmnozica pozitivnih realnih
stevil. Oznacimo sup A = S in definiramo mnozico B = {1 | a € A}. Dokaii,

. . o 1
da je inf B = 3.
[20] Poisci vsa realna stevila x, za katera velja
lz —2| < |2 — 4|+ 2+ 1.
Vse korake rac¢unsko utemelji.

(a) [5] Naj bo z poljubno kompleksno stevilo in n poljubno naravno stevilo.

Dokazi, da je 2" + (Z)" realno stevilo.
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(b) [20] Poisci vsa kompleksna stevila z, za katera velja |z| =1 in

Cas resevanja je 120 minut.
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7.2 Primer drugega kolokvija

1. [25] Naj bo ¢ € Rt. Zaporedje (a,,)?2; je podano z zacetnim ¢lenom a; = 2¢

in rekurzivnim predpisom

1 c?
an+1:§ an+a— za vse n € N.

Dokazi, da je ¢ spodnja meja zaporedja (a,) ter da je zaporedje monotono in

konvergentno za vsak ¢ € R*. Izracunaj tudi limito zaporedja (a,).

2. [25] Izra¢unaj limiti in odgovora natancno utemelji:

(@) lim V6 +49n2+ 1+ v2n
n—s00 /3 —8n 7
() tim ((V3-3) (V3-V3) ... (V3— "¥3) (V3 - "¥3)).

n—oo

3. [25] Ugotovi, ali sta spodnji vrsti konvergentni:

) i <n2 + 1)"2’ (b) i (zsi:‘n'

n?+3 —

n=1

Ali katera izmed vrst pogojno konvergira? Odgovore utemelji.

4. [25] Naj bo a, > 0 za vsak n € N in naj bo Z a, konvergentna vrsta. Dokazi,
n=1
da potem konvergirata tudi vrsti:

) > by 3
n=1 " n=1 5—{—@721

Cas reSevanja je 120 minut.
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7.3 Primer pisnega izpita I

1. [25] Naj bosta p, ¢ dve razliéni prastevili in naj bo n poljubno naravno Stevilo.

Dokazi, da sta ¢/pq in v/n? + 2n iracionalni Stevili.

2. (a) [20] Poisci vsa kompleksna stevila z, za katera je

2% 4 26i2° +27 = 0.
Odgovor utemelji in dobljena stevila tudi skiciraj v kompleksni ravnini!

(b) [10] Naj bosta z1, 2 poljubni kompleksni Stevili, za kateri velja |z;| =
|zo| = 1in 2129 # 1. Dokazi, da je

21 — %2
1-— 21292

realno stevilo.
3. [20] Zaporedje (a,)5°; je podano rekurzivno:
a; =9, Apt1 = V3a, — 1.

Ali je zaporedje (a,) konvergentno? Odgovor utemelji. Ce je zaporedje konver-

gentno, izrac¢unaj tudi njegovo limito.

4. [25] Ugotovi in utemelji, ali spodnji vrsti konvergirata:

O3 wy ()

Ce katera izmed vrst konvergira, izracunaj tudi njeno vsoto!

Cas resevanja je 120 minut.
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7.4 Primer pisnega izpita 11
1. [25] Podani sta mnozici
A={zeR;jlz—-1|<zlzr+2|}in B={z eR; |2—|z—1|| <3}.

Dolo¢i minimum, maksimum, infimum in supremum (¢e obstajajo) mnozic AUB

in AN B. Vse odgovore racunsko utemelji!
2. [25] Poisci vsa kompleksna Stevila z, za katera velja
2= 222 4 diz(—1 iz 4 22) + 8V2 + 1 = 8V2i.
Resitve tudi skiciraj v kompleksni ravnini.

3. [25] Zaporedje (a,)5, je podano rekurzivno:

1 n
a; =1, apqp1 = ap — (5) .

(a) Zapisi splosni ¢len zaporedja (a,). Nato preveri, da je zaporedje konver-

gentno in poisci njegovo limito.

(b) Poisci tak ng € N, da bo za vse m,n > ng veljalo |am, — an| < 135-

4. [25] Poisci vsa realna Stevila x, za katera spodnji vrsti konvergirata oziroma za

katera divergirata:

e - 3n—1\"
E b E 2n .
s VA 2”+1 g —1x (3n+3>

Odgovore utemelji.

Cas reSevanja je 120 minut.
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