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PREDGOVOR

V' tem gradivu so zbrane naloge, ki sem jih v Studijskih letih 2014/15, 2015/16
in deloma v 2016/17 pripravijal za pisne izpite in kolokvije pri predmetu Teorija
mnozic. Naloge so namenjene predvsem studentom prvega letnika matematike in tudi
Studentom dvopredmetne izobraZevalne matematike. Pri izbiri nalog sem si pomagal
z razlicnimi ucbeniki, zbirkami nalog in drugimi internetnimi viri, tako da niso vse

zbrane naloge originalni prispevks.
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Poglavje 1

Kolokviji

1.1 Prvi kolokvij, 5.5.2015

1. [20] Naj bodo A, B in C' poljubne mnozice. S pomocjo izjavnega racuna dokazi
enakost

(CN(AUB))\A=(CnNDB)\A.

2. [25] Zavsakn € Nnajbo A, = {(z,y) e R* | —n <2 <1++ A -1 <y < L}

[zracunaj
(14

neN

in svoj odgovor utemelji tako, da dokazes obe inkluziji.
3. [25] Naj bosta X in Y neprazni mnozici ter f : X — Y injektivna funkcija.

(a) Dokazi, da za vsako podmnozico A mnozice X velja f~!(f(4)) = A.

(b) Naj bo funkcija F' : P(Y) — P(X) definirana s predpisom F(B) =
f~YB) za B € P(Y). Dokazi, da je F surjektivna funkcija.

Opomba: zag: X — Y in ZCVY,jeg ' (Z)={r € X | g(x) € Z}.

4. [30] Najbo A= {(z,y) e R? | y < e} in B={(x,y) € R? | x > y?}. Skicira]
obe mnozici in eksplicitno opisi eno bijektivno funkcijo f : A — B. Utemelji,

zakaj je definirana funkcija res bijekcija!



1.2 Kolokvij za izobrazevalno matematiko, 5. 5. 2015

1. [20] Naj bodo A, B in C' poljubne mnozice. S pomocjo izjavnega racuna dokazi

enakost
(CN(AUB)\A=(CNB)\ A

2. [25] Zavsakn € Nnajbo 4, = {(z,y) e R? | —n <2z <1+i A -1 <y< i}

Izracunaj
(14

neN

in svoj odgovor utemelji tako, da dokazes obe inkluziji.

3. [30] Naj bo A= {(z,y) € R? |y <e*} in B={(z,y) € R? | z > y*}. Skiciraj
obe mnozici in eksplicitno opisi eno bijektivno funkcijo f : A — B. Utemelji,

zakaj je definirana funkcija res bijekcija!

4. [25] Naj oznaka K,(x,y) predstavlja kroznico v R? s sredistem v tocki (z,y) €
R? in polmerom r. Dokazi, da je mnozica K = {K,(z,y) |x € Z,y € Z,r € Q"}

Stevna mnozica.



1.3 Drugi kolokvij, 12.6.2015

1. [25] Naj bo f : A — B funkcija. Vsako izmed naslednjih dveh trditev dokazi

ali pa s protiprimerom ovrzi:
(a) Ce je mnozica A Stevna, je tudi f(A) Stevna.
(b) Ce je mnozica B Stevna, je tudi f~'(B) Stevna.

2. [25] Relacija ~ na R? je definirana s formulo
(ZL'l, yl) ~ ('r27 y2> — ZE% T = Ig + Y.

(a) Dokazi, da je ~ ekvivalen¢na relacija in skiciraj ekvivalenéni razred tocke
(0,1).

(b) Dolo¢i mo¢ mnozice R?/., in svoj odgovor utemelji.

3. [25] Naj bo A mnozica vseh podmnozic od R, ki vsebujejo mnozico N ter B

mnozica vseh zaporedij kompleksnih stevil. Dolo¢i mo¢i mnozic A in B (pri

tem odgovora utemelji) ter ju primerjaj po velikosti.

4. [25] Cim bolj poenostavi in po velikosti primerjaj naslednja ordinalna stevila:

(3w + 2)w(w2 + 1), (4w + 1)(w?*2 + 2), w(5w + 3)(w + 1).



1.4 Prvi kolokvij, 6.5.2016
1. [25] Ali velja enakost
(ANB)U((B\C)\A) = (B\ (CUA)U((CUA)\B)

za poljubne mnozice A4, B in C? Ce enakost ne velja, razmisli o veljavnosti
obeh inkluzij. Vsako inkluzijo s pomocjo izjavnega racuna dokazi ali pa jo s

protiprimerom ovrzi.

2. [25] Dana je funkcija f : A — B. Naj bo K neprazna mnozica in naj bo za

vsak k € K mnozica By podmnozica od B. Dokazi, da velja:
r(Us)=Usr)
kK keK
Opomba: zag: X — Y inZCVY jeg (Z)={x e X | g(x) € Z}.

3. [25] Naj bo A =R\ {0} in B =R x {0,1}. Eksplicitno zapisi eno bijektivno
funkcijo f : A — B. Utemelji, zakaj je definirana funkcija res bijekcijal

4. [25] Naj bo M mnozica vseh matrik (vseh moznih dimenzij) z racionalnimi

koeficienti. Ali je mnozica M stevna? Odgovor utemelji z dokazom!



1.5 Prvi kolokvij (ponavljalni), 20.5.2016

1. [25] Za vsak n € N naj bo
A, ={(z,y) eR* | n®z®+y* <1}.

(a) Skiciraj mnozice Ay, Ay in As.
(b) Izracunaj U A, ter ﬂ A,. Za en odgovor zapisi tudi dokaz, da je re-

neN neN
snicen.

2. [25] Dana je funkcija f : X — Y. Naj bosta A in B podmnozici od Y. Dokazi,

da velja:

F7HANB) = fTHA)N\ fH(B).
Opomba: zag: X — Y in ZCVY,jeg '(Z)={zr € X | g(x) € Z}.

3. [25] Naj bo A = R x [0,2] in B = [0,4] x (—%,5). Eksplicitno zapisi eno

202
bijektivno funkcijo f : A — B. Utemelji, zakaj je definirana funkcija res
bijekcijal

4. [25] Naj bo
M={zeR|IneN, (2* —22"+52)"+22° —3=0}.

Ali je mnozica M stevna? Odgovor utemelji z dokazom!



1.6 Drugi kolokvij, 6.6. 2016

1. [25] Relacija ~ na R je definirana s formulo
T~ Y <= cosx —cosy € L.

(a) Dokazi, da je ~ ekvivalenéna relacija.
(b) Ali je ekvivalené¢ni razred stevila 0 Stevna mnozica?
(¢) Dokazi, da mnozica R/. ni stevna.

2. [25] Dolo¢i mo¢i mnozic A, B in C ter jih primerjaj po velikosti. Vse sklepe

utemelji!
A - mnozica vseh polinomov p s predpisom p(x) = az® + bz + ¢,
kjer jea e NJb e Z,c € R.
B - mnozica vseh zaporedij elementov iz A.
C - mnozica vseh podmnozic mnozice A.
3. [25] Naj bo (A, <) dobro urejena mnozica in f : (A, <) — (A, <) strogo
narascajoca funkcija (torej za vsaka z,y € A velja: x < y = f(x) < f(y)).

Dokazi, da za vsak a € A velja a < f(a).
Namig: obravnavaj mnozico D ={z € A | = > f(z)}.

4. [25] Cim bolj poenostavi ter primerjaj po velikosti ordinalni stevili
a=w*(w? +3w2 + 1)(2w? +2) in 8 = (w? + w3)(w? + 2)(w? + w).



Poglavje 2
Pisni izpiti

2.1 TIzpit, 16.6.2015
1. [25] Ali velja enakost
(ANB)U(B\ (AUC)) = (A\(B\C))U(B\C)

za poljubne mnozice A, B in C'? Ce enakost ne velja, razmisli o veljavnosti obeh

inkluzij. Vsako inkluzijo dokazi ali pa s protiprimerom ovrzi.

2. [25] Najbo A = {(x,y) € R* | 2?+y? < 1} in B = (—1,1)x(—1,1). Eksplicitno

opisi eno bijekcijo med A in B ter dokazi, da je opisana funkcija res bijekcija.

3. [25] Dolo¢i mo¢ mnozice vseh realnih 2 x 2 matrik, katerih determinanta je

enaka 1. Odgovor utemelji z dokazom!

4. [25] Dani sta ordinalni &tevili & = 3w + 1 in 8 = w2 + 2. Cim bolj poenostavi

in uredi po velikosti ordinalna stevila aaf, afa in faa.



2.2 Izpit, 2.7.2015
1. [25] Ali velja enakost
(A\B)x (CUD)=((A\B)xC)U(AxD)

za poljubne mnozice A4, B in C? Ce enakost ne velja, razmisli o veljavnosti
obeh inkluzij. Vsako inkluzijo s pomocjo izjavnega racuna dokazi ali pa jo s

protiprimerom ovrzi.

2. [25] Za vsak n € N naj bo A,, = [0, n]. Izracunaj

2u(ny

(v
meN \n>m

Pri tem naj bodo sklepi utemeljeni.
3. [25] Relacija ~ na R? je definirana s formulo
(@1, 51, 21) ~ (T2, Y, 20) == af + Y7 + 27 = 25 + 95 + 23

Dokazi, da je ~ ekvivalen¢na relacija ter poimenuj in skiciraj ekvivalen¢ni razred

tocke (0,0, 1). Dolo¢i mo¢ mnozice R?/. in svoj odgovor utemelji.

4. [25] Cim bolj poenostavi in po velikosti primerjaj naslednji ordinalni stevili

(4w + Dw(w2 + 2), (Bw3 + 1)(2w2 + 2)(w + 1).



2.3 Izpit, 24.8.2015

1. [25] Za vsak n € N naj bo

1 \"
An:{xER | E<x<<1+ﬁ) }

[zracunaj U A, ter ﬂ A,. Svoje trditve utemelji!
neN neN

2. [25] Najbo A = (—=%,%)x[0,1]in B = R x [0, 2]. Eksplicitno opisi eno bijekcijo

med A in B ter utemelji, zakaj je opisana funkcija res bijekcija.

3. [25] Dolo¢i moc¢i mnozic A, B in C' ter jih primerjaj po velikosti. Vse sklepe
utemelji!
A={(a,b,c,d)eR |aeN,beZ,ceQ,d e R}.
B - mnozica vseh zaporedij elementov iz A.
C - mnozica vseh podmnozic mnozice A.

4. [25] Cim bolj poenostavi ter primerjaj po velikosti ordinalni stevili w?(w? +
w)(w? + 1) in w?(w? + 1) (w? + w).



2.4 Izpit, 5.2.2016

1. [25] Za vsak n € N naj bo

A, = {(Jc,y) cR?* | 2+ < (%)2}

[zracunaj U A, ter ﬂ A,. Svoje trditve utemelji!
neN neN

2. [25] Naj bo A = [0,2] x (0,1) in B = (0,2) x [0,1]. Eksplicitno opisi eno

bijekcijo med A in B ter utemelji, zakaj je opisana funkcija res bijekcija.
3. [25] Relacija ~ na R je definirana s formulo
x ~y < sin(z —y) =0.

Dokazi, da je ~ ekvivalencna relacija ter zapisi ekvivalenc¢ni razred stevila 0 in

doloc¢i njegovo moc.

4. [25] Dani sta ordinalni stevili @ = 2w3 43 in 8 = 3w2+1. Cim bolj poenostavi

in uredi po velikosti ordinalna Stevila aaf, afa in faa.
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2.5 Izpit, 13.6.2016

1. [25] Naj bo I poljubna neprazna mnozica. Za vsak i € I naj bosta A; in B;

mnozici. Dokazi, da velja

(ﬂAi) X (ﬂB,) =) (4i x By).

iel el el

2. [25] Eksplicitno opisi eno bijekcijo med [0,1) x Z in R. Utemelji, zakaj je

opisana funkcija res bijekcija.

3. [25] Relacija ~ na mnozici vseh realnih 2 x 2 matrik My (R) je definirana s

formulo
A~ B < det A =detB.

(a) Dokazi, da je ~ ekvivalenéna relacija.
(b) Ali je ekvivalené¢ni razred enotske matrike I stevna mnozica?

(¢) Dolo¢i mo¢ mnozice Mao(R)/.~.

4. [25] Dani sta ordinalni stevili @ = 2w?+2 in 8 = 2w3 +2. Cim bolj poenostavi

in uredi po velikosti ordinalni stevili aaf in afa.
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2.6 Izpit, 27.6.2016

1. [25] Ali velja enakost
(ANB)\C)U(ANC)\B)=ANn(BUC)

za poljubne mnozice A, B in C? Ce enakost ne velja, razmisli o veljavnosti obeh
inkluzij. Vsako inkluzijo s pomoc¢jo izjavnega racuna dokazi ali pa s protipri-

merom ovrzl.

2. [25] Za vsak n € N naj bo
5 T
An:{(x,y)ER yogyg—}.

n

Izracunaj U A, ter ﬂ A,,. Svoje trditve utemelji!
neN neN

3. [25] Naj bodo a, b in ¢ kardinalna Stevila in naj bo ¢ # 0. Dokazi, da velja:

a<b= "<

4. [25] Cim bolj poenostavi in po velikosti primerjaj naslednji ordinalni stevili

a=wlw+1)(w2+2), [=Bwd+1)2w2+2)(w+2).

12



2.7 Izpit za izobrazevalno matematiko, 27. 6. 2016

1. [25] Ali velja enakost

(ANB)\C)U((ANC)\B)=AN(BUC)

za poljubne mnozice A, B in C? Ce enakost ne velja, razmisli o veljavnosti obeh

inkluzij. Vsako inkluzijo s pomoc¢jo izjavnega racuna dokazi ali pa s protipri-
merom OvrZzi.

2. [25] Izracunaj

(@ | {0,2 _ 1]

v foa-)

ter odgovora utemelji z dokazom.

3. [25] Eksplicitno opisi eno bijekcijo med R in (0, 2) ter utemelji, zakaj je opisana
funkcija res bijekcija.

4. [25] Ali je mnozica vseh kvadratnih polinomov z racionalnimi koeficienti stevna
mnozica? Odgovor utemelji!
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2.8 Izpit, 25.8.2016

1. [25] Za vsak n € N naj bo
1
An—{xeR | 2—n§x<n}.

[zracunaj U A, ter ﬂ A,. Svoje trditve utemelji z dokazi!
neN neN

2. [25] Naj bo A = {(z,y) € R? |y > ¢*} in B = {(z,y) € R* | y < "}
Eksplicitno opisi eno bijekcijo med A in B ter utemelji, zakaj je opisana funkcija

res bijekcija. Mnozici A in B tudi skiciraj.

3. [25] Dolo¢i moéi mnozic A, B, C, D ter jih primerjaj po velikosti. Vse sklepe

utemelji!
A={(r,y,2) eR® |2 €Q,y € Z,z € N}.
B - mnozica vseh zaporedij elementov iz A.
C' - mnozica vseh funkcij f: R — A.
D - mnozica vseh podmnozic mnozice A.

4. [25] Cim bolj poenostavi in po velikosti primerjaj ordinalni stevili

a = (w2+3w3+2)% B= 2w+ 2)(5w?2 + 3)(w?3 + w).

14



2.9 Izpit za izobrazevalno matematiko, 25. 8. 2016
1. [25] Ali velja enakost
(AUB)\ (CNnB)=AU(B\C)

za poljubne mnozice A, B in C? Ce enakost ne velja, razmisli o veljavnosti obeh
inkluzij. Vsako inkluzijo s pomoc¢jo izjavnega racuna dokazi ali pa s protipri-

merom ovrzl.

2. [25] Za vsak n € N naj bo
1
_An:: {JZG]R | éz S;$ < n}.

[zracunaj U A, ter ﬂ A,. Svoje trditve utemelji z dokazi!
neN neN

3. [25] Naj bo A = {(z,y) € R? | y > ¢’} in B = {(z,y) € R? | y < €&}

Eksplicitno opisi eno bijekcijo med A in B ter utemelji, zakaj

4. [25] Naj bo My(Z) mnozica vseh matrik reda 2 x 2 z elementi, ki so cela Stevila.

Ali je mnozica My (Z) stevna? Odgovor utemelji.
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2.10 Izpit, 10.2.2017

1. [25] Za vsak n € N naj bo
_ 1
An—{xeR | e "§x<1+—}.
n

[zracunaj U A, ter ﬂ A,. Svoje trditve utemelji!
neN neN

2. [25] Naj bo A neprazna mnozica in h : A — A funkcija. Dokazi, da je h
injektivna natanko tedaj, ko za vsaki dve funkciji f,g: A — A velja: ho f =

hog=f=g.

3. [25] Relacija ~ na mnozici R3[X] vseh polinomov oblike p(r) = ax®+bz*+cx+d

s koeficienti iz R, je definirana s formulo
p~g=p =4d,

kjer p’ oznacuje odvod polinoma p, ¢’ pa odvod polinoma ¢. Dokazi, da je ~
ekvivalenc¢na relacija ter zapisi ekvivalen¢ni razred polinoma p(xz) = 1 in doloci

njegovo moc.

4. [25] Cim bolj poenostavi in po velikosti primerjaj ordinalni stevili

a=(Bw2+2)(w3+1)(dw+3), F=(w3+2)ww3+3).
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2.11 Izpit za izobrazevalno matematiko, 10. 2. 2017
1. [25] Ali velja enakost
(AUB)\ (CNnB)=AU(B\C)

za poljubne mnozice A, B in C'? Ce enakost ne velja, razmisli lo¢eno o veljav-
nosti posameznih inkluzij. Vsako inkluzijo s pomocjo izjavnega racuna dokazi

ali pa s protiprimerom ovrzi.

2. [25] Za vsak n € N naj bo
_ 1
An:{xeR | e ”§x<1—|——}.
n

[zracunaj U A, ter ﬂ A,. Svoje trditve utemelji!
neN neN

3. [25] Naj bo A neprazna mnozica in h : A — A funkcija. Dokazi, da je h
injektivna natanko tedaj, ko za vsaki dve funkciji f,g: A — A velja: ho f =

hog=f=g.

4. [25] Naj bo My (Z) mnozica vseh matrik reda 2 x 2 z elementi, ki so cela Stevila.

Ali je mnozica My (Z) stevna? Odgovor utemelji.
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