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PREDGOVOR

V' tem gradivu so zbrane naloge, ki sem jih v Studijskih letth 2014/15, 2015/16,
deloma 2016/17, 2020/21 in 2021/2022 pripravijal za pisne izpite in kolokvije pri
predmetu Teorija mnozic. Gradivo predstavija posodobljeno in bistveno dopolnjeno
verzijo gradiva iz leta 2019 [5]. Naloge so namengjene predvsem Studentom prvega
letnika matematike in tudi Studentom dvopredmetne izobraZevalne matematike. Pri
12birt nekaterth nalog sem si pomagal tudi z obstojecimi ucbeniki, zbirkami vaj in
drugimi internetnimi viri (glej [1, [3, [4, [0]). Za Stevilne nasvete pri oblikovan-
Jgu in formulacigi izpitnih in kolokvijskih nalog se zahvaljujem nosilcu predmeta,

red. prof. dr. Urosu Milutinovicu.

Naloge v gradivu so sistematicno urejene v devet sklopov (v okviru prvih petih
poglavij), pri éemer je na zacetku vedno povzeta osnovna teorija, ki je potrebna za
resevanje nalog in se lahko uporablja tudi kot ucéni pripomocek na seminarskih vajah.
Prav tako je v vsakem sklopu za prvi dve nalogi podana celotna resitev. ReSene naloge
tako sluzijo kot zgledi, ki lahko pomagajo pri samostojnem resevanju preostalih nalog.
V' drugem delu gradiva (poglavja 6-10) so v kronoloskem wvrstnem redu podani Se

celotni pisni izpiti in kolokviji.
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Poglavje 1
Logika in mnoZzice

V tem poglavju so najprej podane osnovne definicije o logiki in mnozicah, ki so povzete
po viru [2]. Podrobnejso razlago lahko najdemo na primer v literaturi [4]. Osnovne
vsebine o logiki in mnozicah se sicer na kratko obravnavajo ze v prvem semestru,

vendar jih tukaj razsirimo z nekaterimi dodatnimi pojmi in tezjimi nalogami.

1.1 Osnovno o logiki in mnozicah

Izjava je neka smiselna poved, za katero lahko objektivno dolo¢imo, ali je pravilna
(v tem primeru ji priredimo logi¢no vrednost 1) ali nepravilna (v tem primeru ji

priredimo logi¢no vrednost 0).

Tvorimo naslednje sestavljene izjave:

e Negacija izjave A, ki jo oznac¢imo kot = A (beremo ne A),

Konjunkcija izjav A in B, ki jo ozna¢imo kot A A B (beremo A in B),

Disjunkcija izjav A in B, ki jo ozna¢imo kot AV B (beremo A ali B),

Implikacija izjav A in B, ki jo ozna¢imo kot A = B (beremo ce A, potem B),

FEkvivalenca izjav A in B, ki jo ozna¢imo kot A < B (beremo A ce in samo ce
B oz. A natanko tedaj ko B).

Definicije zgornjih sestavljenih izjav lahko podamo z resni¢nostno tabelo:



A|B|-A|ANB|AVB|A=B|A&B
0101 1 0 0 1 1
011 1 0 1 1 0
1701] 0 0 1 0 0
1(1,0 1 1 1 1

Izjava, ki je zmeraj pravilna (pri vsakem naboru logi¢nih vrednosti osnovnih izjav),

se imenuje tavtologija.

Sedaj ponovimo Se nekaj pojmov o mnozicah. Te bomo obi¢ajno oznacevali z velikimi
¢rkami, medtem ko za elemente mnozic ve¢inoma uporabljamo male ¢rke. Kadar nek
element a pripada mnozici A, to s simboli zapiSemo kot a € A. Mmnozico lahko
podamo tako, da nastejemo vse njene elemente, ali pa tako, da zapisemo pogoje, ki
karakterizirajo elemente v mnozici. Pravimo, da je mnozica B podmnoZica mnozice
A, ce velja, da je vsak element iz B tudi element iz A. V tem primeru pisemo B C A
ali B C A. Mnozici A in B sta enaki, A= B, ¢e velja BC Ain A C B.

Prazno mnozico oznac¢imo kot () ali {}, univerzalno mnozico (to je mnozica vseh
elementov, ki nas v neki situaciji zanimajo) pa z Y. Uporabljamo naslednje oznake:
N za mnozico naravnih Stevil, Z za mnozico celih §tevil, Q za mnozico racionalnih
stevil in R za mnozico realnih stevil. Kadar je neka mnozica A koné¢na (za formalno
definicijo kon¢ne mnozice glej poglavje|3)), stevilo elementov v mnozici imenujemo moé

mnoZice in ozna¢imo kot |A|. Posplositev tega koncepta bomo spoznali v poglavju .

Mnozica vseh mnozic, ki so podmnozice neke dane mnozice A, se imenuje potencna
mnozica od A in se oznaci kot P(A). Kadar je A konéna mnozica, ima potenéna
mnozica P(A) natanko 214! elementov. Omenimo $e, da kadar delamo z nekim nabo-

rom mnozic, veckrat govorimo o razredu mnozic namesto o mnozici mnozic.

Pomembne so naslednje operacije z mnozicami:

e Unija mnozic Ain B: AUB={x |z € AVx e B},

Presek mnozic Ain B: ANB={x |z € ANz € B},

Razlika mnozic Ain B: A\B={x|z€ AANx ¢ B},

Komplement mnozice A: A°=A={x |z cUNnx ¢ A},

Kartezi¢ni produkt mnozic A in B: A x B ={(a,b) |a € ANb € B}.
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Za operacije z mnozicami med drugim veljajo naslednje lastnosti:

1. AUA=A ANA=A,

2. (AUB)UC =AU (BUC), AnB)NC=An(BNQO),

3. AUB=BUA, ANB=BnNA,

4. AU(BNC)=(AUuB)N(AUC), An(BUC)=(ANB)U(ANC),
5. AUD=A, AnD =0,

6. (A°)° = A,

7. AUAS=U, AN A° =0,

8. (AUB) = AN B° (AN B)¢ = A°U B° (DeMorganova zakona).

Izpitne in kolokvijske naloge:

1. Naj bodo A, B in C poljubne mnozice. S pomocjo izjavnega racuna dokazi
enakost

(CA(AUB)\ A= (CNB)\ A

Resitev. Enakost bomo dokazali tako, da bomo posebej razmislili o veljavnost:
obeh inkluzij. Oznacimo L = (CN(AUB))\ A in D= (CNB)\A. Dokazimo
najprej, da je L C D. Za ta namen izberimo poljuben element x € L. Opazimo,

da veljajo naslednyi sklepi:

re€l = (reCAN(re€eAVzeB)Ax¢ A

= (reCAhxeA)V@eCAreB)ANx¢gA

= ((rteCAhxecA)Nx¢gA
((

V ((xeCAxzeB)ANx ¢ A).

Ker izjava (x € C Nx € A) ANx ¢ A ni resnicna, iz zgornjega sledi, da velja
(x e CANz e B)ANx & A, kar pomeni, da je x € (CNB)\ A= D resnicna

12ja0a.



Sedaj pokazimo Se, da je D C L. Nagprej izberimo poljuben element x € D.

Oc¢itno velja

re(CNB)\A = (zeCAhzxeB)ANx¢gA
= (reCAN(xeAVzeB) ANz ¢gA

= x €L,

kjer smo upostevali, da iz x € B sledi tudi (xr € AV x € B). Dokaz je s tem

zakljucen.

. Ali velja enakost

(AUB)\ (CNnB)=AuU(B\C)

za poljubne mnozice A, B in C'? Ce enakost ne velja, razmisli loceno o veljav-
nosti posameznih inkluzij. Vsako inkluzijo s pomocjo izjavnega racuna dokazi

ali pa s protiprimerom ovrzi.

Resitev. S pomocjo skice zlahka opazimo, da enakost v tem primeru ne velja.
To lahko pokaZemo z naslednjim protiprimerom.

Naj bo A = {1,2}, B = {2,3} in C = {2}. Potem je AUB = {1,2,3} in
C' N B = {2}, zato je leva stran enaka (AU B) \ (C N B) = {1,3}. Po drugi
strani pa je B\ C = {3} in zato je desna stran enaka AU (B\ C) = {1,2,3}.

Pokazali smo, da enakost v splosnem ne velja.

V nadaljevanju dokazimo se, da za poljubne mnozice A, B, C velja
(AUB)\(CnNnB)CAU(B\CQO).

V ta namen oznacimo L = (AU B) \ (C N B) in izberimo poljuben element
x € L. Opazimo, da veljajo naslednji sklepi:

rel = (reAvVezeB)AN(~(reCAzxeB))
= (x€eAVzeB)AN(x¢CVa¢B)
= (ke AvVeeB)ANx¢(C)V((reAVare B) ANz ¢ B)
= (r€eANx¢C)V(reBAx¢(O)
V (reANx ¢ B)V(xe BNz ¢ B)
= rx€AVveze(B\C)VzeA,
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kjer smo pri zadnji implikaciji upostevali, da izjava (x € BAx ¢ B) ni resnicna,
iz izjave (x € ANz ¢ C) oziroma izjave (x € ANz ¢ B) pa sledi x € A.
Sklenemo torej lahko, da velja x € AV x € (B\ C), kar seveda pomeni tudi
x € AU (B\ C). Zgoraj zapisana inkluzija je torej dokazana.

. Naj bodo A, B in C' poljubne mnozice. S pomocjo izjavnega racuna pokazi, da
velja enakost
(AN(BUC))\B=(AnQC)\ B.

. Ali velja enakost
(A\NB)U((B\C)\ 4) = (B\(CUA))U(CUA)\B)

za poljubne mnozice A, B in C? Ce enakost ne velja, razmisli o veljavnosti
obeh inkluzij. Vsako inkluzijo s pomocjo izjavnega racuna dokazi ali pa jo s

protiprimerom ovrzi.

. Naj bodo A, B in C poljubne mnozice. Ugotovi in utemelji, ali velja enakost
(A\B)U(B\NA)UC = ((AUC)\B) U (B\(A\C)).

Ce enakost velja, jo dokazi s pomocjo izjavnega racuna. Ce ne velja, ugotovi,
ali velja katera izmed inkluzij (inkluzije, ki veljajo, prav tako dokazi s pomocjo

izjavnega rac¢una).
. Ali velja enakost
(A\NB)U(B\ (AUC)) = (A\(B\C))U(B\C)

za poljubne mnozice A, B in C? Ce enakost ne velja, razmisli o veljavnosti obeh

inkluzij. Vsako inkluzijo dokazi ali pa s protiprimerom ovrzi.
. Ali velja enakost
(A\B)x (CUD)=((A\B)xC)U(Ax D)

za poljubne mnozice A, B in C? Ce enakost ne velja, razmisli o veljavnosti
obeh inkluzij. Vsako inkluzijo s pomocjo izjavnega racuna dokazi ali pa jo s

protiprimerom ovrzi.



10.

11.

. Ali velja enakost

(ANB)\CYU(ANnC)\B)=An(BUC(C)

za poljubne mnozice A, B in C'? Ce enakost ne velja, razmisli o veljavnosti obeh
inkluzij. Vsako inkluzijo s pomocjo izjavnega racuna dokazi ali pa s protipri-

merom ovrzi.

Naj bodo A, B,C, D poljubne mnozice. Ugotovi, ali velja spodnja enakost:
(A\B)x (CND)=((AxC)N(Ax D))\ ((BxC)N(B x D)).

Ce enakost velja, jo dokazi s pomoéjo izjavnega raéuna, sicer pa jo s protipri-

merom Ovrzl.

Naj bodo A, B, C' poljubne mnozice. Ugotovi, ali velja spodnja enakost:
(ANB)UANC)H\N(ANBNC)=ANn((BUC)\ (BNnQ)).

Ce enakost velja, jo dokazi s pomocjo izjavnega ra¢una, sicer pa jo s protipri-

merom Ovrzl.

Naj bodo A, B, C poljubne mnozice. Ugotovi, ali velja spodnja enakost:
(A\NC)N(BUC)\(ANC)=(AnB)\C.

Ce enakost velja, jo dokazi s pomocjo izjavnega ra¢una, sicer pa jo s protipri-

merom Ovrzi.

1.2 Poljubne unije in preseki

Naj bo A = {4; | i € I} druzina mnozic, kjer je I neka indeksna mnozica. Za

naslednji definiciji bomo uporabili kvantifikatorja obstaja (3) in za vsak (V).

Unija mnozic iz A, ki jo oznacimo kot (J,. 4 A ali |J

ser Ai, je sestavljena iz vseh

elementov, ki pripadajo vsaj eni mnozici iz \A. Bolj natané¢no,

UJAi={z|Tielze A}

el



Presek mnozic iz A, ki ga oznacimo kot (1) 4, 4 A ali (),.; Ai, je sestavljen iz elementov,

iel
ki pripadajo vsem mnozicam iz A. Bolj natané¢no,

el

Izpitne in kolokvijske naloge:

1. Izracunaj

neN
ter odgovora utemelji z dokazom.
Resitev. Primer (a): Ce narisemo nekaj zacetnih mnozic, hitro postavimo

U [0,2— ﬂ = [0,2).

neN

domnevo, da velja

Da to formalno dokazemo, izberimo nek poljuben element x € |, oy [O, 2 — ﬂ
To pomeni, da obstaja takng € N, da velja x € [O, 2 — nio] . Kerpa je 2—% <2,

je tudi x € [0,2). S tem smo dokazali prvo inkluzijo.

Za dokaz druge inkluzije izberimo poljuben element x € [0,2). Sedaj iscemo

tak n € N, da bo veljalo x < 2 — % Od tod dobimo n > ﬁ Ce torej

1zberemo na primer ng = [ﬁ] + 1, bo veljalo = € [0, 2 — nio} in posledicno tudi

T € U en [0, 2 — ﬂ S tem je dokaz enakosti zakljucen.
Primer (b): Ponovno postavimo domnevo

N <0,2— %) = (0,1).

neN

Podobno kot prej izberimo poljuben x € (), cx (0, 2 — %) To pomeni, da za vsak
n € N velja © € (0,2— %) Zan =1 tako dobimo x € (0,1), s éimer smo

dokazali prvo inkluzijo.



Za dokaz druge inkluzije izberimo poljuben element x € (0,1). Dokazati je
potrebno, da za vsak n € N wvelja x € (0,2 — %) Ker za vsak n € N velja
2 — % >1,sledi0<x<1<2— % za vsak n € N, s ¢imer je dokaz zakljucen.

1.

. Zavsakn € Nnajbo A, ={(z,y) eR*| —n<az<l+i A —L1<y<

Izracunaj
(14

neN

S|

in svoj odgovor utemelji tako, da dokazes obe inkluziji.

Resitev. Ce skiciramo nekaj zacetnih mnozic, lahko postavimo domnevo, da
velja

() A =[-1,1] x {0}.

neN

Za dokaz prve inkluzije izberimo poljuben element (z,y) € (), on An- To pomeni,

neN
da za vsakn € N velja—n§x<1+% mn —% Syﬁ%. Zan =1 tako dobimo
xr > —1. Nadalje dokazimo Se, da je tudi x < 1. Pa rectmo, da to ni res in da
torej velja x > 1. Potem lahko zapisemo x = 1+ u, kjer je u > 0. Vemo, da za
vsakn € N velja 1+u =2 <1 +% oziroma u < % Zato tudi za vsak n € N
velja n < % To je seveda protislovje, saj naravna stevila niso navzgor omejena.

S tem smo pokazali, da je x < 1 in posledicno x € [—1,1].

Dokazati moramo Se, da je y = 0. Pa recimo, da velja y # 0. Potem je bodisi
y > 0 bodisi y < 0. Predpostavimo najprej, da jey > 0. Vemo, da za vsak
n € N velja y < % oziroma n < i To zaradi argumenta od prej ne more veljati
za vsa naravna Stevila n, zato dobimo protislovje. Nadalje predpostavimo sSe, da
jgey < 0. V tem primeru uporabimo dejstvo, da za vsak n € N velja —% <y
oziroma n < }y, kar spet da protislovje. S tem smo pokazali, da jey = 0. Ker
od prej vemo, da je x € [—1,1], konéno sledi (z,y) € [—1,1] x {0} in dokaz prve

inkluzije je tako koncan.

Za dokaz druge inkluzije izberimo poljuben element (x,y) € [—1,1] x {0}, kar
poment, da je —1 < x < 1 iny = 0. Ocitno za vsako naravno Stevilo n velja
—n<-1imlc< 1—1—% ter posledicno —nm < —1 <z <1<1+ % Prav tako
za poljuben n € N wvelja —% <0< % S tem smo pokazali, da za vsak n € N
element (x,y) pripada mnoZici A,, zato je (x,y) € (,en An. Ker torej velja

tudi druga inkluzija, je enakost mnoZic dokazana.



. Za vsak n € N naj bo
An:{x€R|O§m<2+2_"}.

[zracunaj U A, in ﬂ A, ter svoje trditve natanéno utemelji z dokazi!
neN neN

. Za vsak n € N naj bo
_ 1
An:{zeR | e ”§$<1+—}.
n

Izracunaj U A, ter ﬂ A,,. Svoje trditve utemelji!
neN neN

. Za vsak n € N naj bo
B 2
An:{xeR|3 "<x<3—|——}.
n

Izracunaj U A, in ﬂ A, ter svoje trditve utemelji z dokazi!
neN neN

. Za vsak n € N naj bo
1
An:{xGR | 2—n§x<n}.

[zracunaj U A, ter ﬂ A,. Svoje trditve utemelji z dokazi!
neN neN

. Za vsak n € N naj bo
1
An:{x€R|1+2—n<x<3n}.

[zracunaj U A, in m A, ter svoje trditve utemelji z dokazom!
neN neN

. Za vsak n € N naj bo

[zracunaj U A, in m A, ter svoje trditve utemelji z dokazi!
neN neN



9. Za vsak n € N naj bo

1 \"
An:{xeR | ﬁ<x<(1+ﬁ) }

[zracunaj U A, ter m A,. Svoje trditve utemelji!
neN neN

10. Za vsak n € N naj bo
A, ={(z,y) eR* | n®2*+y* <1}.

(a) Skiciraj mnozice Aj, Ay in Aj.
(b) Izracunaj U A, ter ﬂ A,. Za en odgovor zapisi tudi dokaz, da je re-
neN neN

snicen.

11. Za vsak n € N naj bo A,, = [0, n]. Izra¢unaj

2u(ny

vn(uy

Pri tem naj bodo sklepi utemeljeni.

12. Za vsak n € N naj bo

A, = {(az,y) ceR? | 2P+ < (%)2}

[zracunaj U A, ter ﬂ A,. Svoje trditve utemelji!
neN neN

13. Naj bo I poljubna neprazna mnozica. Za vsak i € I naj bosta A; in B; mnozici.

Dokazi, da velja

(ﬂAi) x (ﬂBZ) =) (4 x B;).

iel il icl
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14. Za vsak n € N naj bo
9 x
An:{(x,y)ER | Ogyg—}.
n

[zracunaj U A, ter ﬂ A,. Svoje trditve utemelji!
neN neN

15. Za vsak n € N naj bo

1 1
An:{(x,y)eRQ‘Oga:gS—— A —§y<2n}.
n n

Izracunaj U A, in ﬂ A, ter svoje trditve utemelji z dokazi!
neN neN

11



Poglavje 2
Funkcije

V tem poglavju najprej ponovimo osnovne vsebine o funkcijah, ki so bile na kratko
obravnavane ze v prvem semestru. Nato sledijo izpitne in kolokvijske naloge, ki
povezujejo pojme o mnozicah in funkcijah. V drugem podpoglavju so zbrane naloge,
ki zahtevajo konstrukcijo bijektivne funkcije med danima mnozicama. Opomnimo,

da je teorija prvega podpoglavja vec¢inoma vzeta iz vira [2].

2.1 Osnovne lastnosti funkcij

Naj bosta A, B mnozici. Funkcija f : A — B je predpis, ki vsakemu elementu
mnozice A priredi natanko en element mnozice B. Ce funkcija f elementu a € A
priredi element b € B, re¢emo, da je b slika elementa a in piSemo b = f(a). Mnozico
A imenujemo definicijsko obmodje ali domena, mnozico B pa kodomena. Zaloga

vrednosti funkcije f je definirana kot
Zy = {f(a) | a € A},
Naj bo X C A. Slika mnozice X je definirana kot
JX)={f(z) [z e X}
Naj bo Y C B. Praslika mnozice Y je definirana kot

fYV)={ae Al fla) eV}
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Naj bosta f : A — B in g : C' — D taksni funkciji, da je B C C. Funkcija
gof:A— D, Kkije definirana s predpisom (g o f)(a) = g(f(a)) za vsak a € A, se
imenuje kompozitum funkcij f in g.

Funkcija f : A — B je injektivna, ¢e za poljubna dva elementa a1, as iz mnozice A
velja: a; # as = f(a1) # f(az). Zadnjo izjavo lahko ekvivalentno zapisemo tudi kot:
fla1) = f(az) = a1 = as.

Funkcija f : A — B je surjektivna, ¢e za poljuben element b € B obstaja a € A, tako
da velja b = f(a).

Funkcija f : A — B je bijektivna, ce je injektivna in surjektivna.
Naj bo f : A — B bijektivna funkcija. Potem definiramo njej inverzno funkcijo

f~' : B — A na naslednji nac¢in: za poljuben b € B naj bo a € A tak enoli¢no
dolocen element, da je f(a) = b. Potem je f~1(b) = a.

Sedaj, ko smo ponovili pojem funkcije, lahko definiramo produkt mnozic za poljubno
druzino mnozic (podobno, kot smo to naredili za unijo in presek). Naj bo A =
{A;|i € I} druzina mnozic, kjer je I neka indeksna mnozica. Potem definiramo

produkt mnozic iz A na naslednji nacin:
i€l el
V posebnem primeru, ko za vsak ¢ € I velja A; = A, piSemo kar

HAi:AI: {f:1— A| f je funkcija}.

el

Izpitne in kolokvijske naloge:

1. Naj bodo A, B in C' podmnozice mnozice X in naj bo f : X — Y funkcija.
Dokazi, da velja

fLANBNC) C f(A) N f(B)Nf(O).

Dokazi tudi, da enakost med mnozicama v zgornji formuli ne velja v splosnem,

velja pa v primeru, ko je funkcija f injektivna.

Resitev. Naj boy € f(AN BNC) poljuben element. Zato obstaja tak element
x € ANBNC, da veljay = f(x). Od tod dobimo, dajex € A, x € B inx € C
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f(B) in f(z) € f(C). To seveda pomeni,

ter posledicno f(x) € f(A), f(z) €
)N f(C), kar zakljucuje dokaz prvega dela.

da je f(z) =y € f(A) N f(B
Naj bo sedaj X =Y =R, A= B =10,1], C = [-1,0] in funkcija f definirana s
predpisom f(x) = x? za vsak x € R. Opazimo, da je f(ANBNC) = f({0}) =
{0} in f(A)N f(B)N f(C) =10,1], zato enakost ne velja v splosnem.

Na koncu spet predpostavimo, da so A, B in C poljubne podmnozice od X in
da je f neka injektivna funkcija. DokaZimo, da v tem primeru velja tudi druga
inkluzija: f(A)N f(B)N f(C) C f(ANBNC). V ta namen izberimo poljuben
element y € f(A)N f(B)N f(C). To seveda pomeni y € f(A), y € f(B) in
y € f(C), zato obstajajo taki elementi x1 € A, x9 € B in x3 € C, da velja
y = f(z1) = f(za) = f(x3). Ker pa je funkcija [ injektivna, iz tega sledi
1 = xe = x3, 2at0 je vy € AN BNC in posledicno y = f(x1) € f(ANBNC).
V primeru, ko je funkcija f injektivna, v zapisani formuli torej velja enakost

mnozic.
. Naj bosta X in Y neprazni mnozici ter f : X — Y surjektivna funkcija.

(a) Dokazi, da za vsako podmnozico B mnozice Y velja f(f~'(B)) = B.

(b) Naj bo funkcija F': P(Y) — P(X) definirana s predpisom F(B) = f~'(B)
za vsak B € P(Y'). Dokazi, da je F' injektivna funkcija.

Opomba: zag: X Y inZCYjeg ' (Z)={re X |gx) € Z}.

Resitev. Primer (a): Naj bo B poljubna podmnoZica mnozice Y. Enakost
mnozic bomo spet dokazali tako, da bomo posebej razmislili o veljavnosti obeh
inkluziyg.

Nagprej pokazimo, da velja f(f~Y(B)) C B. S tem namenom izberimo poljuben
element y € f(f~1(B)). Po definiciji slike vemo, da mora obstajati tak element
r € f7Y(B), da veljay = f(x). Ker je x € f~Y(B), nam definicija praslike da
f(z) € B. Ce zdruzimo vse ugotovljeno, dobimo y = f(x) € B, s ¢imer smo

dokazali prvo inkluzijo.

Ostane nam Se dokaz druge inkluzije: dokazati moramo, da velja B C f(f~1(B)).
Naj bo y € B poljuben element. Ker je B CY, seveda velja tudi y € Y. V na-
vodilu naloge je podano, da je funkcija f surjektivna, zato obstaja tak element
x € X, da jey = f(x). Ker velja f(x) =y € B, po definiciji praslike do-
bimo x € f~Y(B). To seveda implicira f(z) € f(f~1(B)). S tem smo pokazali,
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da y = f(x) pripada mnoZici f(f~Y(B)), kar zakljuci dokaz druge inkluzije in
posledicno tudi enakosti mnoZic.

Primer (b): Ker dokazujemo, da je funkcija F : P(Y) — P(X) injektiona,
moramo pokazati, da za vsaki dve podmnoZici By in By mnoZice Y wvelja: ce je
F(By) = F(B,), potem je By = Bs.

Izberimo torej poljubni mnoZici By, By € P(Y), za kateri je F'(By) = F(By).
7 upostevanjem predpisa funkcije F nato dobimo f~'(By) = f~YB,). Ce
mnozici na obeh straneh zadnje enakosti preslikamo s funkcijo f, nam to da
F(f7Y(By)) = f(f~Y(By)). Ker je funkcija f surjektivna, iz primera (a) vemo,
da je f(f~Y(By1)) = By in f(f~Y(Bs)) = Ba, zato velja tudi By = By. S tem je

dokaz injektivnosti zakljucen.
. Naj bosta X in Y neprazni mnozici ter f : X — Y injektivna funkcija.

(a) Dokazi, da za vsako podmnozico A mnozice X velja f~1(f(A)) = A.
= f_

(b) Naj bo funkcija F': P(Y') — P(X) definirana s predpisom F'(B)
za B € P(Y). Dokazi, da je F surjektivna funkcija.

(B)

. Dana je funkcija f : A — B. Naj bo K neprazna mnozica in naj bo za vsak

k € K mnozica B, podmnozica od B. Dokazi, da velja:

£ (U Bk) = By

keK keK

. Dana je funkcija f : X — Y. Naj bosta A in B podmnozici od Y. Dokazi, da
velja:

FHANB) = AN\ fH(B).

. Naj bo A neprazna mnozica in h : A — A funkcija. Dokazi, da je h injektivna

natanko tedaj, ko za vsaki dve funkciji f,g: A — A velja: hof = hog= f =g.

. Podani sta funkcija f : X — Y in neprazna mnozica K. Za vsak k € K naj bo
Ay podmnozica od X. Dokazi, da velja

f(ﬂ Ak) - m f(Ag).

Dokazi tudi, da enakost med mnozicama v zgornji formuli ne velja v splosnem,

velja pa v primeru, ko je funkcija f injektivna.
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2.2 Iskanje bijekcij

Pravimo, da ima mnozica A enako moc kot mnozica B, ¢e obstaja bijekcija f : A — B.

V tem primeru pisemo |A| = |B|, re¢emo pa tudi, da sta mnozici A in B ekvipolentni.

V tem razdelku so zbrane naloge, kjer je potrebno za dve dani mnozici poiskati bi-
jektivno funkcijo, ki slika med njima. S tem torej pokazemo, da imata dani mnozici

enako moc.

Izpitne in kolokvijske naloge:

1. Eksplicitno opisi eno bijekcijo med [0,1) x Z in R. Utemelji, zakaj je opisana

funkcija res bijekcija.

Resitev. Ce v ravnini narisemo skico mnozice A = [0,1) X Z, opazimo, da je
sestavljena iz veé kopij intervala [0,1). Funkcijo f : A — R bomo zato definirali
tako, da bomo te kopije po vrsti preslikali na realno os. Za vsak par (x,k) € A
tako definiramo

f(w,k:):x—i—k,

kar seveda pripada mnoZici R. Sedaj je potrebno dokazati, da je tako definirana
funkcija f bijekcija.

Dokazimo najprej, da je injektivna. Zato izberimo poljubna dva elementa (1, k1),
(9, ko) € A, za katera je f(x1, k1) = f(xa,ka). Od tod sledi x1 + k1 = xo + ko
in posledicno x1 — xo = ko — ky. Ker sta x1,z5 € [0,1), je x1 — a9 € (—1,1).
Po drugi strani pa vemo, da je ko — k1 € Z, zato je edina mozZnost, da velja
Ty — T = ko — k1 = 0, od koder sledi (x1,k1) = (xo, k). Funkcija f torej je
mjektivna.

Ostane nam Se dokaz surjektivnosti. 'V ta mamen izberimo poljuben element

y € R. Poiskati moramo tak par (z,k) € A, da bo veljalo f(z, k) = y.

Ce se spomnimo, kako smo funkcijo f sploh definirali, ugotovimo, da je smiselno
obravnavati celi del Stevila y, ki ga oznacimo kot [y]. Stevilo [y] je definirano
kot najvecje celo stevilo, ki je manjse ali enako y. Prav tako definiramo ostanek
kot o =y — [y|. Naj bo sedaj k = [y] € Z in x =0 € [0,1). Potem je (z,k) € A
mn

flz, k) = f(o,[y]) =0+ [yl = v.

S tem smo dokazali, da je funkcija f tudi surjektivna in zato bijektivna.
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2. Najbo A ={(z,y) e R? | y > €*} in B ={(z,y) € R* | y < e*}. Eksplicitno
opisi eno bijekcijo med A in B ter utemelji, zakaj je opisana funkcija res bijekcija.
Mnozici A in B tudi skiciraj.

Resitev. Opazimo, da mnoZico A sestavljajo vse tocke v ravnini, ki leZijo
nad krivuljo z enacbo y = e€*. Podobno je B mnoZica vseh tock, ki leZijo pod
to krivuljo. Bijekcijo bomo konstruirali tako, da bomo za poljubno tocko iz
mnozice A najprej izracunali razdaljo do tocke na krivulji, ki ima enako absciso
kot izbrana tocka. Nato bomo to razdaljo prenesli na drugo stran krivulje in

tako dobili sliko izbrane tocke.

Naj bo torej (x,y) poljubna tocka iz mnozice A. Razdalja te tocke do tocke
(x,€e*) ocitno znasa d = y — e*. Funkcijo f : A — B definiramo tako, da za

vsak (z,y) € A velja

f($,y) = (ZE,6$ - d) = (ZL‘,26$ - y)

Ker tocka (x,y) pripada mnoZici A, je y > e in posledicno 2e* —y < e*. To
pomeni, da tocka (x,2e” —y) pripada mnozici B. S tem smo se prepric¢ali, da

nasa funkcija res slika iz mnoZice A v mnozico B.

Sedaj dokaZimo, da je funkcija f ingektivna. Zato izberimo poljubna dva ele-
menta (x1,11), (T2,Yy2) € A, za katera je f(x1,y1) = f(x2,y2). Vemo torej, da
velja (x1,2e™ — yp) = (x9,2e™ — yy). Zato dobimo x1 = x5 in 2™ — y; =
2e*2 —y,. Ce prvo enakost upostevamo v drugi, dobimo $e y; = vy in posledicno

(x1,11) = (w2, y2). S tem smo pokazali, da je f injektivna.

Za konec nam ostane Se dokaz surjektivnosti funkcije f. Izberimo torej poljuben
element (a,b) iz mnoZice B. Sedaj iscemo tak element (z,y) v mnoZici A, da
bo veljalo f(x,y) = (a,b). Z upostevanjem predpisa funkcije f dobimo enacbo
(x,2¢" —y) = (a,b), kar implicira x = a in 2¢* —y = b, posledicno pa tudi

y = 2e* — b. Preverimo torej, da je (x,y) = (a,2e* —b) iskana tocka.

Ker je (a,b) v mnoZici B, mora veljati b < e*. Od tod sledi tudi 2e* —b > e* in
zato je tocka (z,y) = (a,2e* —b) v mnozici A. Na koncu preverimo Se, da res
velja

f(z,y) = f(a,2e* —b) = (a,2e* — (2¢* — b)) = (a,b).

S tem smo dokazali, da je funkcija f surjektivna in zato tudi bijektivna.
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10.

11.

12.

13.

14.

Naj bo A = (0,1] x Nin B = (1,00). Skiciraj mnozici A in B ter eksplicitno
opisi eno bijektivno funkcijo f : A — B. Dokazi, da je definirana funkcija res
bijekcijal

Najbo A= {(z,y) e R? | y < e®} in B = {(x,y) € R?* | x > y*}. Skiciraj obe
mnozici in eksplicitno opisi eno bijektivno funkcijo f : A — B. Utemelji, zakaj

je definirana funkcija res bijekcijal

Najbo A =R\ {0} in B =R x {0, 1}. Eksplicitno zapisi eno bijektivno funkcijo
f: A— B. Utemelji, zakaj je definirana funkcija res bijekcija!

Najbo A=Rx[0,2] in B=10,4] x (—3,%). Eksplicitno zapisi eno bijektivno

funkcijo f: A — B. Utemelji, zakaj je definirana funkcija res bijekcijal

. Najbo A={(z,y) e R? | 2 +y* < 1} in B = (—1,1) x (—1,1). Eksplicitno

opisi eno bijekcijo med A in B ter dokazi, da je opisana funkcija res bijekcija.

Naj bo A = (=%5,%) x [0,1] in B = R x [0,2]. Eksplicitno opisi eno bijekcijo

med A in B ter utemelji, zakaj je opisana funkcija res bijekcija.
Naj bo A =10,2] x (0,1) in B = (0,2) x [0,1]. Eksplicitno opisi eno bijekcijo

med A in B ter utemelji, zakaj je opisana funkcija res bijekcija.

Eksplicitno opisi eno bijekcijo med R in (0,2) ter utemelji, zakaj je opisana

funkcija res bijekcija.

Naj bo A = [0,1] x Nin B = (1,00). Skiciraj mnozici A in B ter eksplicitno
opisi eno bijektivno funkcijo f : A — B. Dokazi, da je definirana funkcija res
bijekcijal

Najbo A=R x Nin B = L x (—00,2), kjer je L mnozica vseh lihih naravnih
stevil. Skiciraj obe mnozici in eksplicitno opisi eno bijektivno funkcijo f : A —

B. Dokazi, da je definirana funkcija res bijekcija!

Naj bo A = {(z,y) € R? | y > 2*} in B = RT x R. Skiciraj obe mnozici in
eksplicitno opisi eno bijektivno funkcijo f : A — B. Dokazi, da je definirana

funkcija res bijekcija!

Najbo A = (0,00)x{1,2} in B = R. V ravnini skiciraj mnozico A in eksplicitno
opisi eno bijektivno funkcijo f : A — B. Dokazi, da je definirana funkcija res

bijekcijal

18



15.

16.

17.

18.

Naj bo
1
A:{(x,y)€R2]ac>O A y:—} in B=R.
x

Skiciraj mnozico A in eksplicitno opisi eno bijektivno funkcijo f : A — B.

Dokazi, da je definirana funkcija res bijekcijal

Naj bo

1
A—{(x,y)ERQ\x>O A y—;} in B={(z,y) € R? | y = 2"}.

Skiciraj obe mnozici in eksplicitno opisi eno bijektivno funkcijo f : A — B.

Dokazi, da je definirana funkcija res bijekcija!

Naj bo A = (=1,1) x S in B = N x (2,6), kjer je S mnozica vseh sodih
naravnih stevil. V ravnini skiciraj mnozici A in B ter eksplicitno opisi eno

bijektivno funkcijo f : A — B. Dokazi, da je definirana funkcija res bijekcija!

Naj bo A= (0,00) x Nin B =7 x (0,4). V ravnini skiciraj mnozici A in B ter
eksplicitno opisi eno bijektivno funkcijo f : A — B. Dokazi, da je definirana

funkcija res bijekcijal
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Poglavje 3
Stevne mnozice

Mnozica A je koncna, ¢e je A = () ali ¢e obstaja tak n € N, da ima A enako moc¢ kot

mnozica {1,2,...,n}. Ce mnozica ni konéna, pravimo, da je neskoncna.

Mnozica A je stevna, ¢e je konc¢na ali ¢e ima enako mo¢ kot mnozica naravnih stevil
N. V drugem primeru recemo, da je A stevno neskoncéna. Primeri Stevno neskoncnih

mnozic so N, Z, Q.

Izkaze se, da so za poljubno neprazno mnozico A naslednje tri trditve ekvivalentne:

1. A je stevna.
2. Obstaja surjektivna funkcija, ki slika iz mnozice N v mnozico A.

3. Obstaja injektivna funkcija, ki slika iz mnozice A v mnozico N.
Velja tudi naslednje:

e Predpostavimo, da je mnozica I stevna in da je za vsak ¢ € [ mnozica A; Stevna.

Potem je tudi mnozica (J,.; 4; Stevna.

e Predpostavimo, da je n € N in da so mnozice A, Ay ..., A, Stevne. Potem je

tudi mnozica A; x Ay x --- X A,, Stevna.
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Izpitne in kolokvijske naloge:

1. Naj bo Ms(Z) mnozica vseh matrik reda 2 x 2 z elementi, ki so cela Stevila.

Ali je mnozica My(Z) stevna? Odgovor utemelji.

Resitev: Opazimo, da ima dana mnozica Msy(Z) enako moé kot mnoZica Z* =
Z XL xZxZ. To dokaZemo tako, da konstruiramo bijekcijo f: Ma(Z) — 7.

. a1; a2 .
Za vsako matriko A = € My(Z) definiramo
Q21 Q22
11 Aa12
f = (a117a12>a217a22)7
Q21 A22

kar seveda pripada mnoZici Z*. Dokazati je potrebno, da je funkcija f injektivna.

Naj bosta torej

bll b12
b21 b22

a1 a2
A= B =

Q21 A2

] € Mx(2)

poljubni matriki, da velja f(A) = f(B). Od tod takoj sledi (a11,a12, a1, ag2) =
(b11, b1g, ba1, baa), kar nam da a;; = bj; za vsaka 1,5 € {1,2}. Dobimo torej

A = B, kar pomeni, da je f injektivna.

Dokazimo Se, da je f surjektivna funkcija. Naj bo (z,y,z,w) € Z* poljuben

Ty

2 w|’

bo ocitno veljalo A € Mo(Z) in f(A) = (x,y,z,w). S tem smo dokazali, da je
f bijekcija.

element. Ce definiramo

A:

Znano dejstvo je, da je mnoZica 7 Stevna, zato je tudi mnoZica Z* stevna. Ker
ni koncéna, obstaja bijektivna funkcija g : Z* — N. To pomeni, da je funkcija
go f: Ms(Z) — N bijekcija. Posledicno je mnozica Ms(Z) $tevno neskoncéna

i zato stevna.

Opomba: zadoscalo bi dokazati le, da je zgoraj definirana funkcija f injektivna.
Namreé, ker je mnoZica Z* stevna, obstaja injektivna funkcija h : Z* — N, zato
je funkcija ho f : Mo(Z) — N injektivna. To pa Ze dokazuge, da je mnoZica
My (Z) stevna.
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2. Naj bo B mnozica vseh moznih besed (torej mnozica vseh moznih konénih
nizov), ki jih lahko sestavimo iz ¢rk slovenske abecede. Ali je mnozica B Stevna?

Odgovor utemelji z dokazom!

Resitev. Dokazali bomo, da je mnoZica B stevna. Videli bomo namreé, da

lahko mnozico B zapiSemo kot stevno unijo Stevnih mnoZzic.

V ta namen za vsak n € N z B, oznacimo mnozico vseh besed dolZine n, ki
jih lahko sestavimo iz ¢rk slovenske abecede. Ker ima slovenska abeceda 25
érk, s pomocjo pravila produkta iz kombinatorike zlahka vidimo, da za poljubno
naravno Sstevilo n mnoZica B, vsebuje natanko 25" razlicnih besed. Za vsako
1zmed n mest imamo namrec¢ na razpolago natanko 25 razlicnih moznosti. To

pomeni, da je za vsak n € N mnoZica B, koncna in zato tudi Stevna.

Ker seveda predpostavimo, da vsaka beseda vsebuje vsaj eno ¢rko, hitro opazimo,

B:UBn.

neN

da velja

To utemeljimo tako: ce izberemo poljubno besedo b € B, je le-ta sestavljena iz
koncno mnogo ¢rk. Zato obstaja takn € N, da je b € B,,. Tako vidimo, da velja
B g UnEN Bn

Po drugi strani za poljuben b € |, .y Bn spet obstaja tak n € N, da je b € B,
Ker je ocitno B, C B, bo beseda b pripadala mnoZici B. S tem smo premislili

obe inkluziji, zato res velja zgoraj zapisana enakost.

Ugotouili smo torej, da je mnoZica B Stevna unija Stevnih mnozic, zato je po

izreku s predavang tudi sama Stevna (glej teorijo na zacetku poglavja).

3. Ali je mnozica vseh kvadratnih polinomov z racionalnimi koeficienti Stevna

mnozica? Odgovor utemelji!

4. Naj oznaka K,(z,y) predstavlja kroznico v R? s srediscem v tocki (z,y) € R?
in polmerom r. Dokazi, da je mnozica K = {K,(x,y) | x € Z,y € Z,r € Q*}

Stevna mnozica.

5. Naj bo M mnozica vseh matrik (vseh moznih dimenzij) z racionalnimi koefici-

enti. Ali je mnozica M Stevna? Odgovor utemelji z dokazom!

6. Naj bo

M={zeR|IneN, (2* -2z +52)" 4+ 22° -3 =0}.
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Ali je mnozica M stevna? Odgovor utemelji z dokazom!

7. Podana je mnozica
A ={z € R | obstajan € N, tako da velja cos(nz) = 0}.

Ali je mnozica A stevna? Odgovor utemelji z dokazom!

8. Naj bo f: A — B funkcija. Vsako izmed naslednjih dveh trditev dokazi ali pa

s protiprimerom ovrzi:

(a) Ce je mnozica A Stevna, je tudi f(A) stevna.

(b) Ce je mnozica B Stevna, je tudi f~'(B) stevna.
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Poglavje 4

Ekvivalencne relacije in kardinalna

Stevila

V tem poglavju se ukvarjamo s kardinalnimi stevili. Da jih lahko vpeljemo, potrebu-

jemo najprej pojem relacije.

Relacije
Binarna relacija R na mnozici A je podmnozica kartezicnega produkta A x A. Kadar
za neka elementa a,b € A velja, da je (a,b) € R, recemo, da je a v relaciji R z b in

piSemo aRb.

Pravimo, da je binarna relacija R

o refleksivna, e za vsak a € A velja: aRa,

e simetricna, ¢e za vsaka a,b € A velja: aRb = bRa,

e antisimetricna, e za vsaka a,b € A velja: aRb NbRa = a = b,
e tranzitivna, ¢e za vse a,b,c € A velja: aRb N bRc = aRkc,

e sovisna, ¢e za vsaka a,b € A velja: aRbV bRa.

Ce je relacija R refleksivna, simetricna in tranzitivna, potem jo imenujemo ekviva-
lenéna relacija. lzkaze se, da v tem primeru mnozica A razpade na ekvivalencne

razrede. Natancneje, ekvivalencni razred elementa a € A definiramo kot
lalp ={be€ A | bRa}.
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Zlahka vidimo, da cCe sta elementa aq,as € A v relaciji, potem njuna ekvivalenéna
razreda sovpadata: v takem primeru je torej [a1]g = [as]r. Ce elementa nista v

relaciji, sta njuna ekvivalen¢na razreda disjunktna.

Mnozica vseh ekvivalen¢nih razredov, ki jo oznacimo z Ag, se imenuje kvocientna

mnoZica ali tudi faktorska mnozica. Zapisemo jo lahko tako:

Ar ={la]lr | a € A}.

Kardinalna stevila

Relacija biti enako mocen je ekvivalencna relacija na razredu vseh mnozic, zato le-
tega razbije na ekvivalencne razrede. Ekvivalen¢ni razred neke mnozice glede na to
relacijo se imenuje kardinalno Stevilo oziroma moc¢ mnozice. Kardinalno stevilo neke
mnozice A bomo oznacili kot |A|. Seveda pisemo |@] = 0, prav tako za vsak n € N
ozna¢imo [{1,2,...,n}| = n. Uporabljata se tudi oznaki |N| = X, (beremo alef nic)
in |R| = ¢. Za mnozico, ki ima enako mo¢ kot mnozica realnih stevil R, re¢emo, da

ima moc¢ kontinuuma.

Za kardinalna Stevila vpeljemo tudi operacije sestevanja, mnozenja in potenciranja [4].

Preden zapisemo definicije, se spomnimo, da za poljubni mnozici A in B ozna¢imo:
AP ={f:B — A| f je funkcija}.

Naj bosta a = |A| in b = |B| kardinalni stevili, kjer sta A in B disjunktni mnozici.

Potem definiramo:

l.a+b=|AUB|,
2. a-b=ab=|AX B,
3. a® =|AB|.

Izkaze se, da so vse tri definicije dobre (torej neodvisne od izbire predstavnika ekvi-

valen¢nega razreda).

Za poljubna kardinalna stevila a,b,c velja: (a+b) +c=a+ (b+c¢), a+b=>b+a,

(ab)e = a(bc), ab = ba, a(b+ ¢) = ab + ac, (ab)® = ab®, a’a® = a**¢, (a®)° = a*.

Ce je a = |A| poljubno kardinalno stevilo, potem je 2% = |P(A)|. Velja pa tudi

naslednja zveza med Xy in ¢: 2% = ¢.
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Naj bosta a = |A| in b = |B| kardinalni stevili. Potem je a < b natanko tedaj, ko
obstaja injektivna funkcija f : A — B. Po definiciji velja Se a < b natanko tedaj, ko
jea<bina #Db.

Naj bodo a, b, c poljubna kardinalna stevila, tako da je a < b. Potem velja: a + ¢ <
b+c, ac < be, a® < b°. V kolikor je ¢ # 0, pa velja se c* < ¢’

Med drugim so znane tudi naslednje trditve:

N0<C,

za poljubno mnozico A velja |A| < [P(A)|,

za poljubno kardinalno stevilo a velja a < 2%,

izrek Cantor-Schroeder-Bernstein: za poljubni kardinalni Stevili a, b velja:
a<b ANb<a=a=0.

Pri racunanju s kardinalnimi stevili nam bosta veckrat prav prisli tudi naslednji last-

nosti:

o Cejel <k <Ny potem je k + Ny =k - Ny = Ny,

e cejel <k<c potemjek+c=k-c=c.

4.1 Naloge iz kardinalnih stevil
Izpitne in kolokvijske naloge:

1. Dolo¢i moci mnozic A, B in C ter jih primerjaj po velikosti. Vse sklepe utemelji!

A={(a,b,c,d) eR* |aeN,beZ,c€Q,d € R}.
B - mnozica vseh zaporedij elementov iz A.

C - mnozica vseh podmnozic mnozice A.
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Resitev. MnoZica A: Opazimo, da lahko mnoZico A zapisSemo tudi kot A =
N x Z x Q x R. Ker vemo, da je Xg - Ng = Ng in Ny - ¢ = ¢, dobimo

Al = |INxXZxQxR]
= IN[-|Z[- Q[ - [R]
= NO'NO'NO'C

= C.

MnoZica B: Vsako zaporedje (z,) z elementi iz mnoZice A je dejansko funkcija

r: N — A. Zato lahko zapisemo
B={z:N—= A|x je funkcija} = A"
To nam da
IB| = ‘AN| — |A|\NI — o — (ZNO)NO — QMoo _ 9N _

pri cemer smo dvakrat uporabili znano zvezo 2% = c.

MnoZica C: Ker je C mnoZica vseh podmnozic mnozice A, je to kar potencna

mnozica mnozice A, torej C = P(A). Zato dobimo

O] = [P(A)] = 24 =2~

Ugotovili smo torej, da velja ¢ = |A| = |B| < |C| = 2°.

(a) Dana je mnozica A = {7Tn — 2 | n € N}. Izracunaj mo¢ mnozice B =

A x Z x R* in odgovor utemelji z dokazom.

(b) Dokazi, da za poljubna kardinalna Stevila a, b in ¢ velja:
a<b ANb<c=a<ec

Resitev. Primer (a): Najprej dokazimo, da ima mnoZica A enako moé kot
mnozica naravnih stevil. To bomo seveda naredili tako, da bomo opisali bijekcijo,

ki slika med tema dvema mnoZicama.

Naj bo torej funkcija f : N — A za vsak n € N definirana s predpisom f(n) =
Tn — 2. Ocitno je pri poljubnem n € N Stevilo f(n) res v mnozici A. PokazZimo

najprej, da je f injektivna funkcija. S tem namenom izberimo poljubna elementa
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ni,ne € N, ki pa sta taksna, da velja f(ny) = f(na). Od tod dobimo Tny — 2 =
Tne — 2, zato je tudi ny = ny. Funkcija [ torej je injektivna.
Za dokaz surjektivnosti izberimo poljuben element k € A. Po definiciji mnoZice

A mora obstajati takn € N, da je k = Tn—2. Zato seveda sledi f(n) = Tn—2 =

k. Funkcija f je torej tudi surjektivna, zato je res bijekcija.

Ugotovili smo torej, da velja |A] = |N| = Ry.

Preden nadaljujemo z mnoZico B, razmislimo o moci mnoZice RT. Ker je
R* C R, odcitno obstaja injektivna funkcija g : R™ — R (za poljuben x € R*
definiramo g(x) = x) in zato velja |RT| < |R| = ¢. Po drugi strani vemo, da
je [(0,1)] = ¢ in da velja (0,1) € R*, zato je |RY| > c. Po izreku Cantor-

Schroeder-Bernstein tako dobimo |RT| = c.

Konéno lahko dolodimo Se moc¢ mnozice B:

Bl = |AxZxR"|
= |A]- 12| |R7]
= Ny-Ng-c

= C.

Primer (b): Naj bodo A, B in C taksne mnoZice, da je a = |A|, b = |B]| in
¢ =|C|. Prav tako naj velja a < b in b < c.

Ker je a < b, je tudi a < b, zato obstaja injektivna funkcija f : A — B.
Podobno ugotovimo, da obstaja injektivna funkcija g : B — C. Kompozitum
teh dveh funkcij, go f : A — C, je potem seveda tudi injektivna funkcija, zato
imamo a = |A| < |C| = ¢. Ce torej dokaZemo 3e, da velja a # c, bo dokaz

zakljucen. Napravili bomo dokaz s protislovjem.

Pa recimo, da je |A| = |C|. Potem vemo, da mora obstajati bijektivna funkcija
h:A— C. Seveda je zato tudi inverzna funkcija h=' : C — A bijektivna in
posledicno injektivna. To implicira dejstvo, da je tudi funkcija foh ™' :C — B
injektivna, zato velja ¢ = |C| < |B| = b. Po drugi strani pa Ze od prej vemo,
da je b < c. Po izreku Cantor-Schroeder-Bernstein sedaj dobimo b = ¢, kar je v

nasprotju z zacetno predpostavko. S tem smo dokazali, da res velja a < c.

. Dani sta mnozici A = {Tn —2 | n € N} in B = A x Z x R". Naj bo se C

mnozica vseh podmnozic mnozice B. Izracunaj mo¢i mnozic A, B, C in jih
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primerjaj po velikosti. Ali je katera od teh mnozic Stevna? Vse sklepe utemelji

7 dokazi!

4. Podana je mnozica A = {3k+2 | k € Z}. Naj bo Se B mnozica vseh podmnozic
mnozice A ter C' mnozica vseh funkcij, ki slikajo iz R v A. Izracunaj moci
mnozic A, B, C in jih primerjaj po velikosti. Ali je katera od teh mnozic

stevna? Vse sklepe utemelji z dokazi!

5. Naj bo A mnozica vseh matrik velikosti 2 x 2, katerih diagonalna elementa sta
celi stevili, preostala dva elementa pa realni stevili. Dolo¢i mo¢ mnozice A. Ali

je mnozica A Stevna? Svoje trditve dokazi!

6. Dolo¢i mo¢ mnozice A, ki vsebuje vse linearne funkcije f s predpisom f(z) =
kx + n, katerih zacetna vrednost n je celo stevilo, smerni koeficient k£ pa racio-

nalno stevilo. Ali je mnozica A Stevna? Dokazi svoje trditve!
7. Dolo¢i mo¢i mnozic A in B ter ju primerjaj po velikosti:

A: mnozica vseh funkcij p : R — R, za katere obstajajoa € Z, b € Q, c € N
in d € QF, tako da za vsak x € R velja p(z) = a + bx + cz?* + dz®.

B: mnozica vseh podmnozic mnozice A.
Ali je katera od mnozic A oziroma B Stevna? Svoje trditve utemelji z dokazi!
8. Dolo¢i moc¢i mnozic A, B in C' ter jih primerjaj po velikosti. Vse sklepe utemelji!

A - mnozica vseh polinomov p s predpisom p(x) = az* + bz + ¢,
kjer jea e Nybe Z,c € R.
B - mnozica vseh zaporedij elementov iz A.
C - mnozica vseh podmnozic mnozice A.
9. Dolo¢i moc¢i mnozic A, B, C, D ter jih primerjaj po velikosti. Vse sklepe
utemelji!
A={(z,y,2) eR3 | 2 €Q,y € Z,~ € N}.
B - mnozica vseh zaporedij elementov iz A.
C' - mnozica vseh funkcij f: R — A.

D - mnozica vseh podmnozic mnozice A.

10. Doloé¢i moc¢i mnozic A, B, C' in svoje trditve utemelji z dokazi:
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

A: mnozica vseh matrik velikosti 2 x 2, katerih diagonalna elementa sta ra-

cionalni stevili, preostala dva elementa pa celi Stevili.
B: mnozica vseh podmnozic mnozice A.

C: mnozica vseh zaporedij elementov iz mnozice B.

Dolo¢i moéi mnozic A, B, C'in jih primerjaj po velikosti:
A: mnozica vseh funkcij f : R — R, za katere obstajata n € Q\ Z in
k € Z, tako da za vsak = € R velja f(z) = kz + n.
B={(z,y) eR* [z #0 A y= 5}
C: mnozica vseh funkcij, ki slikajo iz B v A.

Vse trditve natanéno utemelji z dokazi!

Dolo¢i moéi mnozic A, B, C' in jih primerjaj po velikosti:

A: mnozica vseh funkcij p : R — R, za katere obstajajo a € Z, b € QT,
c € 10,1 in d € R\Z, tako da za vsak = € R velja p(z) = a+bx+cx?+dz3.
B: mnozica vseh zaporedij elementov iz mnozice A.

C': mnozica vseh funkcij, ki slikajo iz B v Q.
Svoje trditve utemelji z dokazi!

Naj bo A= {(x,y) e R? | 2> + y* =1} in B = {(z,y) € R? | y*> > 4}. Skiciraj
mnozici A in B v ravnini ter s pomocjo kardinalne aritmetike pokazi, da je
|A| = |B|. Vse korake utemelji z dokazi!

Podani sta naslednji podmnozici mnozice R*: A = {(z,y) € R* | y = " — 1}
in B={(z,y) € (0,1) x (0,1) | y < z}. Skiciraj mnozici A in B ter s pomocjo

kardinalne aritmetike pokazi, da je |A| = |B|. Vse korake utemelji z dokazi!

Naj bo A mnozica vseh podmnozic od R, ki vsebujejo mnozico N ter B mnozica
vseh zaporedij kompleksnih stevil. Dolo¢i moc¢i mnozic A in B (pri tem odgovora

utemelji) ter ju primerjaj po velikosti.

Dolo¢i mo¢ mnozice vseh realnih 2 x 2 matrik, katerih determinanta je enaka 1.

Odgovor utemelji z dokazom!

Naj bodo a, b in ¢ kardinalna Stevila in naj bo ¢ # 0. Dokazi, da velja:
a<b=c*<c.
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4.2 Naloge, ki povezujejo ekvivalencne relacije in

kardinalna Stevila
Izpitne in kolokvijske naloge:

1. Relacija ~ na mnozici R? je definirana s formulo:

(21,91) ~ (22,72) == 11 — 321 = Y2 — 322.

Dokazi, da je ~ ekvivalen¢na relacija in v ravnini skiciraj ekvivalencna razreda
[(0,0)] in [(1,4)]. Dolo¢i se mo¢ ekvivalenénega razreda [(0,0)] in svoj odgovor

dokazi.
Resitev. Najprej dokazimo, da je ~ ekvivalencna relacija:
(i) Refleksivnost: naj bo (x,y) € R? poljuben element. Potem seveda velja
y — 3v =y — 3w, zato je (v,y) ~ (z,y).

(i1) Simetricnost: naj bosta (z1,y1), (v2,y2) € R? poljubna elementa, tako da
je (z1,y1) ~ (w2,y2). Od tod sledi y; — 3xy = yo — 3x2, kar implicira

Yo — 3x9 = y1 — 3x1, zato velja (x2,y2) ~ (T1,y1).

(ii1) Tranzitivnost: naj bodo (x1,y1), (z2,y2), (z3,y3) € R? poljubni elementi,
tako da je (x1,y1) ~ (T2,y2) in (T2, y2) ~ (x3,y3). Od tod sledi y, — 3x; =
Yo — 3To N Yo — 3T = y3 — 33, kar implicira y; — 3x1 = y3 — 3x3, zato

velja (z1,31) ~ (23, y3)-
Sedaj zapisimo oba ekvivalencéna razreda:

[(0,0)] = {(z.y) €R*| (w,y) ~ (0,0)}
= {(z,y) eR* | y—32x=0-3-0}

= {(z,y) e R?* | y = 3z},
n

[(1,4)] = {(z,y) €eR* | (z,y) ~ (1,4)}
= {(z,y) eR* |y—3z=4-3-1}
= {(z,y) €R?* | y =3z +1}.
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Opazimo, da ekvivalencna razreda predstavijata premici s smernim koeficientom
3: prva gre skozi izhodisce, druga pa ima zacetno vrednost 1.

Hitro ugotovimo, da ima mnoZica [(0,0)] enako moc kot mnozicaR. To dokaZemo
tako, da najdemo bijektivno funkcijo f : R — [(0,0)]. Za vsak x € R definiramo
f(z) = (x,3x). Ocitno je f(x) € [(0,0)] za vsak x € R. Dokazimo Se, da je f
res bijekcija.

Za dokaz injektivnosti izberimo poljubna x1, x5 € R tako, da je f(x1) = f(x2).
Od tod sledi (x1,3z1) = (x2,3x2), kar seveda implicira x1 = x5. Torej je f
injektivna funkcija.

Za dokaz surjektivnosti vzemimo poljuben element (a,b) € [(0,0)]. O¢itno potem
velja b = 3a. Sedaj opazimo f(a) = (a,3a) = (a,b). Torej obstaja tak element
x =a € R, da je f(z) = (a,b), zato je [ surjektivna funkcija. S tem smo
dokazali, da je f tudi bijektivna.

Konéno lahko sklenemo
1[(0,0)]| = [R| = e.

. Relacija ~ na R? je definirana s formulo
(xla yl) ~ ('I27 3/2) — .T% + Y1 = x% + Ya.

(a) Dokazi, da je ~ ekvivalenéna relacija in skiciraj ekvivalenéni razred tocke
(0,1).

(b) Dolo¢i mo¢ mnozice R?/., in svoj odgovor utemelji.
Resitev. Primer (a): Najprej dokazimo, da je ~ ekvivalencna relacija:

(i) Refleksivnost: naj bo (z,y) € R? poljuben element. Potem seveda velja
22 +y = 12> +vy, zato je (x,y) ~ (z,9).
(i1) Simetricnost: naj bosta (z1,y1), (r2,y2) € R? poljubna elementa, tako da
je (x1,91) ~ (T2, y2). Od tod sledi 21 +y, = 23+ ya, kar implicira x3+ys =
2?2 + y1, zato velja (wa,ys) ~ (1, y1).
(iit) Tranzitivnost: naj bodo (z1,y1), (2, y2), (x3,y3) € R? poljubni elementi,
tako da je (x1,y1) ~ (T2, y2) in (To,y2) ~ (x3,y3). Od tod sledi x3 + y; =
T3+ Yy in x5 + Yo = 735 + y3, kar implicira 3 + y; = 22 + y3, zato velja

(z1,91) ~ (73, 3).
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S tem smo dokazali, da je ~ res ekvivalencna relacija. Ce zapisemo ekvivalencni

razred
[(0,1)] = {(z,y) €R* | (z,y) ~(0,1)}
= {(z,y) eR? | 2 +y=0*+1}
= {(z,y) eR* | y=—2"+1},
ugotovimo, da v ravnini predstavlja parabolo z enacbo y = —x% + 1.

Primer (b): Pokazali bomo, da ima faktorska mnozica enako moé kot mnoZica
realnih Stevil. Zato bomo konstruirali bijekcijo f : R — R?/.. Za vsak v € R

definiramo

f (@) = 1(0,2)],

kar seveda je v mnoZici R?/.. PokaZimo najprej, da je funkcija f injektivna.
Zato izberimo poljubna elementa x1,xo € R, za katera velja f(x1) = f(xq).
Posledicno dobimo [(0,21)] = [(0,x2)] in ker velja (0,21) € [(0,21)] = [(0, z2)],
je tudi (0,z1) ~ (0,23). Po definiciji relacije ~ dobimo 0 + z; = 0% + x5, zato

je x1 = xo. S tem smo dokazali, da je funkcija f injektivna.

Za dokaz surjektivnosti izberimo poljuben ekvivalenéni razred [(a,b)] € R?/.,
kjer je (a,b) € R%  Sedaj is¢emo tak x € R, za katerega je f(x) = [(a,b)].
To pomeni, da mora veljati [(0,z)] = [(a,b)] in posledicno (0,z) ~ (a,b), kar

implicira 0* + x = a* + b.

Naj bo torej x = a®>+b. Ker ocitno velja 0*4+a?+b = a®>+b, je (0,a®+b) ~ (a,b)
in zato sovpadata tudi ustrezna ekvivalencéna razreda: [(0,a?+0)] = [(a,b)]. Tako

dobimo

f(@) = f(a®+b) =[(0,a® +b)] = [(a,b)].

S tem smo dokazali, da je funkcija f surjektivna in posledic¢no tudi bijektivna.
Vidimo torej, da je |R?/.| = |R| = c.

3. Relacija ~ na mnozici A = (0,00) x R je definirana s formulo:

(x1,171) ~ (22,y2) <= y1 — Inxy = Yo — Inxs.

(a) Dokazi, da je ~ ekvivalen¢éna relacija in v ravnini skiciraj ekvivalen¢na
razreda [(1,0)] in [(e?, 3)].
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(b) Dolo¢i mo¢ ekvivalenénega razreda [(e?, 3)] in svoj odgovor utemelji z do-

kazom.
4. Relacija ~ na R je definirana s formulo
X ~ Y <= cosT —cosy € Z.

(a) Dokazi, da je ~ ekvivalen¢na relacija.
(b) Ali je ekvivalencni razred stevila 0 Stevna mnozica?

(¢) Dokazi, da mnozica R/. ni stevna.
5. Relacija ~ na R? je definirana s formulo
(@191, 21) ~ (22,2, 22) = 27 + 47 + 21 = 25+ 45 + 2.

Dokazi, da je ~ ekvivalenc¢na relacija ter poimenuj in skiciraj ekvivalencéni razred

tocke (0,0,1). Dolo¢i mo¢ mnozice R3/. in svoj odgovor utemelji.
6. Relacija ~ na R je definirana s formulo
x ~y<=sin(z —y) =0.

Dokazi, da je ~ ekvivalencna relacija ter zapisi ekvivalen¢ni razred Stevila 0 in

doloc¢i njegovo moc.
7. Relacija ~ na mnozici vseh realnih 2 x 2 matrik My »(R) je definirana s formulo
A~ B <= det A =det B.

(a) Dokazi, da je ~ ekvivalenéna relacija.
(b) Ali je ekvivalené¢ni razred enotske matrike I Stevna mnozica?

(¢) Dolo¢i mo¢ mnozice Mao(R)/.~.

8. Relacija ~ na mnozici R3[X] vseh polinomov oblike p(z) = ax® + bx® + cx + d

s koeficienti iz R, je definirana s formulo
prg=yp=4¢,
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kjer p’ oznacuje odvod polinoma p, ¢’ pa odvod polinoma ¢. Dokazi, da je ~
ekvivalen¢na relacija ter zapisi ekvivalencni razred polinoma p(x) = 1 in dolo¢i

njegovo moc.

9. Relacija ~ na mnozici A = (0,00) x R je definirana s formulo:
(mlayl) ~ (902,y2) <y —lnxy =y — Inzs.

(a) Dokazi, da je ~ ekvivalencna relacija in v ravnini skiciraj ekvivalenéna

razreda [(1,0)] in [(e2, 3)].

(b) Dolo¢i mo¢ kvocientne mnozice A/, in svoj odgovor utemelji z dokazom.

10. Relacija ~ na mnozici R? je definirana s formulo:
(T1, 91, 21) ~ (T2, Y2, 22) <= @1 — Y1 + 21 = T2 — Y2 + 22.

(a) Dokazi, da je ~ ekvivalenéna relacija. Zapisi tudi ekvivalenéna razreda
[(0,0,0)] in [(0,0,1)]. Kaj geometrijsko predstavljata ta dva ekvivalenc¢na

razreda?

(b) Dolo¢i mo¢ kvocientne mnozice R/ in svoj odgovor utemelji z dokazom.
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Poglavje 5

Dobro urejene mnozice in

ordinalna stevila

V tem poglavju se najprej ukvarjamo z delno, linearno in dobro urejenimi mnozicami.
V drugem delu nato obravnavamo Se ordinalna stevila. Ve¢ informacij najdemo na

primer v literaturi [4].

5.1 Delno, linearno in dobro urejene mnozice

Naj bo R binarna relacija na mnozici A. Ce je R refleksivna, antisimetri¢na in tran-
zitivna, potem jo imenujemo delna urejenost, par (A, R) pa delno urejena mnoZica.
Velikokrat namesto R piSemo kar <4 ali celo < in zato namesto aRb piSemo a <4 b
ali kar @ < b. V primeru, da za a,b € A veljaa <4 bin a # b, piSemo a <4 b oziroma
a < b. Delna urejenost <4, ki je tudi sovisna, se imenuje [inearna urejenost, par

(A, <4) pa linearno urejena mnoZica.

Naj bo (A, <4) linearno urejena mnozica in S C A neprazna podmnozica. Element
m € S je minimum mnozice S, ¢e za vsak s € S velja m <4 s. Linearno urejena
mnozica (A, <4), za katero velja, da ima vsaka neprazna podmnozica od A minimum,

se imenuje dobro urejena mnozica.

Predpostavimo, da je (A, <4) linearno urejena mnozica in x,y € A taksna elementa,
da je x <4 y. Potem pravimo, da je x neposredni predhodnik elementa y, Ce ne obstaja
tak z € A, za katerega je © <4 z <4 y. Ce nek element @ € A nima neposrednega

predhodnika in ni minimum mnozice A, potem ga imenujemo limitni element.
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Delno urejeni mnozici (A, <,) in (B, <p) sta izomorfni, ¢e obstaja bijektivna funkcija
f: A — B, tako da za vsaka aj,as € A velja: a; <4 ay < f(a1) <p f(az). V tem
primeru pisemo (A, <4) ~ (B, <p), preslikavo f pa imenujemo izomorfizem delno
urejenih mnozic (A, <,) in (B, <p). Izkaze se, da ¢e sta (A, <4) in (B, <p) linearno
urejeni mnozici, je dovolj zahtevati obstoj bijektivne funkcije f : A — B, tako da za

vsaka ay,as € A velja: a3 <4 ag = f(a1) <p f(a2).
Izpitne in kolokvijske naloge:

1. Naj bo (A, <) dobro urejena mnozicain f : (A, <) — (A, <) strogo narascajoca
funkcija (torej za vsaka x,y € A velja: x <y = f(z) < f(y)). Dokazi, da za
vsak a € A velja a < f(a).

Namig: obravnavaj mnozico D = {z € A | x> f(x)}.

Resitev: Naj bo a € A poljuben element. Dokazati Zelimo, da velja a < f(a).
Pa recimo, da to ni res. Ker je (A, <) dobro urejena mnoZica, sta v njej vsaka

dva elementa primerljiva, zato v tem primeru sledi a > f(a).

Definirajmo mnozico D = {x € A | x > f(x)}, ki je podana v namigu. Takoj
opazimo, da velja a € D, zato mnozica D ni prazna. Ker je (A, <) dobro urejena
mnozica in D C A, mora obstajati minimum mmnoZice D, ki ga oznacimo z m.
Seveda je m € D in posledicno m > f(m). Ker je f strogo narascéajoca funkcija,
od tod sledi f(m) > f(f(m)), kar pa pomeni, da je tudi f(m) € D.

Velja torej m > f(m) in f(m) € D, kar je v protislovju z dejstvom, da je m
manimum mnozice D. Nasa zacetna predpostavka je torej bila napacna, zato

lahko sklenemo, da je a < f(a). S tem je dokaz zakljucen.

2. Naj bo (A4, <) dobro urejena mnozica in B C A taksna podmnozica od A, da
za vsaka a,b € A velja: ¢e je a < bin b € B, potem je a € B. Dokazi, da je

B = A ali pa je B zacetni interval v mnozici A.

Opomba: B je zacetni interval v mnozici A natanko takrat, ko za neki x € A

velja B=A, ={ye€ A|y<ux}.

Resitev. Predpostavimo, da je (A, <) dobro urejena mnoZica in B C A taksna
podmnozica, da za vsaka a,b € A velja: ¢e je a < b in b € B, potem je a € B.

Locimo dve moznosti.

Moznost 1. Ce je B = A, potem je trditev, ki jo Zelimo dokazati, seveda resnic-

na, zato smo v tem primeru koncali.
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Moznost 2. Ce je B # A, potem mnozica A\ B ni prazna. Ker je (A, <) dobro
urejena mnozica, mora obstajati minimum mnoZice A\ B, ki ga oznacimo zm.
Dokazali bomo, da velja B = A,,, kjer je A,, = {y € A | y < m}. Oglejmo si

posebej obe inkluziji.

Naj bo b € B poljuben element. Dokazati Zelimo, da je b < m. Predpostavimo
nasprotno: recimo, da je m < b. Ker je b € B in m < b, mora po predpostavki
naloge veljati m € B. To je seveda protislovje, saj je m element mnozice A\ B.
Zapisano poment, da res velja b < m in posledicno element b pripada mnoZici
A, S tem smo dokazali, da je B C A,,.

Za dokaz druge inkluzije vzemimo poljuben element b € A,,. Vemo torej, da je
b < m. Ker je m minimum mnoZice A\ B in b < m, sledi, da b ni element

mnozice A\ B. To pomeni, da je b € B. S tem smo dokazali e drugo inkluzijo.

Vidimo torej, da velja B = A,,, zato je v tem primeru mnoZica B zacetni

interval v mnoZici A.

. Naj bo A mnozica vseh naravnih stevil, ki so deljiva s 3, in B = N\ A. Na

mnozici naravnih stevil N vpeljemo relacijo <’ na naslednji naéin:

n<m&emeAmeB)V(inomeAinn<m)V(n,mée Binn<m),

!/

kjer je < naravna ureditev na N. Dokazi, da je (N, <) dobro urejena mnozica in
<

poisci njene limitne elemente. Ali sta (N, <) in (N, <’) izomorfni? Vse odgovore

utemelji!

5.2 Ordinalna stevila

Na razredu vseh linearno urejenih mnozic je relacija biti izomorfen ekvivalencna rela-

cija in zato le-tega razbije na ekvivalencne razrede. Posamezni ekvivalenc¢ni razred se

imenuje ordinalni tip, ekvivalencni razred dobro urejene mnozice pa ordinalno stevilo.

Ordinalno stevilo prazne mnozice skupaj s prazno relacijo bomo oznacili z 0, prav tako

bomo za poljuben n € N kar z istim simbolom n oznacevali ordinalno Stevilo mnozice

{1,2...,n} skupaj s standardno ureditvijo. Ordinalno stevilo, ki je ekvivalen¢ni

razred naravnih Stevil (skupaj s standardno ureditvijo), ozna¢imo z w. Za ordinalna

Stevila vpeljemo tudi operaciji sestevanja in mnozenja [4].
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Naj bosta a = [(A4,<4)] in § = [(B, <p)] ordinalni stevili, kjer je AN B = . Na

mnozici AU B vpeljemo relacijo < tako, da za vsaka x,y € AU B velja:
r<y<=(r,yc ANz<,y)V(r,ye BANz<py)V(reAANyecB).
Izkaze se, da je (AU B, <) dobro urejena mnozica. Zato definiramo
a+p=[AUB, <)

Pokazemo lahko, da je o + 8 dobro definirano ordinalno stevilo.

Naj bosta o = [(A4, <4)] in 5 = [(B, <p)] ordinalni stevili. Na mnozici Ax B vpeljemo
relacijo < tako (antileksikografska ureditev), da za vsaka (ay, by), (az, by) € Ax B velja:
(al,bl) < (CLQ,bQ) < (bl <B bg) V (b1 = b2 A ap <y CLQ).

Izkaze se, da je (A x B, <) dobro urejena mnozica. Zato definiramo

af = [(A X ng)]

Pokazemo lahko, da je a8 dobro definirano ordinalno Stevilo.

Za ordinalno $tevilo o uporabljamo oznako a? = ac«, induktivno pa definiramo tudi

vi§je potence Stevila a.

Za sestevanje in mnozenje poljubnih ordinalnih stevil «, 8,y veljajo naslednje last-

nosti:

e at+(B+7)=(a+p)+7,

o a(py) = (af)y,

o a(f+v) = af + ay (leva distributivnost).
Opomniti je potrebno, da v splosnem ne velja komutativnost sestevanja oziroma
mnozenja, prav tako v splosnem ne velja desna distributivnost. Zlahka na primer

opazimo, da je 2w = w (podobno je tudi 3w = w, 4w = w, itn.). Po drugi strani je

w2 =w(l+1) =w + w, kar ni enako w.

Naj bo (A, <) dobro urejena mnozica in x € A. Potem mnozico A, = {a € A|a < x}

imenujemo zacetni interval mnozice A glede na element x.
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Naj bosta o = [(A,<4)] in f = [(B,<p)] poljubni ordinalni stevili. Potem defi-
niramo: a < [ natanko tedaj, ko obstaja tak y € B, da je (A4, <4) ~ (B, <p).
Definiramo tudi: a < < a<f V a= 0.

Ordinalna §tevila so tako urejena na naslednji na¢in: 0,1,2, ... w,w+1,w+2, ..., w2,
W2+ 1,w2+2,. .. ,w3,. . wh . ww=wh WL W L, w?
w2, . Wt wd, . W =w?2, ., w2 W Wt

Izkaze se, da za poljubni ordinalni Stevili o, 8 velja natanko ena izmed naslednjih

moznosti: o =, a < B, a > f.

Preden prikazemo resitev prvih dveh nalog, se dogovorimo, da bomo za zapis Stevila
w uporabljali tudi oznako
w=1+1+1+---.

Opomniti je potrebno, da zapis na desni strani zgornje enakosti ne predstavlja stan-
dardne Stevilske vrste, ampak ordinalno stevilo dobro urejene mnozice, ki je unija
neskon¢no disjunktnih dobro urejenih mnozic. Natancneje, naj bo {A4; | i € I}
druzina paroma disjunktnih mnozic, tako da je (I, <;) dobro urejena mnozica, prav

tako pa je za vsak i € I tudi (4;, <4,) dobro urejena mnozica. Ce na uniji

i€l

vpeljemo relacijo < na podoben nacin, kot smo to storili v primeru unije dveh mnozic,
se izkaze, da je tudi (U, <) dobro urejena mnozica (za ve¢ informacij glej [4]). Za
vsak ¢ € I naj bo \; ordinalno stevilo dobro urejene mnozice (A;, <4,) in naj bo se A

ordinalno stevilo dobro urejene mnozice (U, <). Potem je smiselno vpeljati oznako

A:ZAi.

icl

Posledicno lahko pisemo tudi na primer

Vmww=wtwtwt---.

Izpitne in kolokvijske naloge:
1. Cim bolj poenostavi in po velikosti primerjaj naslednji ordinalni stevili:

a=wllw+1)(w2+2), B=Bw3+1)2w2+2)(w+2).
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Resitev: Oglejmo si posebej vsako izmed danth ordinalnih Stevil.

Stevilo a: Najprej upostevamo, da je 4w = w, nato dvakrat uporabimo levo

distributivnost in dobimo

a = wlw+1)(w2+2)
= ww+1)(w2+2)
(ww + w) (w2 + 2)
= (WHw(w2+14+1)
(W + w)w2 + (W* + w) + (W* + w).

Sedaj posebej obravnavajmo dve ordinalni Stevili: o = (w? + wW)w in ay =
(W? + w) + (W? +w).

Za drugo stevilo lahko sklepamo
= (W H+w+WHw =+ wH+uw)Fw=w+w+w=w2+w,

pri cemer smo upostevali w + w? = w+ (W+w +w+ ) = w?. Podobno

sklepamo tudi za prvo Stevilo:

a = (WHww
= (WHw +W+w +Wrw) +---
= W+ (Wt w?) + (w4 w?) + -
= WCHwr i

= wzw = (,U3.

Ce zdruzimo oba dela, dobimo

a=aa;2+ay = w2+ w2+ w.

Stevilo B: Uporabimo podoben postopek in dobimo

= (Bw3+1)(2w2+ 2)(w+2)
= (W3+1)(w2+1+1)(w+2)
= ((w3+ w2+ (w3+1)+ (w3+1)) (w+2).

41



Sedaj oznacimo By = (w3 + 1)w in fo = (W3 + 1) + (w3 + 1) ter opazimo
fo=w3+(1+w3)+1=w3+w3+1=wb+1,

pri cemer smo uporabili, da velja
l4w=14+1+1+1+--)=141+1+- =w

i posledicno
l+wd=(14w)+w2=w+w2=uws.

Podobno sklepamo tudi za prvo stevilo:

fi = (wW3+ 1w
= W3+1)+(W3+1)+ (w3+1)+---
= w3+ (14+wd)+(1+w3)+---
= w3twd+wd+---
= (w3)w =w(3w) = ww

= w2.

Iz zapisanega dobimo
B = (5124 Ba)(w+2) = (W2 +wb + 1)(w +2)
i posledicno

B = (W24+wb+1)(w+1+1)

(5.1)
= (W24 w6+ 1w + (w2 + w6 + 1) + (w?2 + w6 + 1).

Spet oznacimo B3 = (W?2 + w6 + w in By = (W?2 +wb + 1) + (w2 + w6 + 1).

Nagprej racunamo tako:

wb+1+w?2 = wb+1+ (WHw+w+--+)+w?
= Wb+ (WHwtw-)+w
= WHwFw+ ) +w?

= w? 4+ w?=w?.

(5.2)

42



Enakost (5.2) sedaj uporabimo v izracunu Stevila [y:

By = (W2+wb+1)+ (W24 wb+1)
= w24 (W6 +1+w?2)+wb+1
= w24+ w24+ wb+1
= w4+ w6+ 1.

Na koncu racunamo $e Stevilo B3 in ponovno uporabimo enakost (5.2)):

B3 = (W24 wb+1)w
= (W24 w6+ 1)+ (W24+wb+1)+ (W2 +wb+1)+---
= w2+ (W64 14 w?2) + (Wb + 1 +w?2) + -
= w24+ w2+ w2+
= (WR2)w) = w?(2w) = W*.

Z uporabo formule (5.1)) tako dobimo rezultat

B =B+ Bs=w + w4+ w6 + 1.

Opazimo tudi, da velja o > .

Opomba: kot ustrezna se seveda uposteva tudi resitev, kjer je namesto izracuna

za dolocene enakosti podana skica.

. Dani sta ordinalni Stevili @ = 2w? +2 in § = 2w3 + 2. Cim bolj poenostavi in

uredi po velikosti ordinalni §tevili aaf in afa.
Resitev. Oglejmo si posebej vsako izmed danih ordinalnih Stevil.

Stevilo aaB: Najprej upostevamo, da je 2w = w, nato uporabimo levo distribu-

tivnost in tako dobimo

2w* + 2)(2w? 4 2)(2w3 + 2)
w® + 2)(w? + 2)(w3 + 2)
2+ 2w’ + (w® +2)2)(w3 + 2)
2)ww + (w* +2) + (W + 2)) (w3 + 2).

aaff =

(
(
= (@ +
(W +

w
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Oznacimo y1 = (W? + 2)w in y2 = (w? + 2) + (w? + 2) ter opazimo
V=W + 2+ w)+2=0w? +w?+2=w?2+2
pri cemer smo uporabili, da velja
24w=1+14+1+1414+--)=1414+14 - =w
i posledicno
2

24w =24wtwtw+ - =wtwFw+-- =

Podobno sklepamo tudi za prvo stevilo:

n o= (W+2w
= (W+2)+ W +2)+ W +2)+ -
= W+ 2+w)+ 24w+
= WC+wtw -

= w2w = w3.

Iz zapisanega dobimo
aaf = (nw+ 1) (W3 +2) = (W' + w2+ 2)(w3 +2)
in posledicno

acf = (W+ w2+ 2)(w3+1+1)

(5.3)
= (w'+ w2+ 2)w3 + (W' + w2+ 2) + (w! + w2 + 2).

Spet oznacimo 3 = (w* + w?2 + 2)w in y = (W + w?2 + 2) + (W + wW?2 + 2).

Ker je 2+ w = w, izpeljemo tudi

2+uw = 24w+ w4
= 24+ (W +w+w+ )+t Wt
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= 24+ (Wtwtw+-)+w+w+ )+t
= (WHwtw+- )+ +w?+ )+ o+

= w4.

Z zelo podobnim sklepanjem tako dobimo
w2+ 24w =w? + W +w! =wh (5.4)
Enakost (5.4) sedaj uporabimo v izracunu Stevila ~y:

v = (W'+w2+42)+ (W +w?2+2)
= W+ (W24+2+uwh) w242
= W+t +wi2+2
= wi2+w?2+2

Na koncu racunamo Se Stevilo 3 in ponovno uporabimo enakost ((5.4)):

3 = (W w2+ 2)w
= (WHw24+2)+ (W H+ W2+ 2) + (W w2 42) + -
= w'+ (W2+2+wh)+ W2+2+wh) + -
= Wttt

= w4w = w5.

Z uporabo formule (5.3|) tako dobimo rezultat
aaff = v33 + v = w3 + w2 + w2+ 2.

Stevilo afa: Spet upostevamo, da je 2w = w ter uporabimo levo distributivnost,

da dobimo

2w? + 2)(2w3 + 2)(2w? + 2)

2)(w3 + 2)(w? + 2)

Jw3 + (w? + 2)2)(w? + 2)

Jwd + (w? +2) + (w? +2))(w? + 2).

afa =

2
2

[
AAE\/—\
+ + °
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Ker Ze od prej vemo (glej 2 in vy pri Stevilu aaf3), da je (w?* +2) + (w?+2) =

w?2 + 2 in (w? + 2)w = w?, dobimo

afa = (W3 +w?2+2)(w? +2)

(5.5)
= (W3 + w2+ 2)w? + (W3 + w2+ 2) + (W3 + w2 + 2).

Oznacimo 6; = (W33 +w?2+2)w in d = (W33 +w?2+2) + (w3 +w?2+2). Ker
je 2+ w = w, na podoben nacin kot pri stevilu a3 izpeljemo 2 + w32 = w32. Z

analognim sklepanjem tako dobimo
w?2 + 2 + w3 = w?2 + w3 = W3 (5.6)

Enakost (5.6) sedaj uporabimo v izracunu stevila dy:

S = (W3+w?2+2)+ (W3 +w?2+2)
= W3+ (W2+2+w?3) +w?2+2
= W3+ w3+ w242
= W6+ w2 +2.

Na koncu racunamo Se Stevilo §; in ponovno uporabimo enakost (5.6)):

61 = (W3 +w2+2uw
= (W3 +w2+2)+ (W3 +w2+2)+ (WB3+w2+2)+---
= W3+ (W2 +2+ W)+ (W2 +2+wW3)+ -
= W34+ w3 +w33+---
= (W3)w = w?(3w)

= wa = w4.

Z uporabo formule (5.5)) tako dobimo rezultat
afa = 6w+ 0y = W’ + w6 + w?2 + 2.
Opazimo tudi, da velja aaf > afa.

Opomba: kot ustrezna se seveda uposteva tudi resitev, kjer je namesto izracuna

za dolocene enakosti podana skica.
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10.

11.

12.

13.

. Cim bolj poenostavi in po velikosti primerjaj naslednja ordinalna stevila:

(3w + 2)w(w2 + 1), (4w + 1)(w?2 + 2), w(bw + 3)(w + 1).

Cim bolj poenostavi ter primerjaj po velikosti ordinalni stevili
a=w?(w?+3w2 +1)(2w? +2) in 8 = (W? + w3)(wW? + 2)(wW? + w).

Dani sta ordinalni Stevili @ = 3w + 1 in f = w2 + 2. Cim bolj poenostavi in

uredi po velikosti ordinalna stevila aaf, afa in faa.
Cim bolj poenostavi in po velikosti primerjaj naslednji ordinalni stevili:

(4w + Dw(w2 + 2), (Bw3 + 1)(2w2 + 2)(w + 1).

Cim bolj poenostavi ter primerjaj po velikosti ordinalni tevili w?(w?+w)(w?+1)
in w(w? +1)(w? + w).

Dani sta ordinalni stevili & = 2w3 4+ 3 in f = 3w2 + 1. Cim bolj poenostavi in

uredi po velikosti ordinalna Stevila a3, afa in fac.
Cim bolj poenostavi in po velikosti primerjaj ordinalni stevili

a= (W24 3w3+2)?° B=(2w?+2)(5w?2+ 3) (w3 +w).

Cim bolj poenostavi in po velikosti primerjaj ordinalni stevili

a=Bw2+2)(w3+1)dw+3), = (w3+2)w(2w3+3).

Cim bolj poenostavi ter primerjaj po velikosti ordinalni stevili

a=(w4+wd+1)(5w+1)(w2+2) in B = (3w2+ 1)*(w*2 + w3 +2).

Dani sta ordinalni Stevili @ = w2+ 1 in f = 2w + 3. Cim bolj poenostavi in

uredi po velikosti ordinalni stevili o283 in afa.

Cim bolj poenostavi in uredi po velikosti ordinalni stevili
a= (w4 wd)(w+1)(w? +w2+2) in 8= (w? +1)(w?3+ 1)(w? + w3).
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14.

15.

16.

Cim bolj poenostavi ter primerjaj po velikosti ordinalni stevili

a= (4w + w2+ 1) (w2 +2)(w3+2) in B = (3w + 1)(2w* + 2)(w?3 + w2 + 3).

Naj bo o = 2w? + 1 in B = w?2 + 3w3 + 2. Cim bolj poenostavi in primerjaj po

velikosti ordinalni stevili o8 in afBa.

Cim bolj poenostavi in primerjaj po velikosti ordinalni stevili

a = (2w + 1) (w2 + 3)(3w? + 2w3 +2) in B = (3w + 2)(w?3 + 3w + 1) (w2 + 2).
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Poglavje 6

Prvi kolokviji

6.1 Prvi kolokvij, 5.5.2015

1. [20] Naj bodo A, B in C' poljubne mnozice. S pomocjo izjavnega racuna dokazi
enakost

(CN(AUB))\A=(CnNDB)\A.

2. [25] Zavsakn € Nnajbo A, = {(z,y) e R* | —n <2 <1++ A -1 <y < L}

[zracunaj
(14

neN

in svoj odgovor utemelji tako, da dokazes obe inkluziji.
3. [25] Naj bosta X in Y neprazni mnozici ter f : X — Y injektivna funkcija.

(a) Dokazi, da za vsako podmnozico A mnozice X velja f~!(f(4)) = A.

(b) Naj bo funkcija F' : P(Y) — P(X) definirana s predpisom F(B) =
f~YB) za B € P(Y). Dokazi, da je F surjektivna funkcija.

Opomba: zag: X — Y in ZCVY jeg (Z)={x e X | glx) € Z}.

4. [30] Najbo A= {(z,y) e R? | y < e} in B={(x,y) € R? | x > y?}. Skicira]
obe mnozici in eksplicitno opisi eno bijektivno funkcijo f : A — B. Utemelji,

zakaj je definirana funkcija res bijekcija!
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6.2 Prvi kolokvij, 6.5.2016
1. [25] Ali velja enakost
(ANB)U((B\C)\A) = (B\ (CUA)U((CUA)\B)

za poljubne mnozice A4, B in C? Ce enakost ne velja, razmisli o veljavnosti
obeh inkluzij. Vsako inkluzijo s pomocjo izjavnega racuna dokazi ali pa jo s

protiprimerom ovrzi.

2. [25] Dana je funkcija f : A — B. Naj bo K neprazna mnozica in naj bo za

vsak k € K mnozica By podmnozica od B. Dokazi, da velja:

7 (U Bk) = J B

Opomba: zag: X — Y inZCVY jeg (Z)={x e X | g(x) € Z}.

3. [25] Naj bo A =R\ {0} in B =R x {0,1}. Eksplicitno zapisi eno bijektivno
funkcijo f : A — B. Utemelji, zakaj je definirana funkcija res bijekcijal

4. [25] Naj bo M mnozica vseh matrik (vseh moznih dimenzij) z racionalnimi

koeficienti. Ali je mnozica M stevna? Odgovor utemelji z dokazom!
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6.3 Prvi kolokvij (ponavljalni), 20.5.2016

1. [25] Za vsak n € N naj bo
A, ={(z,y) eR* | n®z®+y* <1}.

(a) Skiciraj mnozice Ay, Ay in As.
(b) Izracunaj U A, ter ﬂ A,. Za en odgovor zapisi tudi dokaz, da je re-
neN neN

snicen.

2. [25] Dana je funkcija f : X — Y. Naj bosta A in B podmnozici od Y. Dokazi,

da velja:

F7HANB) = fTHA)N\ fH(B).
Opomba: zag: X — Y in ZCVY,jeg '(Z)={zr € X | g(x) € Z}.

3. [25] Naj bo A = R x [0,2] in B = [0,4] x (—%,5). Eksplicitno zapisi eno

202
bijektivno funkcijo f : A — B. Utemelji, zakaj je definirana funkcija res
bijekcijal

4. [25] Naj bo
M={zeR|IneN, (2* —22"+52)"+22° —3=0}.

Ali je mnozica M stevna? Odgovor utemelji z dokazom!
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6.4 Prvi kolokvij, 14.5.2021

1. [25] Naj bodo A, B in C poljubne mnozice. Ugotovi in utemelji, ali velja

enakost
(A\B)U(B\A)UC = ((AUC)\ B)U(B\(A\0)).

Ce enakost velja, jo dokazi s pomocjo izjavnega racuna. Ce ne velja, ugotovi,
ali velja katera izmed inkluzij (inkluzije, ki veljajo, prav tako dokazi s pomocjo

izjavnega rac¢una,).

2. [25] Podani sta funkcija f : X — Y in neprazna mnozica K. Za vsak k € K

naj bo A; podmnozica od X. Dokazi, da velja

f (ﬂ Ak> C () f(Aw).

keK keK

Dokazi tudi, da enakost med mnozicama v zgornji formuli ne velja v splosnem,

velja pa v primeru, ko je funkcija f injektivna.

3. [25] Najbo A = R x Nin B = L x (—0,2), kjer je L mnozica vseh lihih
naravnih stevil. Skiciraj obe mnozici in eksplicitno opisi eno bijektivno funkcijo

f A — B. Dokazi, da je definirana funkcija res bijekcija!

4. [25] Naj bo B mnozica vseh moznih besed (torej mnozica vseh moznih kon¢nih
nizov), ki jih lahko sestavimo iz ¢rk slovenske abecede. Ali je mnozica B Stevna?

Odgovor utemelji z dokazom!
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6.5 Prvi kolokvij, 10.5.2022

1. [25] Za vsak n € N naj bo

A, = {(ac,y) c R?

1 1
0<xr<3—-—— A —§y<2n}.
n n

[zracunaj U A, in ﬂ A, ter svoje trditve utemelji z dokazi!
neN neN

2. [25] Naj bosta X in Y neprazni mnozici ter f : X — Y surjektivna funkcija.

(a) Dokazi, da za vsako podmnozico B mnozice Y velja f(f~(B)) = B.

(b) Naj bo funkcija F' : P(Y') — P(X) definirana s predpisom F(B) = f~!(B)
za vsak B € P(Y). Dokazi, da je F injektivna funkcija.

Opomba: zag: X =Y inCCYjeg ' (C)={xe X |glx)eC}.
3. [25] Naj bo

1
Az{(m,y)€R2|x>0 A y:;} in B ={(z,y) € R? | y = 2°}.

Skiciraj obe mnozici in eksplicitno opisi eno bijektivno funkcijo f : A — B.

Dokazi, da je definirana funkcija res bijekcija!

4. [25] Podana je mnozica
A= {x € R | obstaja n € N, tako da velja cos(nz) = 0}.

Ali je mnozica A stevna? Odgovor utemelji z dokazom!
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Poglavje 7

Drugi kolokviji

7.1 Drugi kolokvij, 12.6. 2015

1. [25] Naj bo f : A — B funkcija. Vsako izmed naslednjih dveh trditev dokazi

ali pa s protiprimerom ovrzi:
(a) Ce je mnozica A stevna, je tudi f(A) stevna.
(b) Ce je mnozica B stevna, je tudi f~'(B) stevna.

2. [25] Relacija ~ na R? je definirana s formulo
(@1,41) ~ (22, 42) <= 2T + 41 = 25 + y.

(a) Dokazi, da je ~ ekvivalen¢na relacija in skiciraj ekvivalenéni razred tocke
(0,1).

(b) Dolo¢i mo¢ mnoZice R?/., in svoj odgovor utemelji.

3. [25] Naj bo A mnozica vseh podmnozic od R, ki vsebujejo mnozico N ter B

mnozica vseh zaporedij kompleksnih stevil. Dolo¢i moc¢i mnozic A in B (pri

tem odgovora utemelji) ter ju primerjaj po velikosti.

4. [25] Cim bolj poenostavi in po velikosti primerjaj naslednja ordinalna stevila:

(3w + 2)w(w2 + 1), (4w + 1)(w?2 + 2), w(bw + 3)(w + 1).
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7.2 Drugi kolokvij, 6.6.2016

1. [25] Relacija ~ na R je definirana s formulo
T~ Y <= cosx —cosy € L.

(a) Dokazi, da je ~ ekvivalenéna relacija.
(b) Ali je ekvivalené¢ni razred stevila 0 Stevna mnozica?
(¢) Dokazi, da mnozica R/. ni stevna.

2. [25] Dolo¢i mo¢i mnozic A, B in C ter jih primerjaj po velikosti. Vse sklepe

utemelji!
A - mnozica vseh polinomov p s predpisom p(x) = az® + bz + ¢,
kjer jea e NJb e Z,c € R.
B - mnozica vseh zaporedij elementov iz A.
C - mnozica vseh podmnozic mnozice A.
3. [25] Naj bo (A, <) dobro urejena mnozica in f : (A, <) — (A, <) strogo
narascajoca funkcija (torej za vsaka z,y € A velja: x < y = f(x) < f(y)).

Dokazi, da za vsak a € A velja a < f(a).
Namig: obravnavaj mnozico D ={z € A | = > f(z)}.

4. [25] Cim bolj poenostavi ter primerjaj po velikosti ordinalni stevili
a=w?(w?+3w2+1)(2w? +2) in 8 = (W? + w3)(w? + 2)(w? + w).
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7.3 Drugi kolokvij, 7.6.2021

1. [25] Naj bo A = {(z,y) € R? | 2 +y* = 1} in B = {(z,y) € R? | y* > 4}.
Skiciraj mnozici A in B v ravnini ter s pomocjo kardinalne aritmetike pokazi,
da je |A| = | B|. Vse korake utemelji z dokazi!

2. [25] Dolo¢i moc¢i mnozic A, B, C' in svoje trditve utemelji z dokazi:

A: mnozica vseh matrik velikosti 2 x 2, katerih diagonalna elementa sta ra-

cionalni stevili, preostala dva elementa pa celi stevili.
B: mnozica vseh podmnozic mnozice A.

C': mnozica vseh zaporedij elementov iz mnozice B.

3. [25] Naj bo A mnozica vseh naravnih stevil, ki so deljiva s 3, in B =N\ A. Na

mnozici naravnih stevil N vpeljemo relacijo <’ na naslednji nacin:
n<m&omeAmeB)V(inmeAinn<m)V(n,mée Binn<m),

kjer je < naravna ureditev na N. Dokazi, da je (N, <) dobro urejena mnozica in
poisci njene limitne elemente. Ali sta (N, <) in (N, <’) izomorfni? Vse odgovore

utemelji!

4. [25] Cim bolj poenostavi ter primerjaj po velikosti ordinalni stevili

a=(w4+wd+1)(5w+1)(w2+2)in = (3w2+ 1)} (w2 + w3 +2).
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7.4 Drugi kolokvij, 7.6.2022

1. [30] Dolo¢i moci mnozic A, B, C' in jih primerjaj po velikosti:

A: mnozica vseh funkcij f : R — R, za katere obstajata n € Q \ Z in
k € Z, tako da za vsak = € R velja f(z) = kx + n.
B={(z,y) eR* [z #0 A y= 5}

C': mnozica vseh funkcij, ki slikajo iz B v A.

Vse trditve natancéno utemelji z dokazi!

2. [25] Relacija ~ na mnozici R? je definirana s formulo:
(@1, Y1, 21) ~ (T2, Y2, 22) <= T1 — Y1 + 21 = T2 — Y2 + 22

(a) Dokazi, da je ~ ekvivalenéna relacija. Zapisi tudi ekvivalenéna razreda
[(0,0,0)] in [(0,0,1)]. Kaj geometrijsko predstavljata ta dva ekvivalencéna

razreda?

(b) Dolo¢i mo¢ kvocientne mnozice R3/ . in svoj odgovor utemelji z dokazom.

3. [20] Naj bo (A4, <) dobro urejena mnozica in B C A taksna podmnozica od A,
da za vsaka a,b € A velja: ¢e je a < bin b € B, potem je a € B. Dokazi, da je

B = A ali pa je B zacetni interval v mnozici A.

Opomba: B je zacetni interval v mnozici A natanko takrat, ko za neki x € A

velja B=A, ={y€ Aly<uzx}.

4. [25] Cim bolj poenostavi ter primerjaj po velikosti ordinalni stevili

a= (4w + w2+ 1) (w2 + 2)(w3 +2) in B = (3w + 1)(2w* + 2)(w?3 + w2 + 3).
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Poglavje 8

Kolokviji za izobrazevalno

matematiko

8.1 Kolokvij za izobrazevalno matematiko, 5. 5. 2015

1. [20] Naj bodo A, B in C' poljubne mnozice. S pomocjo izjavnega racuna dokazi
enakost
(CN(AUB))\A=(CNDB)\ A.

2. [25] Zavsakn € Nnajbo A4, = {(z,y) e R? | —n <z <1+ A -1 <y< i}

Izracunaj
(4

neN

in svoj odgovor utemelji tako, da dokazes obe inkluziji.

3. [30] Naj bo A ={(z,y) e R* |y < e”} in B={(z,y) € R? | z > y?}. Skiciraj
obe mnozici in eksplicitno opisi eno bijektivno funkcijo f : A — B. Utemelji,

zakaj je definirana funkcija res bijekcija!

4. [25] Naj K, (z,y) predstavlja kroznico v R? s srediséem v tocki (z,y) € R? in
polmerom r. Dokazi, da je mnozica K = {K,.(z,y) | x € Z,y € Z,r € Q*}

Stevna mnozica.
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8.2 Kolokvij za izobrazevalno matematiko, 14. 5. 2021

1. [25] Naj bodo A, B in C poljubne mnozice. Ugotovi in utemelji, ali velja

enakost
(A\B)U(B\A)UC = ((AUC)\ B)U(B\(A\0)).

Ce enakost velja, jo dokazi s pomocjo izjavnega racuna. Ce ne velja, ugotovi,
ali velja katera izmed inkluzij (inkluzije, ki veljajo, prav tako dokazi s pomocjo

izjavnega rac¢una,).

2. [25] Naj bodo A, B in C' podmnozice mnozice X in naj bo f: X — Y funkcija.
Dokazi, da velja

fLANBNC) C f(A)Nf(B)Nf(C).
Dokazi tudi, da enakost med mnozicama v zgornji formuli ne velja v splosnem,

velja pa v primeru, ko je funkcija f injektivna.

3. [25] Najbo A = R x Nin B = L x (—0,2), kjer je L mnozica vseh lihih
naravnih stevil. Skiciraj obe mnozici in eksplicitno opisi eno bijektivno funkcijo

f A — B. Dokazi, da je definirana funkcija res bijekcija!

4. [25] Dolo¢i mo¢ mnozice A, ki vsebuje vse linearne funkcije f s predpisom
f(z) = kx + n, katerih zacetna vrednost n je celo stevilo, smerni koeficient k

pa racionalno stevilo. Ali je mnozica A stevna? Dokazi svoje trditve!
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8.3 Kolokvij za izobrazevalno matematiko, 10. 5. 2022

1. [25] Za vsak n € N naj bo

[zracunaj U A, in ﬂ A, ter svoje trditve utemelji z dokazi!
neN neN

2. [25] Naj bosta X in Y neprazni mnozici ter f : X — Y surjektivna funkcija.

(a) Dokazi, da za vsako podmnozico B mnozice Y velja f(f~(B)) = B.

(b) Naj bo funkcija F' : P(Y') — P(X) definirana s predpisom F(B) = f~!(B)
za vsak B € P(Y). Dokazi, da je F injektivna funkcija.

Opomba: zag: X - Y inCCYjeg Y (C)={re X |glx)eC}

3. [25] Naj bo
2 L.
A= (:E,y)G]R]x>O/\y:; in B=R.

Skiciraj mnozico A in eksplicitno opisi eno bijektivno funkcijo f : A — B.

Dokazi, da je definirana funkcija res bijekcija!

4. [25] Naj bo A mnozica vseh matrik velikosti 2 x 2, katerih diagonalna elementa
sta celi Stevili, preostala dva elementa pa realni Stevili. Dolo¢i mo¢ mnozice A.

Ali je mnozica A stevna? Svoje trditve dokazi!

60



Poglavje 9
Pisni izpiti

9.1 Izpit, 16.6.2015
1. [25] Ali velja enakost
(ANB)U(B\ (AUC)) = (A\(B\C))U(B\C)

za poljubne mnozice A, B in C'? Ce enakost ne velja, razmisli o veljavnosti obeh

inkluzij. Vsako inkluzijo dokazi ali pa s protiprimerom ovrzi.

2. [25] Najbo A = {(z,y) € R? | z*+y* < 1} in B = (—1,1)x(—1,1). Eksplicitno

opisi eno bijekcijo med A in B ter dokazi, da je opisana funkcija res bijekcija.

3. [25] Dolo¢i mo¢ mnozice vseh realnih 2 x 2 matrik, katerih determinanta je

enaka 1. Odgovor utemelji z dokazom!

4. [25] Dani sta ordinalni stevili o« = 3w + 1 in § = w2 + 2. Cim bolj poenostavi

in uredi po velikosti ordinalna stevila aaf, afa in faa.
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9.2 TIzpit, 2.7.2015
1. [25] Ali velja enakost
(A\B)x (CUD)=((A\B)xC)U(Ax D)

za poljubne mnozice A4, B in C? Ce enakost ne velja, razmisli o veljavnosti
obeh inkluzij. Vsako inkluzijo s pomocjo izjavnega racuna dokazi ali pa jo s

protiprimerom ovrzi.

2. [25] Za vsak n € N naj bo A,, = [0, n]. Izracunaj

2u(ny

(v
meN \n>m

Pri tem naj bodo sklepi utemeljeni.

3. [25] Relacija ~ na R? je definirana s formulo
(21, Y1, 21) ~ (T2, Yo, 22) <> 27 + Y1 + 27 = @3 + Y5 + 2.

Dokazi, da je ~ ekvivalen¢na relacija ter poimenuj in skiciraj ekvivalen¢ni razred

tocke (0,0, 1). Dolo¢i mo¢ mnozice R?/. in svoj odgovor utemelji.

4. [25] Cim bolj poenostavi in po velikosti primerjaj naslednji ordinalni stevili:

(dw 4+ Dw(w2 + 2), (Bw3 + 1) (2w2 + 2)(w + 1).
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9.3 Izpit, 24.8.2015

1. [25] Za vsak n € N naj bo

1 \"
An:{xER | E<x<<1+ﬁ) }

[zracunaj U A, ter ﬂ A,. Svoje trditve utemelji!
neN neN

2. [25] Najbo A = (—=%,%)x[0,1]in B = R x [0, 2]. Eksplicitno opisi eno bijekcijo

med A in B ter utemelji, zakaj je opisana funkcija res bijekcija.

3. [25] Dolo¢i moc¢i mnozic A, B in C' ter jih primerjaj po velikosti. Vse sklepe

utemelji!

A={(a,b,c,d)eR |aeN,beZ,ceQ,d e R}.
B - mnozica vseh zaporedij elementov iz A.

C - mnozica vseh podmnozic mnozice A.

4. [25] Cim bolj poenostavi ter primerjaj po velikosti ordinalni &tevili w?(w? +
w)(w? + 1) in w?(w? + 1) (w? + w).

63



9.4 Izpit, 5.2.2016

1. [25] Za vsak n € N naj bo

A, = {(Jc,y) cR?* | 2+ < (%)2}

[zracunaj U A, ter ﬂ A,. Svoje trditve utemelji!
neN neN

2. [25] Naj bo A = [0,2] x (0,1) in B = (0,2) x [0,1]. Eksplicitno opisi eno

bijekcijo med A in B ter utemelji, zakaj je opisana funkcija res bijekcija.
3. [25] Relacija ~ na R je definirana s formulo
x ~y < sin(z —y) =0.

Dokazi, da je ~ ekvivalencna relacija ter zapisi ekvivalenc¢ni razred stevila 0 in

doloc¢i njegovo moc.

4. [25] Dani sta ordinalni tevili & = 2w3+3 in # = 3w2+ 1. Cim bolj poenostavi

in uredi po velikosti ordinalna Stevila aaf, afa in faa.
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9.5 Izpit, 13.6.2016

1. [25] Naj bo I poljubna neprazna mnozica. Za vsak i € I naj bosta A; in B;

mnozici. Dokazi, da velja

(ﬂAi) X (ﬂB,) =) (4i x By).

iel el el

2. [25] Eksplicitno opisi eno bijekcijo med [0,1) x Z in R. Utemelji, zakaj je

opisana funkcija res bijekcija.

3. [25] Relacija ~ na mnozici vseh realnih 2 x 2 matrik My (R) je definirana s

formulo
A~ B < det A =detB.

(a) Dokazi, da je ~ ekvivalenéna relacija.
(b) Ali je ekvivalené¢ni razred enotske matrike I stevna mnozica?

(¢) Dolo¢i mo¢ mnozice Mao(R)/.~.

4. [25] Dani sta ordinalni tevili o = 2w? +2 in 3 = 2w3 + 2. Cim bolj poenostavi

in uredi po velikosti ordinalni stevili aaf in afa.
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9.6 Izpit, 27.6.2016

1. [25] Ali velja enakost
(ANB)\C)U(ANC)\B)=ANn(BUC)

za poljubne mnozice A, B in C? Ce enakost ne velja, razmisli o veljavnosti obeh
inkluzij. Vsako inkluzijo s pomoc¢jo izjavnega racuna dokazi ali pa s protipri-

merom ovrzl.

2. [25] Za vsak n € N naj bo
5 T
An:{(x,y)ER yogyg—}.

n

Izracunaj U A, ter ﬂ A,,. Svoje trditve utemelji!
neN neN

3. [25] Naj bodo a, b in ¢ kardinalna Stevila in naj bo ¢ # 0. Dokazi, da velja:

a<b= "<

4. [25] Cim bolj poenostavi in po velikosti primerjaj naslednji ordinalni stevili:

a=wldw+1)(w2+2), = Bw3+1)2w2+2)(w+2).
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9.7 Izpit, 25.8.2016

1. [25] Za vsak n € N naj bo
1
An—{xeR | 2—n§x<n}.

[zracunaj U A, ter ﬂ A,. Svoje trditve utemelji z dokazi!
neN neN

2. [25] Naj bo A = {(z,y) € R? |y > ¢*} in B = {(z,y) € R* | y < "}
Eksplicitno opisi eno bijekcijo med A in B ter utemelji, zakaj je opisana funkcija

res bijekcija. Mnozici A in B tudi skiciraj.

3. [25] Dolo¢i moéi mnozic A, B, C, D ter jih primerjaj po velikosti. Vse sklepe

utemelji!
A={(r,y,2) eR® |2 €Q,y € Z,z € N}.
B - mnozica vseh zaporedij elementov iz A.
C' - mnozica vseh funkcij f: R — A.
D - mnozica vseh podmnozic mnozice A.

4. [25] Cim bolj poenostavi in po velikosti primerjaj ordinalni stevili

a=(W2+3w3+2)?° B=(2w®+2)(5w?2+ 3) (w3 +w).
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9.8 Izpit, 10.2.2017

1. [25] Za vsak n € N naj bo
_ 1
An—{xeR | e "§x<1+—}.
n

[zracunaj U A, ter ﬂ A,. Svoje trditve utemelji!
neN neN

2. [25] Naj bo A neprazna mnozica in h : A — A funkcija. Dokazi, da je h
injektivna natanko tedaj, ko za vsaki dve funkciji f,g: A — A velja: ho f =

hog=f=g.

3. [25] Relacija ~ na mnozici R3[X] vseh polinomov oblike p(r) = ax®+bz*+cx+d

s koeficienti iz R, je definirana s formulo
p~g=p =4d,

kjer p’ oznacuje odvod polinoma p, ¢’ pa odvod polinoma ¢. Dokazi, da je ~
ekvivalenc¢na relacija ter zapisi ekvivalen¢ni razred polinoma p(xz) = 1 in doloci

njegovo moc.

4. [25] Cim bolj poenostavi in po velikosti primerjaj ordinalni stevili

a=Bw2+2)(w3+1)dw+3), b= (w3+2)w(2w3+3).
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9.9 Izpit, 28.6.2021

1. [25] Za vsak n € N naj bo
_ 2
An_{xeR|3 ”<x<3+ﬁ}.

[zracunaj U A, in ﬂ A, ter svoje trditve utemelji z dokazi!
neN neN

2. [25] Naj bo A = {(z,y) € R* | y > 2} in B =R" x R. Skiciraj obe mnozici
in eksplicitno opisi eno bijektivno funkcijo f: A — B. Dokazi, da je definirana

funkcija res bijekcijal

3. (a) [10] Dana je mnozica A = {7Tn — 2 | n € N}. Izracunaj mo¢ mnozice

B = A X Z x R" in odgovor utemelji z dokazom.

(b) [15] Dokazi, da za poljubna kardinalna stevila a, b in ¢ velja:
a<b ANb<c=a<ec

4. [25] Dani sta ordinalni stevili « = w2 4+ 1 in § = 2w + 3. Cim bolj poenostavi

in uredi po velikosti ordinalni §tevili o/ in a3a.

69



9.10 Izpit, 30.8.2021
1. [25] Naj bodo A, B, C, D poljubne mnozice. Ugotovi, ali velja spodnja enakost:
(A\B)x (CND)=((AxC)N(Ax D))\ ((BxC)n(B x D)).

Ce enakost velja, jo dokazi s pomo¢jo izjavnega raéuna, sicer pa jo s protipri-

merom OvrZl.

2. [25] Naj bo A = (0,00) x {1,2} in B = R. V ravnini skiciraj mnozico A in
eksplicitno opisi eno bijektivno funkcijo f : A — B. Dokazi, da je definirana
funkcija res bijekcijal

3. [25] Relacija ~ na mnozici A = (0,00) x R je definirana s formulo:

(x1,11) ~ (T2,y2) <= 11 —Inzy = yo — Inw,.

(a) Dokazi, da je ~ ekvivalen¢na relacija in v ravnini skiciraj ekvivalenéna

razreda [(1,0)] in [(e?, 3)].

(b) Dolo¢i mo¢ kvocientne mnozice A/, in svoj odgovor utemelji z dokazom.

4. [25] Cim bolj poenostavi in uredi po velikosti ordinalni stevili

a=(w?+w3d)(w+1)(w?* +w2+2) in 8= (w?+ 1)(w?3 + 1)(w? + w3).
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9.11 Izpit, 23.6.2022

1. [25] Naj bodo A, B, C poljubne mnozice. Ugotovi, ali velja spodnja enakost:
(ANB)UANC)\(ANBNC)=An({(BUC)\ (BNC(O)).

Ce enakost velja, jo dokazi s pomo¢jo izjavnega ra¢una, sicer pa jo s protipri-

merom Ovrzi.

2. [25] Naj bo A = (0,00) x Nin B = Z x (0,4). V ravnini skiciraj mnozici A
in B ter eksplicitno opisi eno bijektivno funkcijo f : A — B. Dokazi, da je
definirana funkcija res bijekcijal

3. [25] Dolo¢i moé¢i mnozic A, B, C' in jih primerjaj po velikosti:

A: mnozica vseh funkcij p : R — R, za katere obstajajo a € Z, b € QF,
c € 10,1 in d € R\Z, tako da za vsak = € R velja p(z) = a+bzx+cx?+dz3.

B: mnozica vseh zaporedij elementov iz mnozice A.

C: mnozica vseh funkcij, ki slikajo iz B v Q.

Svoje trditve utemelji z dokazi!

4. [25] Najbo a = 2w?+1 in B = w?2+3w3+2. Cim bolj poenostavi in primerjaj

po velikosti ordinalni stevili o/ in aBa.
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9.12 Izpit, 26.8.2022

1. [25] Naj bodo A, B, C poljubne mnozice. Ugotovi, ali velja spodnja enakost:
(A\NC)N(BUO)\(ANC)=(AnB)\C.

Ce enakost velja, jo dokazi s pomo¢jo izjavnega ra¢una, sicer pa jo s protipri-

merom Ovrzi.

2. [25] Najbo A =[0,1]xNin B = (1, 00). Skiciraj mnozici A in B ter eksplicitno
opisi eno bijektivno funkcijo f : A — B. Dokazi, da je definirana funkcija res

bijekcija!

3. [25] Podani sta naslednji podmnozici mnozice R*: A = {(x,y) € R? | y = e*—1}
in B={(z,y) € (0,1) x (0,1) | y < x}. Skiciraj mnozici A in B ter s pomocjo

kardinalne aritmetike pokazi, da je |A| = |B|. Vse korake utemelji z dokazi!
4. [25] Cim bolj poenostavi in primerjaj po velikosti ordinalni stevili

o= 2w+ 1) (w2 + 3)(3w? + 2w3 + 2) in B = (3w + 2)(w?3 + 3w + 1) (w2 + 2).
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Poglavje 10

Pisni izpiti za izobrazZevalno

matematiko

10.1 Izpit za izobrazevalno matematiko, 27. 6. 2016
1. [25] Ali velja enakost
(ANB)\C)U((ANnC)\B)=AnNn(BUC(C)

za poljubne mnozice A, B in C? Ce enakost ne velja, razmisli o veljavnosti obeh
inkluzij. Vsako inkluzijo s pomocjo izjavnega racuna dokazi ali pa s protipri-

merom Ovrzi.

2. [25] Izracunaj

@ U [0,2 - H

neN

b N (0,2_ %)

neN

ter odgovora utemelji z dokazom.

3. [25] Eksplicitno opisi eno bijekcijo med R in (0, 2) ter utemelji, zakaj je opisana

funkcija res bijekcija.

4. [25] Ali je mnozica vseh kvadratnih polinomov z racionalnimi koeficienti stevna

mnozica? Odgovor utemelji!
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10.2 Izpit za izobrazevalno matematiko, 25. 8. 2016
1. [25] Ali velja enakost
(AUB)\ (CNnB)=AuU(B\C)

za poljubne mnozice A, B in C? Ce enakost ne velja, razmisli o veljavnosti obeh
inkluzij. Vsako inkluzijo s pomoc¢jo izjavnega racuna dokazi ali pa s protipri-

merom ovrzl.

2. [25] Za vsak n € N naj bo
1
_An:: {JZG]R | éz S;$ < n}.

[zracunaj U A, ter ﬂ A,. Svoje trditve utemelji z dokazi!
neN neN

3. [25] Naj bo A = {(z,y) € R? | y > ¢’} in B = {(z,y) € R? | y < €&}

Eksplicitno opisi eno bijekcijo med A in B ter utemelji, zakaj

4. [25] Naj bo My(Z) mnozica vseh matrik reda 2 x 2 z elementi, ki so cela Stevila.

Ali je mnozica My (Z) stevna? Odgovor utemelji.
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10.3 Izpit za izobrazevalno matematiko, 10. 2. 2017
1. [25] Ali velja enakost
(AUB)\ (CNnB)=AuU(B\C)

za poljubne mnozice A, B in C'? Ce enakost ne velja, razmisli lo¢eno o veljav-
nosti posameznih inkluzij. Vsako inkluzijo s pomocjo izjavnega racuna dokazi

ali pa s protiprimerom ovrzi.

2. [25] Za vsak n € N naj bo
_ 1
An:{xeR | e ”§x<1—|——}.
n

[zracunaj U A, ter ﬂ A,. Svoje trditve utemelji!
neN neN

3. [25] Naj bo A neprazna mnozica in h : A — A funkcija. Dokazi, da je h
injektivna natanko tedaj, ko za vsaki dve funkciji f,g: A — A velja: ho f =

hog=f=g.

4. [25] Naj bo My (Z) mnozica vseh matrik reda 2 x 2 z elementi, ki so cela Stevila.

Ali je mnozica My (Z) stevna? Odgovor utemelji.
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10.4 Izpit za izobrazevalno matematiko, 28. 6. 2021

1. [25] Naj bodo A, B in C poljubne mnozice. S pomoéjo izjavnega rac¢una pokazi,
da velja enakost
(AN(BUC))\B=(An(C)\ B.

2. [25] Za vsak n € N naj bo
_ 2
An:{xER\B "<x<3—i——}.
n

[zracunaj U A, in ﬂ A, ter svoje trditve utemelji z dokazi!
neN neN
3. [25] Naj bo A = {(z,y) € R? | y > 23} in B = R™ x R. Skiciraj obe mnozici
in eksplicitno opisi eno bijektivno funkcijo f : A — B. Dokazi, da je definirana

funkcija res bijekcijal

4. [25] Dani sta mnozici A = {Tn —2 | n € N} in B = A X Z x R*. Naj bo se
C mnozica vseh podmnozic mnozice B. Izra¢unaj moc¢i mnozic A, B, C' in jih
primerjaj po velikosti. Ali je katera od teh mnozic stevna? Vse sklepe utemelji

7 dokagzi!
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10.5 Izpit za izobrazevalno matematiko, 30. 8. 2021

1. [25] Naj bodo A, B, C, D poljubne mnozice. S pomocjo izjavnega racuna dokazi,

da velja spodnja enakost:

(A\B)x (CND)=((AxC)N(Ax D)\ ((BxC)n (B x D)).

2. [25] Za vsak n € N naj bo

1
An:{x€R|1+2—n<$<3n}.

Izracunaj U A, in ﬂ A, ter svoje trditve utemelji z dokazom!
neN neN

3. [25] Naj bo A = (0,00) x {1,2} in B = R. V ravnini skiciraj mnozico A in
eksplicitno opisi eno bijektivno funkcijo f : A — B. Dokazi, da je definirana

funkcija res bijekcijal

4. [25] Relacija ~ na mnozici A = (0,00) X R je definirana s formulo:
(x1,11) ~ (T2,y2) <= 11 —Inz; = yo — Inzs.

(a) Dokazi, da je ~ ekvivalen¢na relacija in v ravnini skiciraj ekvivalen¢na
razreda [(1,0)] in [(€2, 3)].

(b) Dolo¢i mo¢ ekvivalenénega razreda [(e?, 3)] in svoj odgovor utemelji z do-

kazom.
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10.6 Izpit za izobrazevalno matematiko, 23. 6. 2022

1. [25] Naj bodo A, B, C poljubne mnozice. S pomocjo izjavnega racuna dokazi,

da velja spodnja enakost:

(ANB)UANC)H\N(ANBNC)=ANn((BUC)\ (BNnQ)).

2. [25] Naj bo A = (—1,1) x S'in B = N x (2,6), kjer je S mnozica vseh sodih
naravnih stevil. V ravnini skiciraj mnozici A in B ter eksplicitno opisi eno

bijektivno funkcijo f : A — B. Dokazi, da je definirana funkcija res bijekcija!
3. [25] Dolo¢i moé¢i mnozic A in B ter ju primerjaj po velikosti:

A: mnozica vseh funkcij p : R — R, za katere obstajajoa € Z, b € Q, c € N
in d € QF, tako da za vsak x € R velja p(z) = a + bx + cx?* + dz?.

B: mnozica vseh podmnozic mnozice A.

Ali je katera od mnozic A oziroma B Stevna? Svoje trditve utemelji z dokazi!
4. [25] Relacija ~ na mnozici R? je definirana s formulo:
(T1,91) ~ (22,42) <= y1 — 321 = Yo — 2.

Dokazi, da je ~ ekvivalencna relacija in v ravnini skiciraj ekvivalencna razreda
[(0,0)] in [(1,4)]. Doloci se mo¢ ekvivalen¢énega razreda [(0,0)] in svoj odgovor

dokazi.
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10.7 Izpit za izobrazevalno matematiko, 26. 8. 2022

1. [25] Naj bodo A, B, C poljubne mnozice. S pomocjo izjavnega racuna dokazi,

da velja spodnja enakost:

(A\NC)N(BUC)\(ANnC)=(AnB)\C.

2. [25] Za vsak n € N naj bo
Ay={zeR|0<z<2+27"}.

[zracunaj U A, in ﬂ A, ter svoje trditve natanéno utemelji z dokazi!
neN neN
3. [25] Najbo A = (0,1]xNin B = (1, 00). Skiciraj mnozici A in B ter eksplicitno
opisi eno bijektivno funkcijo f : A — B. Dokazi, da je definirana funkcija res

bijekcija!

4. [25] Podana je mnozica A = {3k +2 | k € Z}. Naj bo 8¢ B mnozica vseh
podmnozic mnozice A ter C' mnozica vseh funkcij, ki slikajo iz R v A. Izrac¢unaj
moc¢i mnozic A, B, C in jih primerjaj po velikosti. Ali je katera od teh mnozic

stevna? Vse sklepe utemelji z dokazi!
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