1 Ponovitev
1. Narisi graf G, ¢eje V(G) = {z,y, z,u,v} in E(G) = {ﬂ;, YU, V2, UZ, UV, uY }.
Dolo¢i stopnje vozlis¢ grafa G, §(G), A(G) in narisi G.
2. Narisi primer grafa na
(a) stirih vozliscih s stopnjami: 1,2,2 3;
(b) petih vozlis¢ih s stopnjami: 1,3,3,4,4;

(c) Sestih vozlis¢ih, ki ima vsa vozlis¢a lihe stopnje in vsaj eno vozlisée
stopnje 5.

3. Podan je graf G na sliki 1.

(a) Narisi primer podgrafa H grafa G, za katerega je V(H) = {z, z, u, v}.

mnozice {z, z,u,v,y}.

(¢) Narisi primer vpetega podgrafa H grafa G.

X

u

Slika 1: Graf G.

v v

stopnje.

5. Brane je skupaj s svojo zeno Ano priredil zabavo. Na zabavo so prisli
Se §tirje drugi pari. Nekateri udelezenci so si na zabavi segli v roko z
drugimi, medtem ko si nih¢e ni segel v roko s svojim partnerjem. Na
koncu zabave je Brane vpragal ostale udelezence, s koliko osebami so
se rokovali. Dobil je 9 razli¢nih odgovorov. S koliko udelezenci se je
rokovala Ana?

6. Kateri od grafov na sliki 2 so med seboj izomorfni?
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Slika 2: Garfi in naloge 6.

Poiséi primer asimetri¢nega grafa G (njegov edini avtomorfizem je iden-
titeta) z |V (G)| > 1.

Pokazi, da ima vsak graf G, ki je izomorfen svojemu komplementu 4n
ali 4n + 1 vozlisé.

Naj bo V(G) = {v1,v9,...,v,}. Dokazi, da velja:
2 i1 | E(G — i)
|E(G)]| === :

n—2

S pomocjo stopnje vozlis¢a g grafa G in vozlisc¢a h grafa H zapisi stopnjo
vozliséa (g, h) grafa GOH. Narisi graf P30K3.

Drevesa in dvodelni grafi

. Drevo T ima Stiri vozlis¢a stopnje 2, eno vozlis¢e stopnje 3, dve vozlis¢i

stopnje 4 in eno vozlisée stopnje 5. Vozlis¢ visjih stopenj nima. Izra-
¢unaj koliko vozlis¢ stopnje 1 ima? Koliko vozlis in koliko povezav ima
drevo T

. Naj bo T druzina dreves, ki imajo vsa notranja vozli¢a stopnje 3.

Pokazi, da imajo drevesa druzine 7T Stevilo listov za 2 vecje od Stevila
notranjih vozlisc.

Naj bo G k-regularen dvodelen graf s £ > 0 in dvodelnim razbitjem
V(G) = X + Y. Dokazi, da velja: | X| = |Y].

Barvanje vozliS¢ in povezav

. Dolo¢i kromati¢no stevilo grafov na sliki 3.

. Naj bo X ={1,2,...,n}. Definirajmo graf G, takole:

V(Gay) ={Y CX; |Y| =k},
E(Gny) ={Y1Y2; Y1,Y2 € V(Grp) in [Y1 N Y| = 1}
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Slika 3: Grafa G, H.

Slika 4: Graf G.

(a) Narisi graf G4 .
(b) Dolo¢i kromati¢ni indeks in kromati¢no Stevilo grafa Gy .

(c) Graf G, je o¢itno regularen. Dolo¢i njegovo stopnjo.



10.

11.

12.

Povezanost

. Naj bo G graf na 2n vozlis¢ih in naj bo stopnja vsakega vozlisca vsaj

n. Dokazi, da je G povezan.

Dokazi ali ovrzi naslednjo trditev. Ce sta u, v edini vozliséi stopnje 1
v G, potem v GG obstaja u, v-pot.

Dokazi, da je graf G k-povezan natanko tedaj, ko je GV K, (k + r)-
povezan.

Naj bo k sodo §tevilo. Hy,, je graf na n vozlis¢ih, ki lezijo na krogu
tako da tvorijo vozlis¢a pravilnega n-kotnika. Vsako vozlisce je sosednje
s g najblizjimi vozliséi v vsako smer. Dokazi, da je k(Hy,) = k.

Konstruiraj graf G za katerega velja: k(G) < M\(G) < 0(G).

Dokazi, da za 3-regularne grafe velja k(G) = \(G).

. Brez uporabe Mengerjevega izreka dokazi, da je graf G z vsaj tremi

vozliséi 2-povezan natanko tedaj, ko za poljubni vozlis¢i u,v grafa G
obstajata notranje disjunktni u, v-poti v G.

Dokazi, da je graf G z |V(G)| > 3 in a(G) < (G) Hamiltonov.
Naj bo G graf in xy € E(G). Dokazi: k(G) — 1 < k(G — zy) < k(G).
Dokazi, da za poljubna grafa G in H velja

k(GOH) <min{x(G)|V(H)|,x(H)|V(G)|,6(G) + §(H)}.

Naj bo G 4-regularen graf. Dokazi, da velja: A\(G) < k(G) + 2.

Naj bo G graf z §(G) > |V(G)|—2. Dokazi, da je x(G) = 6(G). Dokazi
Se, da za vsak n > 4 obstaja graf G z §(G) < |[V(G)| — 2 za katerega
velja k(G) # 0(G).



3 Barvanja grafov

—_

. Naj bo G graf, katerega komplement je dvodelen. Dokazi, da je x(G) =
w(G).

[N}

. Naj bo G poljuben graf za katerega velja x(G) = w(G) + 1. Naj
bo Hi = G in H, = Hp_1 V G za vsak k > 1. Dokazi, da velja

3. Dokazi, da so 3-regularni Hamiltonovi grafi tipa 1.

4. Dokazi, da je za vsak k-kriti¢en graf G 6(G) > k — 1.

(&)

. Naj bo G k-kriticen graf. Dokazi, da za poljubni vozlisci x in y velja
N(z) & N(y).

6. Poisci kromati¢no Stevilo grafa G na sliki 5. Ali je G kriti¢en graf? Ce
ni, poiséi kak y(G)-kriti¢en podgraf od G.

-J

. Naj bo G zdruzenje grafov C5 in K. Dolo¢i kromati¢no in kli¢no Stevilo
grafa G. Ali je G barvno kriti¢en?

Slika 5: Graf G.

8. Dokazi, da je vsak k-kriticen graf 2-povezan.
9. Naj bo G k-kriticen graf.

(a) Dokazi, da ne obstaja presetna mozica vozlis¢ grafa G, ki je klika.

(b) Naj bo k = 4. DokaZi, da je G bodisi liho kolo, bodisi ne vsebuje
koles.
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13.

(Hojas-ova konstrukcije): Naj bosta G in H k-kriti¢na grafa, z natanko
enim skupnim vozliséem v in vu € E(G),vw € E(H). Dokazi, da je
(G —vu) U (H —vw) Uuw k-kriti¢en graf.

Za vsak n > 4 in n # 5 konstruiraj 4-kriticen graf na n vozlis¢ih.

Dokazi, da je za vsak k-kromaticen graf G brez trikotnikov, Mycielski-
jeva konstrukcija G', (k + 1)-kromaticen graf brez trikotnikov.

Dokazi: Ce je G k-kriticen, potem je G/ (Mycielskijeva konstrukcija)
(k + 1)-kriti¢en.



4 Ravninski grafi

1. Kateri izmed grafov na sliki 6 so ravninski?

Slika 6: Grafi G4,...,G5s.

Slika 7: Grafa G in H.

A

Slika 8: Grafi G, H in K.

2. Dana sta grafa narisan na sliki 7. Ali je kateri izmed grafov ravninski?

3. Z uporabo Eulerjeve formule dokazi, da Petersenov graf ni ravninski.
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4. Narisi dualne grafe grafov narisanih na sliki 8.

5. Naj bo G povezan ravninski graf. Dokazi, da je G dvodelen natanko
tedaj, ko je njegov dual G* Eulerjev.



AKTIVNOSTI Qp | Qg | Qig | Qg | Qg (67 Qry

POTREBEN CAS 4 '3 | 7| 4|6 5 2

OPRAVLJENE AKTIVNOSTI | - - oy | a1 | ag | ag,as | az,ag | g, as

Tabela 1: Aktivnosti na projektu.

Omrezja in pretoki

. Dokazi, da v vsakem turnirju obstaja usmerjena pot, ki vsebuje vsa
vozlisca grafa.

. Dokazi, da lahko ima turnir najve¢ en izvor.

. Tabela 1 oznacuje aktivnosti ay, ... ag, ki so vpletene v izvedbo nekega
projekta. Podani so tudi ¢asi potrebni za izvedbo dolocene aktivnosti.
Vemo tudi katere aktivnosti morajo biti kon¢ane, preden lahko zacnemo
z izbrano aktivnostjo. Koliksen je najmanjsi potreben ¢as za izvedbo
tega projekta?

. Pois¢i najvedji pretok omrezja G na sliki 9.

Slika 9: Omrezje G.

. Izberi poljuben pretok f z vrednostjo 8 omrezja iz slike 9. Zapisi po-
stopek za povecanje pretoka.

. Diagram na sliki 10 predstavlja omrezje s kapacitetami in vrednostmi
pretoka f.

(a) Kolik&na je vrednost f?

(b) Pois¢i nezasi¢eno f-pot in glede na njo povecaj pretok f.

(c) Pois¢i prerez s kapaciteto 12.




Slika 10: Omrezje.

7. Z uporabo pretokov v omrezjih dokazi, da je graf G povezan natanko
tedaj, ko za vsako particijo V(G) na dve neprazni mnozici S, T obstaja
povezava z enim krajiséem v S in drugim v T
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Neodvisnostno in dominantno Stevilo

Dokazi ali ovrzi naslednje trditve.

(a) Vsak k-kromatic¢en graf ima dobro k-barvanje, v katerem ima en
bravni razred o(G) vozlisc.

(b) Za vsak graf G je x(G) < |[V(G)| — a(G) + 1.

. Dokazi:
(a) a(GBH) <min{a(G)|V(H)],a(H)[V(G)[}
(b) a(GOH) = a(G)a(H) + min {[V(G)| — a(G), [V (H)| — a(H)}.
Dokazi x(G) > {%-‘, a(G) > An(/c(;i)rlf Za vsako neenakost poisci

primer grafa za katerega bo veljal enacaj.

. Pokazi, da za netrivialen graf G velja a(G) < |[V(G)| — |igg;|.

. Dokazi: Oé(G) 2 ZUEV(G) W.

. Dokazi, da je graf G m-pobarljiv natanko tedaj, ko je o(GOK,,) >

V(G-

. Dokazi, da je v(G) < 2, za vsak graf G z diametrom vsaj 3.
. Dokazi, da za povezan graf G z diametrom 2 velja: v(G) < §(G).
. Dokazi: «(GRH) > a(Go H) = a(G)a(H).

Naj bo G graf brez izoliranih vozlisc in naj bo D najmanjSa dominantna
mnozica grafa G. Dokazi, da je D = V(G) — D tudi dominantna
mnoZica grafa G. S pomocjo tega dokazi, da je v(G) < 3.

Naj bo G graf, ki ne vsebuje K 3 kot induciran podgraf. Dokazi, da je
+G) = i(G).
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