POTENCE S CELIM EKSPOMENTOM

Definicija 1 Naj bo a> 0. Tedaj za poljubno naravno Stevilo n definiramo po-

tenco a" takole 1

ZE'

al"l



Trditev 2 Naj bosta ab > 0. Tedaj so za poljubna,K € Z naslednje trditve

resnicne.
1. & af = a’.
k

1 1

2. = =|=] =a*
+=(a) =2
a k—t

3. g =a

4. (8 = a,

5. & b= (a-b~
ak  /a\k

6. 5= (p)-

10.
11.

12.
13.

14.

G-y

Neenakost'a> 1 velja natanko tedaj, ko je bodisi a 1 in k > 0 bodisi
a<link<O.

. Neenakostka< 1 velja natanko tedaj, ko je bodisia 1 in k < 0 bodisi

a<link>0.
Enakost a= 1 velja natanko tedaj, ko je a 1alik = 0.

Neenakosta< b velja natanko tedaj, ko je bodisi & b in k > 0 bodisi
a>bink<0.

Enakost 4= b velja natanko tedaj, ko je & b ali k = O.

Neenakost‘a< a’ velja natanko tedaj, ko je bodisia 1in ¢ > k bodisi
a<lin¢<k.

Enakost 4= a’ velja natanko tedaj, ko je & 1 ali £ = k.

Dokaz. Naj bostaa, b > 0.

1.

Ce jek = 0, enakost® - &’ = a“** ogitno velja za vsak € Z, saj
ak.aé’:ao_at’: 1.a€:a€:a0+€:ak+f

za vsakl € Z. Podobnoge je¢ = 0, enakost - a’ = a**! ogitno velja za
vsakk € Z. Za poljubnak, ¢ € N, smo enakost®-a’ = a“*! dokazali v trditvi
0 potenceh z naravnim eksponentom. Preostadejwaslednji primeri.
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(a) Doka&imo, da za poljubnk, £ € N veljaa - a* = a9, Naj bo-
stak, ¢ € N poljubna. Tedaj velja (upstevaj@ trditev o potenceh z
naravnim eksponentom)

k
ak.a_é):ak.l = i — gk+(=0
a a ’
cejek>¢in
k
ak_a—é’:ak,l:i:i:i:i:ak—f:akﬂ—f)
al al af—k a—(k—f) a_l_[
Cejek < ¢.
(b) Dokaz, da za poljubrk, ¢ € N veljaa™-a’ = a0+, prepdamo

bralcu.

(c) Dokaimo, da za poljubnk, £ € N veliaa™ - a* = a0, Naj
bostak, ¢ € N poljubna. Tedaj velja (ugktevaj@ trditev o potenceh z
naravnim eksponentom)

1 1 1 1
*, e + L _ okt _ (K0
a a _ak af_ak,af ak+f_a " _a " .

Tako je enakost® - a’ = a“*‘ dokazana.

2. Ker za poljuberk € Z velja

k

aak=a"MN=g0=1

_ 1 . . .
je enakostg = a ¥ dokazana. Ker za poljubdne Z velja e, da je

k k
ak.(}) :(a.}) =1k=1,
a a

. § 1 (1)
je dokazan&e enakost, = (-] .
a a

3. Naj bo Naj bost& in ¢ poljubni celistevili. Tedaj velja

at k 1 K

= > Lal = gD = gkt

b

k
. a .
in enakostg = a“’ je dokazana.
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4. Naj bosté, ¢ € Z poljubna. Oglejmo si spodnje posti.
(@) Cejek, ¢ > 0, je to trditev o potenceh z naravnim eksponentom.
(b) Ce jek =0, tedaj je
(ak)€ — (aO)é’ — lf =1= aO — a0~€ — ak~€.
(c) Cejet =0, tedajje
(ak)f — (ak)O =1= a0 — ak~0 — ak~€.
(d) Cejek>0in¢ <0, tedaj je

1 1 "

1
Kyl _ _ gkt

@) = @)L~ a0 T gkt

(e) Cejek<0in¢ > 0, tedaj je

1\ 1 1 1
ke _ _ _ _ _ Akt
@) = (ﬁ) - (a k)t Toa-ke T gkt T a.

() Cejek<0in¢ <0, tedajje

1 1 1
K¢ _ _ _ _ ke
(a) - (ak)—t’ T oak(-0 T gkt a.

5. Naj bok € Z poljuben. Ce jek > 0, tedaj jea* - b* = (a- b)* po trditvi o
potenceh z naravnim eksponento@e jek = 0, tedaj je

a-p=a-p’=1.1=1=(a-b)°=(a-b)*

Ce jek < 0, tedaj je

NP S L @b

1
k. pk = L = —
a-b ak bk ak.-b*x (a-b*

6. Naj bok € Z poljuben. Tedaj velja

ik:ak-izak- 1-k: a-}k:(é)k
bk bk b b b/~

7. Naj bok € Z poljuben. Tedaj velja




8. Recimo, da ni res, da je bodsi> 1 ink > 0 bodisia < 1 ink < 0. Tedaj
velja ena izmed spodnjih niaosti.

(a) Veliaa> 1ink < 0. Ce jek = 0, sledi, da jesk = 1 in zatoa* # 1.
Ce jek < 0, tedaj velja po trditvi 0 potenceh z naravnim eksponentom
(kerje—-k e Nin I < 1), dajea = ()™ < 1in je zatoa® # 1.

(b) Veliaa < 1ink > 0. Ce jek = 0, sledi, da jesk = 1 in zatoa* # 1.
Ce jek > 0, tedaj velja po trditvi 0 potenceh z naravnim eksponentom
(ker jek e Nina< 1), dajeak < 1 in zatoa® # 1.

(c) Velaa< 1link> 0. Ce jea = 1, sledi, da jea* = 1 in zatoa # 1.
Ce jea< 1, tedaj velja po trditvi o potenceh z naravnim eksponentom
(kerjeke Nina< 1), dajeak < 1in zatoa® # 1.

(d) Veliaa> 1ink <O0. Ce jea = 1, sledi, da jeek = 1 in zatoa® # 1.
Cejea> 1, tedaj velja po trditvi o potenceh z naravnim eksponentom
(kerje-k e Nin £ < 1), dajea = ()™ < 1in je zatoa® # 1.

Tako smo dokazali implikacijo, da iZ¢ > 1 sledi bodisia > 1 ink > 0
bodisia < 1 ink < 0. Predpostavim@e, da velja bodisa > 1ink > 0
bodisia < 1 ink < 0 in dok&imo, da jea® > 1. Cejea> 1 ink > 0, tedaj
je po trditvi o potenceh z naravnim eksponentdfn> 1. Ce jea < 1 in
k < 0, tedaj je potrditvi o potenceh z naravnim eksponentomjésak € N
ini>1)a=(3)™>1.

9. Dokaz, da neenakost < 1 velja natanko tedaj, ko je bodisi > 1 in
k < 0 bodisia < 1 ink > 0, dok&emo podobno kot zgoraj. Podrobnosti
prepwcamo bralcu.

10. Ctitno velja, da jesk = 1,8ejea=1alik = 0. Cea# 1ink # 0, po
zgornijih trditvah velja, da* # 1, saj je v tem primeru bodisk > 1 bodisi
ak < 1. Tako je dana enakost dokazana.

11. Neenakost® < b* velja natanko tedaj, ko j&J* < 1, le-to pa velja natanko
tedaj, ko je bodis§ < 1ink > 0 bodisi > 1ink < 0. Sledi, da neenakost
a < b velja natanko tedaj, ko je bodisi < b in k > 0 bodisia > b in
k <O0.

12. Cejea=balijek = 0, je seveda® = b*. Ce jek # O ina # b, tedaj je
po tatki 11.,a # b¥. Tako smo dokazali, da enakaét= b* velja natanko
tedaj, ko jea=balik = 0.

13. Neenakost® < a’ velja natanko tedaj, ko j@* < 1, ta neenakost pa velja
natanko tedaj, ko velja bodigai> 1 ink — ¢ < 0 bodisia< 1ink-¢ > 0.
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Torej velja, da jea < a’ natanko tedaj, ko je bodisi > 1 in ¢ > k bodisi
a<lint<k

14. Cejea=1alijet = k, je ctitnoak = a’. Cejea# 1injel # k, je po t&ki
13.,a" # a’. Tako smo dokazali, da jg = a’ natanko tedaj, ko ja = 1 ali
{ =k



