
POTENCE S CELIM EKSPOMENTOM

Definicija 1 Naj bo a> 0. Tedaj za poljubno naravno število n definiramo po-
tenco a−n takole

a−n
=

1
an
.
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Trditev 2 Naj bosta a,b > 0. Tedaj so za poljubna k, ℓ ∈ Z naslednje trditve
resnične.

1. ak
· aℓ = ak+ℓ.

2.
1
ak
=

(

1
a

)k

= a−k.

3.
ak

aℓ
= ak−ℓ.

4. (ak)ℓ = ak·ℓ.

5. ak
· bk
= (a · b)k.

6.
ak

bk
=

(a
b

)k

.

7.
(a
b

)−k

=

(

b
a

)k

.

8. Neenakost ak > 1 velja natanko tedaj, ko je bodisi a> 1 in k > 0 bodisi
a < 1 in k < 0.

9. Neenakost ak < 1 velja natanko tedaj, ko je bodisi a> 1 in k < 0 bodisi
a < 1 in k > 0.

10. Enakost ak = 1 velja natanko tedaj, ko je a= 1 ali k = 0.

11. Neenakost ak < bk velja natanko tedaj, ko je bodisi a< b in k > 0 bodisi
a > b in k< 0.

12. Enakost ak = bk velja natanko tedaj, ko je a= b ali k = 0.

13. Neenakost ak < aℓ velja natanko tedaj, ko je bodisi a> 1 in ℓ > k bodisi
a < 1 in ℓ < k.

14. Enakost ak = aℓ velja natanko tedaj, ko je a= 1 ali ℓ = k.

Dokaz. Naj bostaa,b > 0.

1. Če jek = 0, enakostak
· aℓ = ak+ℓ očitno velja za vsakℓ ∈ Z, saj

ak
· aℓ = a0

· aℓ = 1 · aℓ = aℓ = a0+ℓ
= ak+ℓ

za vsakℓ ∈ Z. Podobno,̌ce jeℓ = 0, enakostak
· aℓ = ak+ℓ očitno velja za

vsakk ∈ Z. Za poljubnak, ℓ ∈ N, smo enakostak
·aℓ = ak+ℓ dokazali v trditvi

o potenceh z naravnim eksponentom. Preostanejoše naslednji primeri.
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(a) Dokǎzimo, da za poljubnik, ℓ ∈ N velja ak
· a−ℓ = ak+(−ℓ). Naj bo-

stak, ℓ ∈ N poljubna. Tedaj velja (upǒstevajǒc trditev o potenceh z
naravnim eksponentom)

ak
· a−ℓ = ak

·
1
aℓ
=

ak

aℓ
= ak+(−ℓ)

,

če jek ≥ ℓ in

ak
· a−ℓ = ak

·
1
aℓ
=

ak

aℓ
=

1
aℓ−k
=

1
a−(k−ℓ)

=

1
1

ak−ℓ

= ak−ℓ
= ak+(−ℓ)

,

če jek ≤ ℓ.

(b) Dokaz, da za poljubnik, ℓ ∈ N velja a−k
· aℓ = a(−k)+ℓ, prepǔsčamo

bralcu.

(c) Dokǎzimo, da za poljubnik, ℓ ∈ N velja a−k
· a−ℓ = a(−k)+(−ℓ). Naj

bostak, ℓ ∈ N poljubna. Tedaj velja (upǒstevajǒc trditev o potenceh z
naravnim eksponentom)

a−k
· a−ℓ =

1
ak
·

1
aℓ
=

1
ak · aℓ

=

1
ak+ℓ
= a−(k+ℓ)

= a(−k)+(−ℓ)
.

Tako je enakostak
· aℓ = ak+ℓ dokazana.

2. Ker za poljubenk ∈ Z velja

ak
· a−k

= ak+(−k)
= a0

= 1,

je enakost
1
ak
= a−k dokazana. Ker za poljubenk ∈ Z velja še, da je

ak
·

(

1
a

)k

=

(

a ·
1
a

)k

= 1k
= 1,

je dokazanǎse enakost
1
ak
=

(

1
a

)k

.

3. Naj bo Naj bostak in ℓ poljubni celištevili. Tedaj velja

ak

aℓ
= ak
·

1
aℓ
= ak
· a−ℓ = ak+(−ℓ)

= ak−ℓ
,

in enakost
ak

aℓ
= ak−ℓ je dokazana.
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4. Naj bostak, ℓ ∈ Z poljubna. Oglejmo si spodnje možnosti.

(a) Če jek, ℓ > 0, je to trditev o potenceh z naravnim eksponentom.

(b) Če jek = 0, tedaj je

(ak)ℓ = (a0)ℓ = 1ℓ = 1 = a0
= a0·ℓ

= ak·ℓ
.

(c) Če jeℓ = 0, tedaj je

(ak)ℓ = (ak)0
= 1 = a0

= ak·0
= ak·ℓ

.

(d) Če jek > 0 in ℓ < 0, tedaj je

(ak)ℓ =
1

(ak)−ℓ
=

1
ak·(−ℓ)

=

1
a−k·ℓ

= ak·ℓ
.

(e) Če jek < 0 in ℓ > 0, tedaj je

(ak)ℓ =

(

1
a−k

)ℓ

=

1
(a−k)ℓ

=

1
a(−k)ℓ

=

1
a−k·ℓ

= ak·ℓ
.

(f) Če jek < 0 in ℓ < 0, tedaj je

(ak)ℓ =
1

(ak)−ℓ
=

1
ak·(−ℓ)

=

1
a−k·ℓ

= ak·ℓ
.

5. Naj bok ∈ Z poljuben. Če jek > 0, tedaj jeak
· bk
= (a · b)k po trditvi o

potenceh z naravnim eksponentom.Če jek = 0, tedaj je

ak
· bk
= a0

· b0
= 1 · 1 = 1 = (a · b)0

= (a · b)k
.

Če jek < 0, tedaj je

ak
· bk
=

1
a−k
·

1
b−k
=

1
a−k · b−k

=

1
(a · b)−k

= (a · b)k
.

6. Naj bok ∈ Z poljuben. Tedaj velja

ak

bk
= ak
·

1
bk
= ak
·

(

1
b

)k

=

(

a ·
1
b

)k

=

(a
b

)k

.

7. Naj bok ∈ Z poljuben. Tedaj velja

(a
b

)−k

=

1
(

a
b

)k
=

(

1
a
b

)k

=

(

b
a

)k

.
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8. Recimo, da ni res, da je bodisia > 1 in k > 0 bodisia < 1 in k < 0. Tedaj
velja ena izmed spodnjih možnosti.

(a) Veljaa > 1 in k ≤ 0. Če jek = 0, sledi, da jeak
= 1 in zatoak ≯ 1.

Če jek < 0, tedaj velja po trditvi o potenceh z naravnim eksponentom
(ker je−k ∈ N in 1

a < 1), da jeak
= (1

a)−k < 1 in je zatoak ≯ 1.

(b) Velja a < 1 in k ≥ 0. Če jek = 0, sledi, da jeak
= 1 in zatoak ≯ 1.

Če jek > 0, tedaj velja po trditvi o potenceh z naravnim eksponentom
(ker jek ∈ N in a < 1), da jeak < 1 in zatoak ≯ 1.

(c) Velja a ≤ 1 in k > 0. Če jea = 1, sledi, da jeak
= 1 in zatoak ≯ 1.

Če jea < 1, tedaj velja po trditvi o potenceh z naravnim eksponentom
(ker jek ∈ N in a < 1), da jeak < 1 in zatoak ≯ 1.

(d) Velja a ≥ 1 in k < 0. Če jea = 1, sledi, da jeak
= 1 in zatoak ≯ 1.

Če jea > 1, tedaj velja po trditvi o potenceh z naravnim eksponentom
(ker je−k ∈ N in 1

a < 1), da jeak
= (1

a)−k < 1 in je zatoak ≯ 1.

Tako smo dokazali implikacijo, da izak > 1 sledi bodisia > 1 in k > 0
bodisi a < 1 in k < 0. Predpostavimǒse, da velja bodisia > 1 in k > 0
bodisia < 1 in k < 0 in dokǎzimo, da jeak > 1. Če jea > 1 in k > 0, tedaj
je po trditvi o potenceh z naravnim eksponentomak > 1. Če jea < 1 in
k < 0, tedaj je potrditvi o potenceh z naravnim eksponentom (sajje −k ∈ N
in 1

a > 1) ak
= (1

a)−k > 1.

9. Dokaz, da neenakostak < 1 velja natanko tedaj, ko je bodisia > 1 in
k < 0 bodisia < 1 in k > 0, dokǎzemo podobno kot zgoraj. Podrobnosti
prepǔsčamo bralcu.

10. Ǒcitno velja, da jeak
= 1, če jea = 1 ali k = 0. Če a , 1 in k , 0, po

zgornjih trditvah velja, daak
, 1, saj je v tem primeru bodisiak > 1 bodisi

ak < 1. Tako je dana enakost dokazana.

11. Neenakostak < bk velja natanko tedaj, ko je (a
b)k < 1, le-to pa velja natanko

tedaj, ko je bodisiab < 1 in k > 0 bodisi a
b > 1 in k < 0. Sledi, da neenakost

ak < bk velja natanko tedaj, ko je bodisia < b in k > 0 bodisia > b in
k < 0.

12. Če jea = b ali je k = 0, je sevedaak
= bk. Če jek , 0 in a , b, tedaj je

po tǒcki 11.,ak
, bk. Tako smo dokazali, da enakostak

= bk velja natanko
tedaj, ko jea = b ali k = 0.

13. Neenakostak < aℓ velja natanko tedaj, ko jeak−ℓ < 1, ta neenakost pa velja
natanko tedaj, ko velja bodisia > 1 in k − ℓ < 0 bodisia < 1 in k − ℓ > 0.
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Torej velja, da jeak < aℓ natanko tedaj, ko je bodisia > 1 in ℓ > k bodisi
a < 1 in ℓ < k.

14. Če jea = 1 ali jeℓ = k, je ǒcitnoak
= aℓ. Če jea , 1 in jeℓ , k, je po tǒcki

13.,ak
, aℓ. Tako smo dokazali, da jeak

= aℓ natanko tedaj, ko jea = 1 ali
ℓ = k.
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