POTENCE Z REALNIM EKSPONENTOM

Definicija 1 Najbo a> 0in x € R. Tedaj je potenca’adefinirana s formulo

a* = lim a%,

n—oo

kjer je q poljubno konvergentno zaporedje racionalnitvét¢ako da je

lim g, = x.

nN—oo

Vaja 2 Resite spodnje naloge.

1. Naj bosta a> Oter g € Q in naj bo p konvergentno zaporedje racionalnih
Stevil. Dokazite, da je tedaj

(lim aP)9 = lim aP9,

N—oo N—oo

2. Naj bosta a> Oter x € R in naj bo b poljubno zaporedje (ne nujno racio-
nalnih Stevil), tako da jéim b, = x. Dokazite, da je tedaj
N—oo

lim a* = a*.

n—oo

3. Naj bodo a> Oter x,y € R in naj bo p zaporedije racionalnih Stevil, tako
dajelim p, = x. Dokazite, da je tedaj
n—oo

lim &P = &,

n—oo



Trditev 3 Naj bosta ab > 0. Tedaj so za poljubna,¥ € R naslednje trditve

resnicne.
1. a-a =a*".
X

2. 1 = (}) =a*
ax a

3. & a.
ay

4. (@)Y =aY.

5. &-b*=(a-h)*
a* a\x

6. & - (—) .
bx b

10.
11.

12.
13.

14.

EEl

. Neenakost’a> 1 velja natanko tedaj, ko je bodisia 1 in x > 0 bodisi

a<linx<O.

Neenakost’a< 1 velja natanko tedaj, ko je bodisia 1in x < 0 bodisi
a<linx>D0.

Enakost &= 1 velja natanko tedaj, ko je a 1 ali x = 0.

Neenakost*a< b* velja natanko tedaj, ko je bodisia b in x > 0 bodisi
a>binx<0.

Enakost &= b* velja natanko tedaj, kojea b ali x = 0.

Neenakost*a< & velja natanko tedaj, ko je bodisia 1iny > x bodisi
a<liny<x.

Enakost &= &’ velja natanko tedaj, ko jea lali x =y.

Dokaz. Naj bodox,y € R in a,b > 0 poljubni.

1.

Naj bostap in q zaporedji racionalnitstevil, tako da je limp, = x in
n—oo
lim g, =y. Tedaj je
n—oo
a“-a = limaP- lima™ = lim@@™ - a") = lim aP*™% = "
n—oo n—oo N—oo n—oco

in enakos\* - @ = a**Y je dokazana.

2



2. Naj bop zaporedje racionalnistevil, tako dajen limp, = x. Tedaj je

1\ {1\ 1\ 1\
ax-(—) = lim a™lim (—) = lim (ap" . (—) ): lim (a- —) = lim 1 = 1.
a n—oo n—oco \ A n—oo a n—oo a n—oco
1 (1) . s
Zato je— =|—] . Ker jeSe po t@ki 1.
ax a
a¥-aX= X+H(=X) _ a¥* = a0 -1

. .1
smo dokazalge, daje{; =a’

3. Kerje

aX
5 —a¥.-ay =gty = a<y,

. a
je tako enakostg = a*”¥ dokazana.
4. Naj bostap in q zaporedji racionalnitstevil, tako da je limp, = x in
n—oo
lim g, =y. Tedaj je
n—oo
(@)Y = lim (lim aP)dm,
m—oo N—oo

Za vsako naravnétevilomje (glej vajo 2 primer 1.)

(lim aP)% = [im gPan

n—oo nN—oo
in je zato (glej vajo 2 primer 3.)

@)Y = lim (lim aP) = |im a* = a*y

m—oo N—oo m—oo

in enakost &)Y = a*¥ je dokazana.

5. Naj bop zaporedje racionalnistevil, tako dajen limp, = x. Tedaj je
a*-b*=limaP - lim b = lim (@™ - b™) = lim(a- b)™ = (a- b)*
nN—oo n—oo n—oo N—oo

in enakosk” - b* = (a- b)* je dokazana.

6. Kerje

. a*  ray
je enakostg = (t_)) dokazana.



7.

10.

11.

12.

Ker je

B =g

b

-X X
je enakos(g) = (t—)) dokazana.
b a

. Naj bop zapored)e racionalnistevil, tako dajen limp, = X. Naj boa* > 1.

Tedaj je
a¥>1 < IlmaP>1

nN—oo

NajboL = lim a™. Tedaj jeL > 1 natanko tedaj, ko obstajg € N, tako da
n—oo

za vsako naravnstevilon > ng velja, da jea®™ > 1. Po trditvi o potencah

z racionalnimi eksponenti (&&a 8.) je to ekvivalentno temu, da je za vsak
n > ng velja bodisia > 1 in p, > 0 bodisia < 1 in p, < 0. Recimo, da
je r!l_To P = x = 0. Tedaj je lim_ a” = a° = 1—protislovje. Tako smo
dokazali, da velja neenakost > 1 natanko tedaj, ko je bodisi > 1 in
x> 0 bodisia< 1inx < 0.

. Naj bop zaporedje racionalnibtevil, tako da je limp, = x. Naj boa* < 1.
n—oo

Tedaj je
<l < Ilmah<1

nN—oo

Naj bolL = rI}im aP. Tedaj jeL < 1 natanko tedaj, ko obstajg € N, tako da

za vsako naravnétevilon > ng velja, da jea™ < 1. Po trditvi o potencah

z racionalnimi eksponenti (é&a 9.) je to ekvivalentno temu, da je za vsak
n > ng velja bodisia > 1 in p, < 0 bodisia < 1 in p, > 0. Recimo, da
je r!l_)ﬁ; pn = X = 0. Tedaj je lim_. a*™ = a° = 1—protislovje. Tako smo
dokazali, da velja neenakoat < 1 natanko tedaj, ko je bodisi > 1 in

X < 0 bodisia< 1inx> 0.

Cejea=1alix =0, tedaj je @itnoa* = 1. Ce jea # 1 inx 0, sledi izze
dokazanih tok 8. in 9., da jea* # 1. Tako je trditev dokazana.
Ker je )
X
a<b = i<1 — (9) <1,
bx b
velja po t&ki 9. neenakost* < b* natanko tedaj, ko je bodisi < b in
x> 0 bodisia> bin x < 0.
Ker je

a=ph = —=1 = (—):1,



velja po t&ki 10. enakosé* = b* natanko tedaj, ko ja=bali x = 0.

13. Kerje

X

A<d = 5<1 = aV<«l,

velja po t&€ki 9. neenakos®* < & natanko tedaj, ko je bodisi > 1 in
y > xbodisia< 1liny < x.

14. Ker je

X

= = —=1 = av=1,
ay

velja po t&ki 10. enakosé* = & natanko tedaj, koja=1alix=y.



