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Predgovor

Pric¢ujoce delo je zastavljeno kot skripta pri predmetu Vektorji in matrike na prvi
bolonjski stopnji studijskega programa Matematika na Fakulteti za naravoslovje
in matematiko in je nastalo na podlagi priprav na predavanja. Linearna algebra
je po bolonjski prenovi na studiju matematike razdeljena med predmeta Vektorji in
matrike in Linearna algebra. Prvi predmet pokrije osnove linearne algebre, vektorski
in matri¢ni racun, in je pomemben temelj za nadaljnje delo pri drugem predmetu.
Samo delo tako sestavlja pet poglavij: geometrijski vektorji, vektorji v R", matrike,
sistemi linearnih enacb in determinanta.

Tematika linearne algebre je obravnavana v veliko knjigah in u¢benikih. Po-
samezni avtorji imajo razlicne pristope k obravnavani tematiki, razlicen vrstni red
podajanja snovi in razlicen nivo zahtevnosti. V nobenem delu pristop in vrstni red
obravnave ne sovpada z uporabljenim pri predmetu Vektorji in matrike. Zato sem
pri pripravi dela imel primarni cilj Studentom zagotoviti vir, ki sledi podajanju snovi
na predavanjih. Po drugi strani na ustnih zagovorih teorije premnogokrat opazam
pomanjkljivo znanje in nerazumevanje osnovnih pojmov. Zato upam, da bo knjizica
studentom omogocala kvaliteten samostojen studij. Za utrditev teorije je nujno
potrebno predelati kaksno kvalitetno zbirko nalog, priporocam gradiva [1, 2, 3].

Pri podajanju snovi se v ¢im ve¢jem moznem obsegu drzim matematicne korek-
tnosti. Zato je glavnina vseh rezultatov tudi dokazanih. Nekateri rezultati so podani
kot dejstva, brez dokazov, ker bodisi tematika presega nivo zahtevnosti bodisi bodo
obravnavani pri predmetu Linearna algebra bodisi so njihovi dokazi tehni¢no zaple-
teni in zamudni. Pozoren bralec bo v delu zagotovo nasel kaksno nedoslednost, ki
izhaja iz dejstva, da je gradivo namenjeno studentom na zacetku sStudija, kjer je
smiselno kaksno strogo formalnost tudi izpustiti.

Delo ne vsebuje originalnih prispevkov ali pristopov k podrocju linearne algebre.
Lasten je v doloceni meri le izbor in sama predstavitev obravnavane snovi. Pri
pripravi gradiva sem se zgledoval predvsem po ucbenikih [4, 5, 6, 7] in zbirkah
nalog [1, 2, 3]. Prav tako sem uporabljal zapiske predavanj profesorjev dr. Sandija
Klavzarja in dr. Dusana Pagona, ki sta pred mano predavala predmet Linearna
algebra, in pri katerih sem vrsto let kot asistent vodil vaje.

Na koncu bi se iskreno zahvalil recenzentoma prof. dr. Dusanu Pagonu in prof.
dr. Tatjani Petek za natancen pregled dela in popravke. Zahvala gre tudi Majdi
Mariji Lesjak za lektoriranje besedila in sodelavcema dr. Bojanu Hvali in dr. Samu
Repolusku za nasvete pri uporabi programa GeoGebra.



Poglavje 1

Geometrijski vektorji

Poglavje obravnava geometrijske vektorje v prostoru R?®. Geometrijski vektor pred-
stavimo z usmerjeno daljico, ki v prostor ni togo umescena, ampak se lahko vzpore-
dno premika. V prvem podpoglavju najprej na mnozici R? definiramo sestevanje tock
in mnozenje tock z realnimi Stevili. Tako pridemo do pojma vektorskega prostora
in vektorjev. Vektorje identificiramo z usmerjenimi daljicami, katerih zacetna tocka
je vezana na izhodis¢e koordinatnega sistema v R3. Z uporabo ekvivalenéne relacije
na usmerjenih daljicah nazadnje vpeljemo Se geometrijske vektorje. V drugem pod-
poglavju spoznamo osnovne pojme iz teorije vektorskih prostorov, kot so linearna
kombinacija, linearna neodvisnost, baza prostora, in si ogledamo uporabo linearne
kombinacije v geometriji. V nadaljnjih podpoglavjih obravnavamo lastnosti skalar-
nega, vektorskega in meSanega produkta vektorjev. Vsi omenjeni produkti imajo
nazoren geometrijski pomen in so uporabni v analiti¢ni geometriji in fiziki. Naza-
dnje spoznamo §e osnove analitiéne geometrije v R3, kjer je poudarek na enacbah
premic in ravnin v prostoru. Prav tako nas bo zanimal medsebojni odnos objektov
v prostoru: tocka, premica, ravnina in njihove medsebojne oddaljenosti.

1.1 Definicija in osnovne racunske operacije

7Z R oznacimo mnozico realnih stevil. Realna stevila predstavimo s tockami na

premici, ki se imenuje realna os. Pri tem dolo¢imo izhodisée in enotsko dolzino, glej
sliko 1.1.

Slika 1.1: Realna os

Vsaka tocka A na realni osi je potem natanko dolo¢ena s koordinato x € R, kar
ozna¢imo z A (z). Naj bo R? = R x R ={(z,y)|z,y € R} mnoZica vseh urejenih

8



parov realnih §tevil. Mnozico R? predstavimo s toékami v ravnini.

os Y
A(z,y)
y .................................. °
1
0 1 T oszx

Slika 1.2: Ravnina R?

V kartezicnem koordinatnem sistemu, ki ga tvorita dve med seboj pravokotni re-
alni osi (abscisna os x in ordinatna os y), je vsaka tocka A na ravnini natanko
dolo¢ena s koordinatama z,y € R, kar oznacimo z A (x,y). Nadalje, naj bo R? =
{(z,y, 2)|z,y, z € R} mnozica vseh urejenih trojic realnih stevil. Geometrijsko mno-
zico R? predstavimo s tockami v prostoru.

Slika 1.3: Prostor R?

Kartezicni koordinatni sistem v prostoru doloc¢ajo tri medsebojno pravokotne realne
osi; zraven osi  in y imamo Se aplikatno os z. Toc¢ka A (z,y, z) v prostoru je torej
dolocena s tremi koordinatami z,y, z € R.

Izhodisce koordinatnega sistema v prostoru oznacimo z O (0,0, 0). Dogovorimo
se, da bomo v nadaljevanju tocke in njihove koordinate v prostoru oznacevali na
nacin: A (aq,aq,a3), B (by,by,b3), C(c1,c,¢3). V dolo¢enih primerih tudi krajse
(a1, as,az), (by,b2,b3), (c1,co,c3). Mnozico R? opremimo z osnovnima ra¢unskima
operacijama, ki se imenujeta sestevanje tock in mmnozenje tock z realnimi Stevili.
Dani operaciji sta definirani na naslednji nacin:



e seStevanje + : R3 x R? — R3:

A (al,ag,&g) ,B (bl,bQ, bg) € RS, potem (A -+ B) (a1 -+ bl,GQ -+ bg,ag + bg) ali
A+ B = (a1, as,a3) + (b1,b2,b3) = (a1 + by, as + be, a3 + b3) ;

e mnoZzenje z realnimi Stevili (skalarji) - : R x R? — R3:

A ER, Alay,ay,a3) € R potem (M) (Mai, Aag, Aas) — ali
A =)\ (al, asg, (13) = (/\Cll, )\(12, )\ag) .

Vidimo, da je sestevanje tock v prostoru definirano z obi¢ajnih sestevanjem ena-
koleznih koordinat. Z realnim skalarjem A tocko v prostoru pomnozimo tako, da z A
pomnozimo vsako koordinato. Opomnimo, da lahko podobno kot v prostoru tudi v
ravnini definiramo operaciji seStevanje in mnozenje z realnimi skalarji. Na premici
pa se operaciji ujemata z obi¢ajnim seStevanjem in mnozenjem realnih stevil.

Trditev 1.1. Za sestevanje tock v R veljajo naslednje lastnosti:
S1 A+B=DB+ A za vse A, B € R3.
S2(A+B)+C=A+(B+C) zavse A,B,C € R,

S3 Obstaja O € R?, da je A+ O = A za vsak A € R3.
S4 Za vsak A € R?® obstaja —A € R3, da je A+ (—A) = O.

Opomba 1. Lastnosti, ki jim zadosca seStevanje tock v R3, so: S1 zakon o za-
menjavi ali komutativnost, S2 zakon o zdruzevanju ali asociativnost, S3 obstoj
nevtralnega elementa, S4 obstoj nasprotnih elementov.

Opomba 2. Z A — B ozna¢imo razliko tock A in B. Opomnimo, da je odstevanje
tock pristevanje nasprotnega elementa; torej A — B = A+ (—B) oziroma

A—-B= (a1,a2,@3) - (bl,bQ,b:a) = (al —bi,a3 — by, a3 — b3) .

Dokaz trditve 1.1. Naj bosta A (ay,as,as) in B (by, by, b3) poljubni tocki iz R3.
Upostevajo¢ komutativnost sestevanja v realnih stevilih, lahko zapisemo

A+ B = (a1 +by,a9 + by a3+ b3) = (by + a1,by + as, b3 +a3) = B+ A

in komutativnost seStevanja je dokazana. Da je seStevanje tock v R?® asociativno,
dokazemo podobno, pri tem upostevamo asociativnost sestevanja v R. Nevtralen
element za sestevanje je O = (0,0,0) (izhodisce koordinatnega sistema), ker za
vsako tocko A velja

A + 0= (al, asg, (13) + (O, 0, 0) = (Cbl, asg, ag) = A.
Za vsak A (ay,as,a3) oznaéimo z —A = (—ay, —ag, —agz). Potem velja
A+ (—A) = (a1, az2,a3) + (—ay, —ag, —az) = (0,0,0) = O

in —A je nasproten element od A. O

10



Naj bosta A, B tocki v R? ali R? ali R. Usmerjena daljica 1@ reCemo ureje-
. Geometrijska

nemu paru tock (A, B), kjer je A zacetna tocka in B koncna tocka
upodobitev usmerjene daljice je prikazana na sliki 1.4.
B

—
AB

Slika 1.4: Usmerjena daljica
Zaradi

Usmerjene daljice so uporabne pri predstavitvi geometrijskega modela seStevanja

tock. Vse zapisane lastnosti operacij v R3 analogno veljajo tudi v R2.
nazornejSe predstave bomo zato v naslednjih zgledih delali s tockami v ravnini.

Zgled 1. Dani sta tocki A (1,4) in B (3,1). Tedaj je
A+ B=(14)+3,1) = (4,5);
—1);

—-B=-(3,1) = (-3,
A—B=(1,4)—(3,1) =(-2,3)
Vse dane tocke so prikazane na sliki 1.5.
Y
A+ B
A,’,,"”l
49 -7 /
A-B __.-- /
/ OA y
/ 2 1
; 0B~ 5
/* O 2 4 €T
O(=B)
—2

Slika 1.5: Sestevanje tock

e
Geometrijski model: Identificiramo tocko A z usmerjeno daljico OA in tocko B z
usmerjeno daljico O? . Potem je A+ B konc¢na tocka usmerjene daljice z zacetkom v
izhodiscu O in predstavlja eno od diagonal paralelograma, dolo¢enega z usmerjenima

daljicama OA in OB.
11



Trditev 1.2. Za mnoZenje tock v R® z realnimi skalarji veljajo naslednje lastnosti:
M1 XA+ B)=XA+AB zavse A€ R in A, B € R?;
M2 (A +pu) A=A A+ pA za vse \, p € R in A € R?;
M3 (M) A= X\(pA) za vse A\, u € R in A € R3;
M4 1A = A za vsak A € R3.

Dokaz. Naj bosta A (ay, as,a3) in B (b, be, b3) poljubni tocki in A € R. Upostevajoc
definicijo seStevanja in mnoZenja z realnimi skalarji v R? ter distributivnost, ki
povezuje operaciji sestevanja in mnozenja v R, lahko zapisemo:

)\(A‘FB) :)\(a1+bl,a2+b2,a3+b3) = ()\(&1+b1),>\(a2+b2),)\(&3+bg))
= (/\Cll + /\bl, )\CLQ + )\bQ, )\CL3 + /\bg) == ()\al, )\CLQ, /\(13) -+ ()\bl, )\bg, /\bg)
=\ (al,ag,ag) + A (bl, bg,bg) = A+ \B.

Zato M1 velja. Podobno dokazemo Se lastnost M2:

A+p)A=((A+p)ar, A p) ag, A+ p) az) = (Aay + pag, Aag + pag, Aag + pas)
= (Aa1, Aag, Aag) + (pay, pag, pag) = ANA + pA

in M3, kjer upostevamo asociativnost mnozenja v R:

(Aw) A= (M) ar, (Ap) az, (M) az) = (A (pay) , A (paz) , A (pasz))
= A(pay, pag, pag) = A (p (a1, az, az)) = A (pA) .

Da velja M4, je ocitno. 0

Zgled 2. Naj bo A(4,2). Potem je 24 = (8,4) in —3A =  (—A) = (=2, -1).

Y 2A
4
A
2 JREAEE
OA
-2 0 2 4 6 8 x
1
34 —2

Slika 1.6: Mnozenje tocke s skalarjem

Geometrijski model: Naj bo X > 0. Ce identificiramo tocko A z usmerjeno daljico
OA, potem je A\A koncna tocka usmerjene daljice, ki smo jo dobili z raztegom (A >

1) ali s skréitvijo (A < 1) usmerjene daljice OA za faktor A. V primeru, ko je

12



A < 0, uporabimo opisani postopek, kjer nadomestimo tocko A z njeno nasprotno
vrednostjo —A in A nadomestimo z |A|.

Definicija. Mnozica V, ki je opremljena z operacijama + : V x V — V (seStevanje)
in-:RXxV — V (mnozenje z realnimi skalarji) in zadosca lastnostim S1-54 in
M1-M4, se imenuje realen vektorski prostor. Elementi vektorskega prostora V' so

vektoryi.

Zato je R3, opremljen s seStevanjem in mnozenjem s skalarji, zgled vektorskega
prostora. Vektor v R? je torej urejena trojica A (ay,as,as) ali (a1, as,a3) in ga
geometrijsko predstavimo z usmerjeno daljico OA z zacetkom v O in koncem v A.
Ker bi zeleli vektor vzporedno premikati po prostoru, bomo to formalno definirali.

Definicija. Usmerjeni daljici E in @ sta ekvivalentni, oznaka zﬁ ~ @, ce je
B—-A=D-C.

Yy . B
AB ! — —
A ! AB ~ CD
/ ,' —_— -
1 / AB ~ EF
II [I
! 1
! 1
! 1
F-F ! 'B-A=D-C
/ / \\\\
/ RN
/ //(5\\ \\\ X
o — ’ RN IR
F‘%‘/// ~. . yD
E c

Slika 1.7: Ekvivalentnost usmerjenih daljic

Geometrijsko sta usmerjeni daljici 1@ in C@ ekvivalentni, ¢e lahko @ dobimo
iz 1@ z vzporednim premikom. Namre¢, ker je B— A = (B — A) — O, je 1@ ~
O(B — A). Podobno velja tudi CD ~ O(D — Y. Zato je enakost B—A=D—C
izpolnjena natanko tedaj, ko usmerjeni daljici O(B — Aj in O(D — 05 sovpadata.
To pomeni, da lahko @ dobimo iz E z vzporednim premikom. Relacija ~ ima
naslednje lastnosti:

Trditev 1.3. Relacija ~ je ekvivalencna relacija; to pomeni, da za poljubne tocke
A, B,C,D,E, F velja:

(1) AB ~ A (refleksivnost),

(17) AB ~CD = CD ~ AB (simetricnost),

(117) AB ~CDACD ~EF = AB ~ EF (tranzitivnost).

13



Dokaz. Refleksivnost in simetri¢nost relacije ~ sledita neposredno iz definicije.
Preverimo samo tranzitivnost. Naj velja AB ~ CD in CD ~ EF. Potem je
B—A=D—-CinF—E=D—-C. Zatojetudi B— A= F — Ein AB ~ EE. O

Oznac¢imo z [@] = {@ | AB ~ @} mnozico vseh usmerjenih daljic, ki so
ekvivalentne usmerjeni daljici AB. Ta mnozica se imenuje ekvivalencni razred s

predstavnikom AB. Ekvivalenéni razred [E] vsebuje neskonéno usmerjenih daljic;
vsaka tocka v prostoru je zacetna tocka neke usmerjene daljice, ki je ekvivalentna

usmerjeni daljici AB. Dva ekvivalenéna razreda usmerjenih daljic sta enaka [AB]| =

[C@] natanko tedaj, ko sta njuna predstavnika ekvivalentna AB ~ Cﬁ, sicer pa
nimata skupnih elementov.

Definicija. Ekvivalencni razred [E] je geometrijski vektor.

Y B
a —
A i@ = [AD]
a L —
o } b~ [CD]
E a w&
O z
C

Slika 1.8: Geometrijska vektorja a in b

Geometrijski vektorji so torej ekvivalenéni razredi usmerjenih daljic. Geometrijske
vektorje oznacujemo z malimi tiskanimi ¢rkami s puscico: d, g, c. Na sliki 1.8 sta
z nekaterimi predstavniki prikazana geometrijska vektorja @ = [AB] in b = [CD].
Pod pojmom geometrijskega vektorja si tako predstavljamo usmerjeno daljico, ki se
lahko po prostoru prosto vzporedno premika.

Ce je 1@ poljubna usmerjena daljica, za predstavnika razreda a = [@] obicajno
izberemo usmerjeno daljico O(B — A) z zacetno tocko O, ki je element R*. Ce
je A € R3 A(ay,as,a3), potem vektor O—1>4 imenujemo krajevni vektor tocke A in
pripadajoci geometrijski vektor oznacimo z

ai
7a = [OA] = | as
as
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Y A
a
B
7_’:4 )/
- /
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7/
/
7/
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7/
7
@) . // €T
'p-A
B—-A

Slika 1.9: Krajevni vektorji

Krajevni vektorji tock A, B in B — A so prikazani na sliki 1.9. Pri tem tudi vidimo,
da sta usmerjeni daljici AB in O(B — A) ekvivalentni.

Geometrijske vektorje bomo zapisovali v obliki stolpca. Elementi, zapisani v
tem stolpcu, se imenujejo skalarne komponente. Vsak geometrijski vektor @ = [AB]
lahko tako izrazimo s krajevnim geometrijskim vektorjem @ = 7g_4. Komponente
geometrijskega vektorja d so dejansko koordinate koncne tocke, ko je njegova zacetna
tocka izhodisce O.

7 geometrijskimi vektorji algebrai¢no ra¢unamo tako, kot smo s tockami v R3:

aq by a; + by a, Ay
C?—sz as | + b2 = a2+b2 ) A= A as| = )\0,2
as b3 as + bs as A\as

Geometrijsko jih lahko sestevamo tako, da z vzporednim premikom dosezemo sovpa-
danje koncne tocke a z zacetno tocko b. Geometrijski vektor, katerega zacetna tocka
je enaka zacetni tocki @ in konéna tocka enaka koncni tocki b, predstavlja vsoto @+ b.

b
a a
a+b A%
. ub
b

Slika 1.10: Sestevanje geometrijskih vektorjev
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Zaklju¢imo to poglavje z nekaterimi opombami in dogovorom.
1. Iz slike 1.9 je razvidno, da je @ =rg_4 =7 — T4.

2. Neformalno omenimo, da ima vsak geometrijski vektor smer in dolzino, s ka-
terima je natancéno dolocen; glej sliko 1.11. Dolzino vektorja @ oznac¢imo z
|d|. Vektorja a@ in b imata isto smer takrat, ko ob vzporednem premiku v iz-
hodiséno tocko njuni koncni tocki lezita na istem poltraku iz izhodiséa. Na
primer, geometrijski vektor A\@ ima dolzino |A||@| in smer enako smeri @, ¢e
je A > 0, in smer enako kot —da, ¢e je A < 0. Pri tem omenimo Se, da smer
ni¢elnega vektorja 0 = [AA] ni dolocena.

3. Naj bosta
aq bl
a= (05} in g: bg
as b3

geometrijska vektorja. Enakost @ = b lahko opisemo na ve¢ nacinov:
(1) b dobimo iz @ z vzporednim premikom;
(ii) vektorja @ in b imata isto smer in dolzino

(7i1) komponente vektorjev sovpadajo, to pomeni a; = by, ay = by, az = bs.

smer

ST

Slika 1.11: Dolzina in smer vektorja a

Dogovor. Zaradi poenostavitve zapisa bomo v nadaljnjih poglavjih geometrijske
vektorje krajSe oznacevali z njihovimi predstavniki, torej usmerjenimi daljicami @ =
AB,b=CD, &= EF. Izpuséali bomo oznako za ekvivalenéni razred [ ]. Pravtako
bomo praviloma pri izrazu geometrijski vektor @ izpustili pridevnik geometrijski,
torej bo samo vektor a.

—
Pomni. Geometrijsko je vektor iz R® usmerjena daljica OA z zacetno tocko O
in kon¢no tocko A. Geometrijski vektor predstavlja ekvivalenéni razred usmerjenih

daljic s predstavnikom 1@ ; usmerjena daljica AB se pri tem lahko prosto vzporedno
premika po prostoru.
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1.2 Linearna kombinacija, neodvisnost in baza

Vektorji v R? so osnovni zgled splosne strukture, ki se imenuje vektorski prostor.
Zato bomo v tem podpoglavju spoznali nekatere osnovne pojme iz vektorskih prosto-
rov, kot so linearna kombinacija vektorjev, linearna neodvisnost in baza vektorskega
prostora. Zacnimo z motivacijo:

Naj bo @ vektor iz R®. Vektor @ predstavimo kot urejeno trojico realnih stevil,
zapisano v obliki stolpca. Upostevajo¢ definiciji seStevanja vektorjev in mnozenja
vektorjev z realnimi skalarji, lahko zapisemo

ay ay 0 0 1 0 0
a= Ao | = 0 + |as | + 0 = a1 0 + as 1 + as 0 s
as 0 0 as 0 0 1

kjer so ay, as,az € R. Oznac¢imo vektorje

=)
T
Il
— o o

1
1= 10|, 7=
0

ki geometrijsko predstavljajo krajevne vektorje tock A (1,0,0), B (0,1,0),C (0,0,1)
in dolo¢ajo koordinatne osi kartezi¢nega koordinatnega sistema v R?. Glej sliko 1.12!
Vidimo, da se vsak vektor @ € R? zapiSe kot tako imenovana linearna kombinacija
vektorjev ;,j, k v obliki

a=aii+asj + ask; ay,as,a3 € R.

Mnozica vektorjev {7, 7, E} se imenuje standardna baza vektorskega prostora R3.

as ¢..

ISI

-

Slika 1.12: Bazni vektorji z,j, k
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Vsak vektor @ € R? se na enolic¢en nacin zapise kot linearna kombinacija vektorjev
1,7, k. Denimo, da velja

= alz‘f“ agj—i‘ (1312 = blz—i‘ bgj‘f“ b3]g

Potem je B
(a1—bl)i+(a2—62)j+(a3—b3)k320
oziroma
1 0 0 a; — bl 0
(a1 — bl) 0 + (CLQ — bg) 1 + (CLQ — bg) 0| = a9 — b2 = |0
0 0 1 a9 — b2 0

Zato je a1 = by,as = by, a3 = b3 1n zapls v obliki linearne kombmacue Je enolicen.
Vidimo tudi, da imajo vektorji i, j, k lastnost, da iz )\12 + Xoj + Mk = 0 sledi
A = Ay = A3 = 0. Zato pravimo, da so vektorji i j k linearno neodmsm Visak
vektor @ € R? se enoli¢no zapiSe kot linearna kombinacija treh vektorjev Z, ], k;, zato
pravimo, da je razseznost prostora geometrijskih vektorjev enaka 3.

V nadaljevanju naj bodo @i, @, ..., @, vektorji v R in i, \g, ..., A, realni skalarji.
Definicija. Linearna kombinacija vektorjev dy, s, ..., d, je vektor

= M@y + Aody + -+ - + Ay, (1.1)

kjer so A1, A9, ..., A, € R. Skalarji \; se imenujejo koeficienti linearne vkombinacije.

Linearna kombinacija (1.1) je trivialna, ¢e je Ay = Ay = ... = A\, = 0. Ce je vsaj en

A; # 0, je linearna kombinacija vektorjev netrivialna.

Zgled 1. Naj bodo

1 3 4
61 - 2 ; _’2 - 2 y (73 - 5
3 |1 6
Potem je
2] 9 4 7
a=2a,+3dy—az= (4| + |6| — |5 = |5
6| 3 6 3

Oznacimo z V mnozico vseh linearnih kombinacij vektorjev ay, ds, ..., @,:
V= {/\1671 + Xody + -+ + An5n|>\z S R}

Mnozica V' se imenuje linearna lupina (ogrinjaca) vektorjev dy, da, ..., @, in jo krajse
oznac¢imo z L {d, ds, ..., d,}. Vidimo, da je 0 € V in tudi vsak @; € V. Na mnozici
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V' je naravno definirano sestevanje + : V x V' — V in mnozenje z realnimi skalarji
-2 R x V — V na nacin

(M@ + -4+ Mplp) + (pd@y + -+ -+ fndyn) = (A + 1) @+ -+ (A + ln) @y,
A(Na 4+ Aln) = (AN a1+ -+ (AAL) @

Bralec lahko preveri, da mnozica V', opremljena s seStevanjem in mnozenjem z real-
nimi skalarji, zadosca lastnostim S1-S4 in M1-M4 (glej trditvi 1.1 in 1.2). Zato je
V' vektorski prostor, bolj natanéno recemo, da je V' vektorski podprostor prostora
R3, ker je V C R3.

Definicija. Vektorji @y, ds, ..., @, so linearno neodvisni, Ce je edino trivialna linearna
kombinacija teh vektorjev enaka 0; to pomeni

Ma+ Xolo 4+ Ay =0 = M\ =Xg=---=\, =0. (1.2)

Vektorji dy,ds,...,d, so linearno odvisni, ¢e niso linearno neodvisni. Ce imamo
mnozico {dy,ds,...,d,} linearno neodvisnih vektorjev, pravimo, da je to linearno
neodvisna mnoZzica.

Definicija. Mnozica linearno neodvisnih vektorjev {a;, ds, ...,d,} je baza vektor-
skega prostora V' = L {d, ds, ..., d,} in razseinost tega prostora je enaka n.

Opomba 1. Kdaj so vektorji @y, ds, ..., d, linearno odvisni? Ko obstaja netrivialna
linearna kombinacija, ki je enaka 0; to pomeni

M@y 4 Aoy + -+ + M\, = 0 in obstaja  \; # 0.
Brez izgube za splosnost predpostavimo, da je A; # 0. Najprej zapisemo
)\161 = —A252 — )\nc_in

Ker je Ay # 0, vidimo, da lahko vektor d; izrazimo v obliki linearne kombinacije
ostalih vektorjev

i A2 An Qo + -+ -+ pn@,
a — __a —_— e e — —an = a e na/n.
1 N 9 N Hala w

To hkrati pomeni, da so vektorji dy, ds, ..., a, linearno neodvisni, e se ne izrazajo
med seboj.

Opomba 2. Ce so vektorji ay, ds, ..., d, linearno neodvisni in je b= Ady + Aado +
-+ + A\u@y,, potem so koeficienti \; enolicno dolo¢eni. Predpostavimo, da velja

g: A161+A262+"‘+An5n:ﬂ161+M252+"‘+Mndn
za neke \;, u; € R. Potem je
()‘1 _/Ll)c_il‘*'()v_M2)62+"'+(An_Un)5n :6

in iz linearne neodvisnosti (1.2) sledi zeleni rezultat A\; = 1, Ao = 2, ..oy Ay = fn.
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Zgled 2.

1. V uvodni motivaciji smo videli, da so vektorji i j,lg linearno neodvisni in
tvorijo bazo vektorskega prostora R? = {17 + Ao + A3k|\; € R}.

2. Vektorji

so linearno odvisni, saj je
261—62—43:0.
Lahko zapisemo tudi ds = 2d; — ds.

3. Preverimo, da sta vektorja @; in dy iz prejsnje tocke linearno neodvisna.

Zapisemo
A 0 A
0=XNid1 +Xodo = [ M| + [XNo| = [ M+ Ay
0 A2 A2

Oc¢itno je A\; = Ay = 0 in edino trivialna linearna kombinacija vektorjev a; in
d- je enaka 0. Vektorski podprostor V = {Ad1+A2dz| M\, Ag € R} geometrijsko
predstavlja ravnino, ki poteka skozi izhodisce in vsebuje vektorja ai,ds. Ker
je {d,d>} baza podprostora V', je to dvorazsezen vektorski podprostor.

Slika 1.13: Ravnina, dolo¢ena z O in d;, ds

Vprasanje 1. Kdaj je {a} linearno neodvisna mnozica? Predpostavimo A\@ = 0,
kjer je A € R. Ce je @ = 0, potem je1-0 = 0 in 0 je linearno odvisen vektor.
Ce je @ # 0, potem iz \@ = 0 sledi A = 0 in @ je linearno neodvisen vektor.
Vektorski podprostor p = {Ad|A € R} predstavlja premico, ki poteka skozi izhodisce
in vsebuje @. Vektor @ v tem primeru imenujemo tudi smerni vektor premice p.
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ST

x
Slika 1.14: Premici p in A + p

Baza tega prostora je {@} in razseznost je 1. Enorazsezni podprostori v R? so torej
premice, ki potekajo skozi izhodiscée. Posebej omenimo, da premice, ki ne potekajo
skozi izhodisce, niso vektorski podprostori. Premica A + p = {74 + Ad|A € R}, ki
poteka skozi tocko A v smeri vektorja @, je tako imenovani afini podprostor (glej
sliko 1.14).

IT

Slika 1.15: Ravnina

Vprasanje 2. Kdaj sta vektorja a, | b linearno odvisna? Predpostavimo \a+ ug =0,
kjer je p # 0. Potem lahko vektor b izrazimo z a:

b= —5a‘=ta, t eR.

1

Vektorja @ in b sta linearno odvisna, ko sta kolinearna, lezita na isti premici skozi
O. Vektorja @ in b sta linearno neodvisna, ¢e nista kolinearna. Vektorski podprostor
II={\a+ ,ul;|/\, i € R} geometrijsko predstavlja ravnino, ki poteka skozi izhodisce
in vsebuje vektorja @, b (glej sliko 1.15). Vsak vektor ¢, ki lezi v ravnini I1, se izraza
kot linearna kombinacija ¢ = Ad + ul;. Baza podprostora II je mnozica {d, 5} in
razseznost I je 2. Vidimo, da so dvorazsezni podprostori v R? ravnine, ki vsebujejo
izhodisce.

21



Vprasanje 3. Kdaj so vektorji a, b, € linearno odvisni? Naj bo \a + ,ug—l— ~é =0,
kjer je v # 0. Potem lahko izrazimo vektor ¢

Vektorji a, g, ¢ so linearno odvisni, ¢e so komplanarni, lezijo na isti ravnini. Vektorji
a, l;, ¢ so linearno neodvisni, ¢e ne lezijo na isti ravnini, ki poteka skozi O, in tvorijo
bazo prostora R® = {\d + b + YA w7y € R} Vsak vektor d € R3 se v tem
primeru enoli¢no izraza kot linearna kombinacija d=\a+ ,ub +7¢. Zato je mnozica
{a, b, ¢} baza vektorskega prostora R®. Opomnimo, da baza vektorskega prostora
ni enoliéno dolocena. Kartezi¢éni koordinatni sistem v R? dolo¢a standardno bazo,
urejeno trojico (7, J, k).

Slika 1.16: Baza {a, b, ¢}

Zgled 3. Uporaba linearne kombinacije v geometriji. Dane so tocke A (ay,as,as),
B (b1, b, b3) in C (cy, 2, c3) v R3, ki dolocajo trikotnik AABC. Tezis¢nice trikotnika
AABC se sekajo v razmerju 2 : 1. Tezis¢e ima koordinate

1
—(a2+b2+62),

1
T(§(a1+bl+cl),3

1
g ((13 -+ b3 + 63))

oziroma krajevni vektor tezisca je ip = % (Fa+75+Tc).
Oznac¢imo z @ = @ inb= 1@ , ki sta linearno neodvisna vektorja. Naj bosta

tocki D in F razpolovisci stranic AB in BC. Z uporabo slike 1.17 izrazimo vektor
AT kot linearno kombinacijo vektorjev @ in b na dva nacina

AT = kﬁ_k(wr @) —k(a—l—l(b—a)) :%kd+%k5

n

(1—=1)a+1Ib.

AT = ﬁﬂ?:;ﬁl(é—%@)

1
2
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Slika 1.17: Tezisce trikotnika AABC

Zato je
1 1
3
2"t 3
Ce dano enakost pomnozimo z 2 in preuredimo, sledi

(1—k—1a+(2l—k)b=0.

| -
kb= (1=Dd+1b.

Ker sta a, b linearno neodvisna vektorja, je
1—k—101=0 in 20—k=0.

Resitev danih enacb je k =2/3 in [ = 1/3. To pomeni AT = 2/3@, TE = 1/3@
in AT . TE =2: 1. Na koncu izrazimo se krajevni vektor tezisca. Upostevajmo, da
jed =7 — T4 in b =7c — Ty, in dobimo zeleni rezultat
S S I R B 1,, .
T:TA—i—ﬁ:TA—f—ga—f—gb:TA-i-g(TB—T’A)-i-g(Tc—TA)

w

1.3 Skalarni produkt

V tem podpoglavju definiramo skalarni produkt geometrijskih vektorjev in obrav-
navamo njegove lastnosti ter uporabo. Zacnimo z definicijo:

Definicija. Naj bosta @ = a12ﬁ+ﬁa2jﬁ'+ a3/2 inb= bJ—I— bgj—F b3/2 vektorja iz R3.
Tedaj je njun skalarni produkt a - b definiran z

a- 5: albl + &ng + CL3b3.

Iz definicije sledi, da je skalarni produkt vektorjev preslikava - : R? x R® — R, ki
danima vektorjema priredi realno stevilo. Osnovne lastnosti skalarnega produkta
so opisane v naslednji trditvi. Omenimo, da se podobne vrste preslikav v linearni
algebri imenujejo forme.
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Trditev 1.4. Za skalarni produkt velja:
(i) @-d >0 za vsak @ € R? in @ - d = 0 natanko tedaj, ko je @ =0;
(i)y@-(b+3) =a-b+a-czavsed,b,c e R3;
(i11) )\Ez’) b= )\(a b) za vse @, beR3 \eR;

Dokaz. Uporabimo obicajni zapis vektorjev @, b, & po komponentah. Dokazimo (7).
Ker je

ai ai
> = _ 2 2 2
a-a= (az| - |az| = aj+ ay+ as,
as as

velja @-a > 0 in @ - @ = 0 natanko tedaj, ko je a; = ay = a3 = 0 oziroma a = 0.
Preostale tocke preverimo neposredno z racunom.

(i)

. aq bl C1 ay bl +
a<b+a: as| - b2 + |co = |asg| - b2+CQ
as bg C3 as b3 + C3

= a1 (b1 + c1) + az (by + c2) + a3 (bs + c3)
= (albl + a2b2 + agbg) + (alcl + ascy + (1303)

—d-b+a
(i4i)
. Aay by -
()\C_I:) . h= )\CLQ . b2 = )\albl + )\a2b2 + )\a3b3 A(Ei )
)\ag bg

a- l;: albl +agbg+a3bg = blal +b2a2—|—b3a3 = g a

Opomba 1. Skalarni produkt je simetri¢en (iv), zato veljata tudi

(i) (@+0b)-G=ad-C+Db-Cravsed,b,écR?,

(iid)" @~ (Ab) = A(@- b) za vse @,b € R3, A € R.
To pomeni, da je skalarni produkt aditiven po obeh komponentah (lastnost (ii) in
(7)") in homogen po obeh komponentah (lastnost (ii) in (4ii)").

Opomba 2. Za bazne vektorje ﬁ, _’, k velja

ii=j-j=k-k=1 in i-j=j-k=1-k=0. (1.3)
Vektorii i, J, k imajo lepo geometrijsko lastnost; so med seboj paroma pravokotni
vektorji in njihova dolzina je enaka 1. Videli bomo, da sta omenjeni lastnosti dejan-

sko opisani z enakostmi (1.3). Skalarni produkt v praksi uporabljamo za ra¢unanje
dolzin vektorjev in razdalj med toc¢kami v R? ter racunanje projekcij in kotov.
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Norma vektorja

Naj bo @ = a1+ asj + ask vektor iz R®. Norma ali dolzina vektorja @ je definirana

s predpisom
|d| = Vd-d=\/a} + a3+ a3 (1.4)

Dana definicija je utemeljena s Pitagorovim izrekom. Zaradi pravokotnosti, glej sliko
1.18, sledi |@]? = d* + a2 = a} + a3 + a?.

z
as o
a
04
d\\\ - a9 Y
a1

Slika 1.18: Norma vektorja

Trditev 1.5. Norma | | : R® = R ima naslednge lastnosti:
(i) |d@| > 0 za vsak a € R3;
(1) |d| = 0 natanko tedaj, ko je d = 0,
(iii) |Aa@| = |\||@| za vse @ € R3, X € R;
(iv) |@+b| <|d| +|b| za vse @,b € R3.

B

Slika 1.19: Trikotniska neenakost

Norma | | je pozitivno definitna, zadosca lastnostima (¢) in (7). Dani lastnosti
sledita neposredno iz definicije (1.4). Norma je absolutno homogena, ima lastnost
(i), ki jo preverimo neposredno z racunom |[Ad@| = +/(A\a@) - (A\@) = /\2(a-a@) =
|A| |@|. Lastnost (iv) se imenuje trikotniska neenakost in jo ponazarja slika 1.19.
Norma vsote vektorjev |@ 4 b| ne presega vsote norm |@| in |b]. Formalni dokaz
trikotniske neenakosti norme bomo podali v nadaljevanju po posledici 1.8.
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Naj bosta A (ay,as,as), B (bi, by, bs) € R3. Tedaj je njuna razdalja dolotena z

4(A,B) = [AB| = | — 7al = /(b1 — a1)* + (b — ) + (bs — ). (15)
Pri tem 774 in g oznacujeta krajevna vektorja tock A in B.

Trditev 1.6. Razdalja d : R? x R® — R ima naslednje lastnosti:
(i) d(A,B) >0 za vse A, B € R?;
(17) d (A, B) = 0 natanko tedaj, ko je A = B;
(i17) d(A, B) = d (B, A) za vse A, B € R3;
(iv) d(A,B) < d(A,C)+d(C,B) za vse A, B,C € R3.

Razdalja d je pozitivno definitna (lastnosti (i) in (i7)), simetri¢na (lastnost (#ii))
in zadoséa trikotniski neenakosti (lastnost (iv)). Ker prve tri lastnosti sledijo nepo-
sredno iz definicije (1.5), preverimo samo trikotnisko neenakost. Pri tem uporabimo
trikotnisko neenakost, ki ji zados¢a norma:

d(A,B) =|Fy — 7| = |(Fa — Tc) + (Fc — TB)]
Opomba 3. Norma, ki smo jo definirali v (1.4), je tako imenovana evklidska norma.
To je obic¢ajna vektorska norma. Lahko definiramo tudi neevklidske norme, presli-
kave | | : R® — R, ki zados¢ajo lastnostim iz trditve 1.5. Bralec lahko premisli, da

sta
\d|, = |a1| + |ag| + |as| in @] = max{|ai],]|as|, |as|}

primera norm na vektorskem prostoru R?. Podobno je z (1.5) definirana evklidska
razdalja. Metrika ali razdalja je v sploSnem vsaka preslikava d, ki zadosc¢a lastno-
stim iz trditve 1.6. Poznamo tudi neevklidske razdalje, na primer omenimo dve, ki
izhajata iz norm | |1 in | |e:

dy (A, B) = |Fa — |y = |b1 — ax| + |by — aa| + |b3 — a3,
doo (A, B) = |FA — FB|oo = max{|b1 — CL1| s |b2 — CL2| s ‘bg — CL3|}.

Projekcija in pravokotnost

Skalarni produkt uporabljamo tudi za racunanje projekcij vektorjev, ugotavljanje
pravokotnosti in ra¢unanje kotov. Temeljni geometrijski pomen skalarnega produkta
je podan v naslednjem izreku:

Izrek 1.7. Naj bosta a in b geometrijska vektorja, potem velja
@-b=|al|b|cose,

kjer je o € [0, ] kot med vektorjema @ in b.
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Dokaz. Vektorji @, b in @ — b dolocajo trikotnik, glej sliko 1.20. S ¢ = £(a, g)
ozna¢imo kot, doloc¢en z vektorjema a in b. Po kosinusnem izreku velja
@ —b” = |al* + [b]” — 2 a] [¢] cos .

Po drugi strani je

@b = (@—b)-(@-b)
=d-d—ab-b-a+b-b
= |al* —2(a@-b) + [b]”
S primerjavo danih enakosti sledi Zeleni rezultat @ - b = || |b] cos ¢ O

Slika 1.20: Trikotnik, dolo¢en z @ in b

Opomba 4. Naj bo x predznacena dolzina projekcije vektorja b na nenicelni vektor
d. Predznacenost dolzine pomeni, da je z > 0, ko je ¢ € [0,7/2], in < 0 v primeru
o € [r/2,7]. Ker je z = |5| cos ¢, vidimo, da je skalarni produkt vektorjev @ in b
enak produktu dolzine vektorja @ in predznacene dolzine projekcije vektorja b na a,
to pomeni
b=l

Podobno, ¢e oznac¢imo z y predznaceno dolzino projekcije vektorja @ na l;, velja
y = |d@|cospin @-b=|bly.

Slika 1.21: Projekciji x in y
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Opomba 5. Naj bosta @ in b nenicelna vektorja in ¢ = £(d,b). Potem velja

SIi
S

CoS p = (1.6)

aSall

SI

Posledica 1.8 (Neenakost CSB; Cauchy-Schwarz-Bunjakovski). Za wse vektorje
a,b € R velja B B
ja@- b < lal|b].

Enakost velja natanko tedaj, ko sta vektorja d in b kolinearna.

Dokaz. Posledica sledi iz izreka 1.7, kjer upostevamo, da je ]cos go| < 1. Enakost
@ - b| = |d||b] je otitno izpolnjena v primeru, ko je @=0alib=0alicosp = +1.
Natanko tedaj sta vektorja @ in b kolinearna; b= \d@ za neki \ € R. O

Dokaz trditve 1.5, tocka (iv). Dokazimo trikotnisko neenakost za vektorsko
normo: za poljubna vektorja @, b velja |@ 4 b| < |@| + |b|. Ce upostevamo neenakost
CSB, lahko zapisemo

- —

G+b2=(@+0b)-(@+b)=a-a+2@-b)+b-b
< |af* + 2| - b] + [b]* < |a]* + 2(al|b] + [b]* = (Ia] + [b])”.
Zato lahko zakljucimo |@+ b < |a| + |b]. 0

Pravimo, da sta Vektorja a in gpmvokotna ali ortogonalna ¢e je a- b=0. Ce Jje
dalib -enak 0, je seveda @ - b= 0. Zato je vektor 0 pravokoten na vsak vektor. Ce
sta @, b nenicelna vektorja, je @ - b = || |b| cos ¢ = 0 natanko tedaj, ko je cos ¢ = 0
oz. ¢ =m/2.

Zgled 1. Dolo¢imo, koliksen kot tvori telesna diagonala kocke z osnovno ploskvijo.

H G

Slika 1.22: Kocka
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Kocka ABCDEFGH, ki je prikazana na sliki 1.22, nam doloca bazne vektorje
a= E, b= E, ¢ = AFE. Dani vektorji so med seboj paroma pravokotni in imajo
enako dolzino; velja

|5|:|g| :|5|=a in &’-[3:5.5:5,5:0_

Naj bo D = @ = @+ b+ C telesna diagonala kocke in d = z@ =a+b diago-
nala osnovne ploskve ABC'D. Kot, ki ga tvori telesna diagonala kocke z osnovno
ploskvijo, je enak kotu med vektorjema D in d; torej ¢ = £(D,d). Ker je

DI?=D-D=(@+b+7d)-(@+b+2) =+ |b)>+|d* =
d?=d-d=(a+b)-(a+0b)=|a]* + [b]* = 24°,
D-d=(@+b+@-(i+b)=2d

z (1.6) sledi
D-d 242 V6
OSSO e e = — = —_—
D||d]  V3av2a 3

Zato je ¢ = arccos(y/6/3), kar ima, merjeno v stopinjah, priblizno vrednost 35.26°.

Problem 1. Pravimo, da je € enotski vektor, ¢e je |€] = 1. Dolo¢i enotski vektor €,
ki kaze v smeri nenicelnega vektorja a.

Ker je vektor € kolinearen in enako usmerjen z @, je oblike € = Aa, kjer je A > 0.
Njegova dolzina je enaka |€] = A|d|. Ce zelimo, da je € enotski vektor, mora biti
A =1/|d|. Zato je iskani vektor

|-

a.

€

=

Na primer, naj bo

ST
I
O —

Potem je |@| = v/12 + 12 + 22 = /6. Zato je enotski vektor, ki kaze v smeri vektorja
a, enak

Opisanemu postopku recemo normirange.

Problem 2. Naj bosta @, b nekolinearna vektorja. Doloci vektor ¢, ki je pravokotna
projekcija vektorja b na vektor da.

Iz slike 1.23 vidimo, da je predznacena dolzina projekcije vektorja b na @ enaka
= = |b|cos . Ce to predznaceno dolzino x pomnozimo z enotskim vektorjem & =
—=a, dobimo iskano projekcijo ¢ = zxe.

t? ¢
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Slika 1.23: Pravokotna projekcija bna @

Projekcijo vektorja b na vektor @ lahko izrazimo tudi s skalarnim produktom

L |bleose . |al|blcose . @
c=x€ = a = a= =
a

- a.
Id @)

QI S

Problem 3. V ravnini, dolo¢eni z @ in 5, poisci nek vektor CZ ki je pravokoten na
a.
Iz slike 1.23 je razvidno, da je dy=b— ¢, kjer je ¢ pravokotna projekcija vektorja

b na a, primer taksnega vektorja. Torej

ST
S

a.

di=0b-

)

a

Nalogo lahko resimo tudi neposredno, brez uporabe projekeij. Ker d lezi v rav-
nini, doloceni z @ in b je oblike d = \a+ ub Ker je d pravokoten na vektor @,
velja

0=a-d=a- (A + pub) =\ +u(a b).

—

Da bo dana enakost izpolnjena, izberemo na primer A = @ - b in — |c?|2. Tako
dobimo vektor
dy = (@ b)a@ — |@*b.
Seveda sta vektorja afl in CZ; kolinearna, velja d_; = — |c_i|2 afl
V naslednjem podpoglavju bomo spoznali vektorski produkt geometrijskih vek-
torjev. Iskani vektor d lahko dolo¢imo tudi z uporabo vektorskega produkta. Glej
zgled 3 v naslednjem podpoglavju.

1.4 Vektorski produkt

V tem podpoglavju bomo vpeljali vektorski produkt, ki je pomemben pri analiti¢ni
geometriji in fiziki. Za razliko od skalarnega produkta, ki ga lahko definiramo tudi
v ravnini, je vektorski produkt definiran za vektorje v R3. Vektorski produkt bomo
definirali z njegovimi lastnostmi in si nato ogledali Se njegov geometrijski pomen.
Naj bo {;, f, E} standardna baza vektorskega prostora R3. Za¢nimo z definicijo:

30



Definicija. Vektorski produkt je operacija x : R?® x R® — R?, ki vsakemu paru
vektorjev @ in b priredi vektor @ x b in zadosca lastnostim:
(')d’xg——gx&’zavse&’geRg’
(m)ax(b—l—ﬁ)-axb—l—axczavsea b,é € R3;
(iii) (A@) x b= (@ x b) za vse @,b € R®, X € R;
(

- = =

iv) za vektorje i, j, k velja

zﬁxq IZ ij i in kxi= j
Ker je vektorski produkt po definiciji antikomutativen, lastnost (i), veljata tudi
lastnosti
(ii)* (@+b) x = a X é+b x Tza vse @b, € R?;
(ii)* @ x (Ab) = A(@ X b) za vse @,b € R3, A € R.
Namre¢, upostevajo¢ (¢) in (i) oziroma (i) in (iii) lahko zapisemo

-

(@+0b)x¢é Cx (@+b)=—

= —C
@x (Ab) = —(Ab) x @ = —A(bx @) = A

-
— — —

X a—CX axXc+bxc,

X ﬁ).

+
S
o

ST

Lastnosti (i7) in (i7)* pravita, da je vektorski produkt aditiven v obeh komponen-
tah. Lastnosti (¢i7) in (i44)* pomenita homogenost vektorskega produkta v obeh
komponentah.

—

Trditev 1.9. Ce stad in b linearno odvisna vektorja (kolinearna), potem je axb = 0.
V posebnem primeru velja @ x @ = 0 za vsak @ € R3.

Dokaz. Naj bo b= ). Ce upostevamo antikomutativnost in homogenost vektor-
skega produkta, lahko zapisemo

Axb=—bxd=—(\d) xd=—A@xad)=—adx (A\d) =—a xb.
Zatoje 2(@xb)=0inaxb=0 O
Opomba 1. Za bazne vektorje i j k velja postevanka:
ixj=k=—jxi
JxXk=1=—-kxj,
kxi=j7=—1XxXk,
i1Xi=3xX)3=kxk=0

Lastnosti vektorskega produkta in postevanka baznih vektorjev nam omogocajo
izracun vektorskega produkta poljubnih vektorjev.

Trditev 1.10. Naj bosta 6,56 R3. Tedaj velja

. ai b1 a2b3 - a3b2
axb= as | X bg = a3b1 — alb3 . (17)
as b3 a1by — asby
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Dokaz. Naj bo @ = a1i + asj + ask in b = byi + boj + bsk. Upostevajoc lastnosti
vektorskega produkta lahko zapisemo

@x b= (a1i+ asj + ask) x (bii + baj + bsk)
= a1by (i X 1) + a1bs(i X J) + arbs(i x k)
+ aobi(F X 7) + asbs(J x J) + asbs(j x k)
+ agbl(E X Z) + ang(E X j) + agbg(E X E)
= albgl; — albgf - azbllg + a2b35+ ang — angf
= (asbs — azby) i+ (agb; — a1b3>j+ (a1by — asby) k

in trditev je dokazana. l

Zgled 1. Najbo @ =17+ 2]+ 3k in b = 37 + 2] + k. Tedaj je

1 3 2—-6 —4
axb= |2 x|[2]=19-1| =] 8
3 1 2—-6 —4

Za lazje racunanje vpeljimo pojem determinante. Determinanta reda 2 je defi-
nirana kot izraz

a c
b d = ad — bc
in determinanta reda 3 je definirana z
a d g
b e h:a; }Z.l—bd g%—ci Z'
c f 1

=aet —afh —bdi+bfg+ cdh — ceg.

Ceje @ = ari + asj + ask in b= byi + boj + ng, potem iz trditve 1.10 in definicije
determinante sledi
[i X g: (a2b3 — (Ing) ;—F (agbl — albg)j—F (a1b2 — agbl) E

as bo
as by

—

k.

a; by
as by

a; by
as bz

—

7, —

—

J+

Zato lahko vektorski produkt racunamo z uporabo formalne determinante

a; b
a9 bg .

QL

X

S

I
TS =

as bs

Lema 1.11. Vektorski in skalarni produkt povezuje (Lagrangeova) identiteta
@ x b + (@-b)* = |a*[b)”

za, vse 6,56 R3.
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Dokaz. Naj imata vektorja a, b standardno oznacene komponente. Potem je

(@- 5)2 = (a1b1 + azby + a363)2 ;
@ |bf* = (a¥ + a3 + ag) (b7 + b; + b5),
’d X b’Q = (agbg — (1362)2 + (agbl — a1b3)2 + (albg — a2b1)2 .

Ko dane izraze poenostavimo do konca, ugotovimo, da dana identiteta velja. Izracun
tega prepuscamo bralcu. O

Geometrijski pomen vektorskega produkta

Vektorski produkt ima lep geometrijski pomen.

Izrek 1.12. Naj bosta @,b € R3. Potem velja:

(i) vektor @ x b je pravokoten na oba vektorja @ in b;

(1) @ x b = [][b] sin ¢, Kjer je ¢ = £(d@,b);
(7i1) smer vektorja @ x b je dolocena po pravilu gibanja desnega vijaka pri zasuku
a proti b po krajsi poti.

Vektor a x 5, ki je prikazan na sliki 1.24, je pravokoten na oba vektorja @ in l;,
torej (@ x l;) a=01in (ax l;) b = 0. Njegova norma je enaka ploséini paralelograma,
ki ga dolocata vektorja @ in b. Ce za osnovnico paralelograma izberemo d@, potem
je njegova visina v = |b| sin ¢, kjer je ¢ € [0, 7] kot med vektorjema @ in b. Zato je
S = |@lv = |a@||b| sin ¢ ploséina paralelograma, ki predstavlja normo |@ x b|. Smer
vektorja @ x b doloéimo enoliéno po pravilu gibanja desnega vijaka.

Ax bl
b/ §=axb|
@
a
bxd

v
Slika 1.24: Vektorski produkt
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Dokaz izreka 1.12. (i) Dokazimo, da sta vektorja a@ in @x b pravokotna. Upostevajoc
(1.7) z neposrednim racunom dobimo

B ai asbs — asby
a (6: X b) = |(ayg| - CL3b1 — albg
as a1by — azby

= a1 (agbg — &3b2) + ao ((Igbl — Cleg) + as (a1b2 — azbl)
= a1a2b3 — alang + a2a3b1 - a2a1b3 + a3a1b2 — CL36L2b1
= 0.

Podobno dokazemo pravokotnost vektorjev bindxb.
(74) Dana lastnost sledi neposredno iz leme 1.11 in izreka 1.7:

@ x b)” = |a*[b]* — (@- b)* = |a’[b]* — |a]’[B]” cos® o
= [a@?[b]? (1 — cos? @) = |@J*[b|* sin? .
Ker je ¢ € [0, 7], je sing > 0 in velja |@ x b| = |a||b| sin ¢.
(731) Da ima vektorski produkt @ x b smer dolo¢eno po pravilu desnega vijaka,

sledi iz postevanke baznih vektorjev ;,;, l;, kjer je smer dolo¢ena po pravilu desnega
vijaka. Formalni dokaz te lastnosti bralec najde v [5, poglavje XI, stran 115]. 0

Opomba 2. VektorJa a, b € R3 sta linearno neodvisna natanko tedaj, ko je ax b #* 0.
Ce sta @ in b linearno neodvisna vektorja, potem je {@, b a x b} baza vektorskega
prostora R3.

Lastnost norme vektorskega produkta lahko v praksi uporabimo za racunanje
plosc¢ine trikotnika.

Slika 1.25: Trikotnik AABC

Zgled 2. Izracunaj ploscino trikotnika, dolocenega s tockami A (1,1,0), B(0,1,1),
C'(1,0,1), ki ga prikazuje slika 1.25.
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Oz_r}aéimoz&:@inl;:@. Potem jed =rg—74 = —i+Ein5:FC—FA =
—j7 + k ter

i —1 0 1
axb=1; 0 —1/=|1
E 11 1

Ker ploscina trikotnika AABC predstavlja polovico ploscine paralelograma, dolocenega
z vektorjema @ in b, velja

12412412 = —

V3
R

| —

V naslednji trditvi bomo spoznali geometrijski pomen determinante reda 2.

Trditev 1.13. Absolutna vrednost determinante

ap b
az by

predstavlja ploséino paralelograma, ki ga v R? doloéata vektorja

4 . T bl
a—{aJ m b—[b2].

Dokaz. Vlozimo ravninska vektorja @ in bv prostor R3. Potem je

. zal bl
Axb=|j az by = a; b;k:_(ale—ale)k
k0 0

vektor, ki je pravokoten na ravnino R?. Ker norma |a x 5] = |ayby — agb | predstavlja
plos¢ino paralelograma, dolocenega z @ in b, je trditev dokazana. 0]

Opomba 3. Naj bosta @ = Mg b = [bl
a9 bg

linearno neodvisna vektorja natanko tedaj, ko je

1 vektorja v R2. Potem sta @ in b

a; by
as by

£ 0.

Opomba 4. Vektorski produkt ni asociativen

=,

(@xb)x&+#ax (bxd).

Na primer, naj bo a = zjg = f,E =i+ ; Potem vidimo, da asociativnost
vektorskega produkta ne velja

(@xb)yxé=(x]
- ; - >

ax (bxc

N2
Il
~
X



Kako izracunamo (@ x b) x & To j je vektor, ki je pravokoten na @ x b. Zato lezi

v ravnini, ki jo dolocata Vektorja a in b je oblike \a + ,ub Zakljucimo to poglavje z
odgovorom na zastavljeno vprasanje in z znano Jacobijevo identiteto:

Trditev 1.14. Za vse d, 57_)56 B3 velja
(1) (@xb)xé=(a-c)b— (b-0)a,
(i1) (@x b) x G4+ (bx & x @+ (Exad) xb=0 (Jacobijeva identiteta).

Dokaz. (i) Uporabimo obicajni zapis vektorjev a, Z;, ¢ po komponentah. Dokazimo
dano enakost samo za prvo komponento. Za ostale komponente je dokaz podoben.
Upostevajoc (1.7) velja

a263 — a3b2 C1
(6: X b) X C= a3b1 — a1b3 X | Co
arby — asby C3

Zeleno enakost sedaj preverimo neposredno z racunom

S

((6 X ) X 5); = ((Igbl — albg) C3 — (a1b2 — agbl) Co
= a3b103 — a1b303 — a1b262 + a2b102
asCy + ascs) by — (baco + bscz)ar + arciby — bicias

= (a
(alcl + ascy + agcg) bl (blcl + bng + bgCg)CLl
(
(

a- E)bl ( (_3)@1

(43) Ce upostevamo lastnost (i) in komutativnost skalarnega produkta, lahko
zapisemo

(@xb)xé=(a Ab—(b-da,
(bxd) xd=(a b)é—(a-apb,
@xad)xb=(b-A)a— (@b

Ko na koncu vse dane enakosti seétejemo, vidimo, da smo dobili Zeleno identiteto
(@xb)yxc+(bxc)xa+ (Exa)xb=0. O

Zgled 3. Podajmo se resitev problema 3 iz prejsnjega podpoglavja z uporabo
vektorskega produkta. V ravnini, doloceni z @ in b POISC vektor d ki je pravokoten
na vektor a. Ker vektor d lezi v ravnini, dolo¢eni z a in b je pravokoten na vektor
@xb. Hkrati j je d pravokoten na vektor @. Zato lahko za d izberemo vektor (@x b) X d.
Po trditvi 1.14 sledi

(@xb)xd=
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1.5 Mesani produkt

V tem podpoglavju bomo spoznali Se tako imenovani mesani produkt, ki je kom-
binacija skalarnega in vektorskega produkta. Obravnavali bomo njegove lastnosti.
Zacnimo z definicijo.

Definicija. Mesani produkt vektorjev a, Z;, ¢ € R3 je definiran z
(@,b, )

Trditev 1.15. Naj imajo vektorji a, 5, ¢ obicajen zapis po komponentah. Potem je

-,

(@xb)-c

a; by
((i, b, E) = (a2 b2 Co| .
az bs c3

Dokaz. Zeleno lastnost preverimo neposredno z racunom

asbs — azbs G
(6 X ) -C= a3b1 — albg - | Co
albg — agbl C3

= (a2b3 — CL3b2)Cl + (a3b1 - CL1b3) Co + (CleQ - a2b1> C3

aq (bgCg — bgCQ) — a9 (b103 — bgcl) + as (blcg — bgCl)

— by ¢ a bi o by
= ax — Q2 3
bs c3 bs c3 by ¢
a b
=laz by caf,
az bs c3

kjer upostevamo definicije vektorskega in skalarnega produkta ter determinante. [

—

Trditev 1.16. Absolutna vrednost mesanega produkta (d, l;, @) je enaka prostornini
paralelepipeda, ki ga v R dolocajo vektorji @, b, c.

Dokaz. Za osnovno ploskev paralelepipeda, dolocenega z vektorji a, g, ¢, izberimo
paralelogram, ki ga dolocata vektorja @ in b. Glej sliko 1.26. Plosc¢ina osnovne
ploskve je enaka S = |d@ X l;| Oznacimo s ¢ kot, ki ga oklepata vektorja a x b in
¢. Visina paralelepipeda je enaka normi projekcije vektorja ¢ na vektor a x l;, to
pomeni v = |¢]| cos ¢|. Po definiciji skalarnega produkta zato sledi

-

V = Su=|axb||d]|cos | = |(@xb) -
in trditev je dokazana. 0

Neposredno iz trditev 1.15 in 1.16 sledi geometrijski pomen determinante.
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Slika 1.26: Paralelepiped, doloc¢en z a, b, ¢

Posledica 1.17. Absolutna vrednost determinante reda 3

aq b1 C1

ag bg Cy

as b3 C3
predstavlja prostornino paralelepipeda, dolocenega z vektorji d, l;, C (stolpci determi-
nante).

Zgled. Izracunaj prostornino piramide, ki jo dolocajo oglisca A (0,0,0), B(1,1,0),
C(0,1,1) in D(1,0,1).

Slika 1.27: Piramida ABC' D

Oznaéimo z @, b, & po vrsti krajevne vektorje tock B, C, D (glej sliko 1.27). Dani
vektorji nam potem dolo¢ajo tako piramido ABCD kot ustrezen paralelepiped. Hi-
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tro ugotovimo, da prostornina piramide predstavlja 1/6 prostornine paralelepipeda:

1 11 - 1 >

V:§Sv:§§]6><bHEHcosgo\:6](dxb)~€\.
Ker je
1 0 1
@xb)-c=[1 10 :H ?’—‘? }‘—1+1: ,
01 1

je prostornina piramide ABC'D enaka V = 1/3.

Izrek 1.18. Mesani produkt vektorjev ima naslednje lastnosti:

-

(1) (@, b, @) = 0 natanko tedaj, ko so d, b, ¢ linearno odvisni vektorji (komplanarni);
(i7) meSani produkt je linearen v vsaki komponenti, kar za prvo komponento pomeni
(A@y + pida, b, &) = M@, b, @) + pu(ds, b, &)
za vse @y, d2, b, € R3 in A\, u € R;

(1ii) ée v mesanem produktu med seboj zamenjamo dva vektorja, se spremeni pred-
znak mesanega produkta.

Dokaz. (i) Skalarni produkt (@ x b) - @ je enak 0 natanko tedaj, ko sta vektorja
@xbiné pravokotna. To velja natanko tedaj, ko vektor ¢ lezi v ravnini, dolo¢eni
z vektorjema a, b. Natanko tedaj so vektorji @, Z;,E' komplanarni oziroma linearno
odvisni.

(77) Aditivnost in homogenost mesanega produkta po vsaki komponenti je po-
sledica omenjenih lastnosti skalarnega in vektorskega produkta. Dokazimo lastnost

za prvo komponento:
(@1 + (i, b, ( (A\dy + pudiy) b) ()\(6 % ) + pu(dy x 5)) i
= \@; x b) -+ @y x b) - €= \@y,b,&) + p(@s, b,7)

(7i1) Predpostaviti smemo, da so vektorji @, l;, C orientirani tako, da je (a, g, c) > 0.
Glej sliko 1.26. Zaradi antikomutativnosti vektorskega produkta velja:

(@b,8)=(@xb)-¢=—(bxa) -¢=—(ba,d),
(b,¢@) = (bx @) -d=—(@xb)-d=—(7ba),
(¢,d,b) = (Ex@)-b=—(x3)-b=—(dcb)

Enakost . . .
@5, = (5,2,6) = (,6,))

sledi iz dejstva, da omenjeni meSani produkti predstavljajo prostornino istega para-
lelepipeda. 0
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Opomba. Vektorji d, 5, ¢ € R? so linearno neodvisni natanko tedaj, ko je

ap b
a9 bg Co 7& 0.
az bs c3

Pri tem stolpci v determinanti predstavljajo komponente danih vektorjev.

Izrek 1.19 (Lagrangeova identiteta). Za vse @, g, c, d € R velja

- - -

(@xb)-@xd) =@ -&)b-d)—(@-d)b-a).
V posebnem primeru je |@ x b2 = |@2[b]? — (@ - b)>.

Dokaz. V naslednjem racunu upostevamo, da medsebojna zamenjava vektorjev v
meSanem produktu spremeni predznak in trditev 1.14, tocka (7).

-

(@xb) (Exd) =

~—

Dobljeno enakost smo ze spoznali v lemi 1.11. O

1.6 Enaébe premic in ravnin v R?

V tem podpoglaviju bomo spoznali osnove analiti¢ne geometrije v R3. Poudarek bo
na obravnavi enac¢b premic in ravnin ter njunem medsebojnem odnosu.

I. Enacba premice

Premica p v R? je dolocena s tocko A, ki leZi na premici, in smernim vektorjem p.
7 7’4 oznac¢imo krajevni vektor tocke A in naj i oznacuje krajevni vektor poljubne
tocke T'. Iz slike 1.28 je razvidno, da tocka T' lezi na premici p natanko tedaj, ko
velja

F=ry+tp, teR. (1.8)
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Slika 1.28: Premica p

Ko parameter ¢ pretece celo mnozico R, nam enacba (1.8) opise vse tocke premice
p. Enacba (1.8) se imenuje vektorska oblika enacbe premice. Naj bodo

P
A(x()vyOaZO)aT(‘/L‘vyaz) in ﬁ: P2
P3

Ko vektorsko enacbo premice (1.8) predstavimo po komponentah

x Zo h
yl = Yo | +1 |Dp2
z 20 D3

in razpisemo, dobimo zelo uporabno parametri¢no obliko enacbe premice

T = Xo +p1t
Y = Yo + pat teR. (1.9)
Z =2 +p3t

Ce iz parametri¢ne enacbe premice izrazimo parameter ¢, dobimo Se ena¢bo premice
v kanonicéni obliki
TR _ITR _ETR_yeR (1.10)
p1 P2 b3
Pri tem smo privzeli, da so vse komponente vektorja p'razlicne od 0. Denimo, da je

p3 = 0, potem ima kanonicna enac¢ba premice obliko

-I—xo:y—yo
Y4 D2

Zgled 1. Zapisi enacbo premice p (v vseh treh oblikah), ki poteka skozi tocki
A(1,2,3) in B (3,2,1).

Za smerni vektor premice p lahko izberemo usmerjeno daljico E :

s Z = 2.

2
ﬁ:_’B—_‘A: 0
-2
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Slika 1.29: Premica, dolocena z A in B

Vektorska enacba premice, izrazena s krajevnima vektorjema 74,75, je potem
F:FA+tﬁ:FA+t<FB—FA) = (l—t)FA-i-tFB, teR.

Opazimo, da nam mnozica tock, ko parameter ¢ pretece interval [0, 1], predstavlja
daljico AB. Parametri¢na enac¢ba dane premice je torej:

r = 1+2t
y = 2 teR,
z = 3—2t
njena kanoni¢na enacba pa:
r—1 33—z
pu— pu— 2
5 5 Y

Opomba 1. Premici p in ¢ sta vzporedni natanko tedaj, ko sta njuna smerna
vektorja p'in ¢ kolinearna. To velja natanko tedaj, ko je p'x ¢ = 0.

Opomba 2. Premici p in ¢ sta lahko mimobezni, lahko pa se sekata. Kot med
sekajo¢ima premicama je enak kotu, ki ga dolo¢ata vektorja p'in ¢, torej ¢ = £L(p, ).

S
<y

Slika 1.30: Premici p in ¢
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Opomba 3. Enacba premice seveda ni dolo¢ena enoznacno. Bralec lahko preveri,
da premico p iz zgleda 1 dolocata tudi enachi 2 —x =2 —2, y =2 in

r = 2+t
y = 2 teR.
z = 2—t

II. Enac¢ba ravnine

Ravnina II v R3 je dolocena s tremi tockami A, B, C, ki ne leZijo na isti premici.
Vektorja a = ﬁ inb= ﬁ sta linearno neodvisna.

Slika 1.31: Ravnina II

Iz slike 1.31 je razvidno, da tocka T pripada ravnini II natanko tedaj, ko so

vektorji a, bin AT linearno odvisni. Torej obstajata realna parametra t, s, da velja
ﬁ = ta + sb. Dobili smo vektorsko enacbo ravnine:

F=iy+td+sb, ts€ER.

(1.11)
Ko parametra ¢ in s preteceta realno os, enacba (1.11) opiSe vse tocke ravnine II.
Naj bodo
aq bl
A(xo,90,20), T (z,y,2), d= |az|, b= |bs

Ko v enacbo ravnine (1.11) vstavimo ustrezne vektorje in zapisemo vsako kompo-
nento posebej, dobimo parametricno obliko enacbe ravnine

SE':ZU()‘FCllt"‘blS
Y = Yo + ast + bas t,s € R. (1.12)
z:zo+a3t+b35
Vektorji d, b in ﬁ = 7" — "4 so linearno odvisni, zato je njihov mesani produkt
(d@,b,7—74) = 0. Kar lahko predstavimo tudi z determinanto
aq b1 r — I

az by y—wyo|=0.
as b3 zZ— 20
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Ce dano determinanto razpisemo in uredimo, dobimo enacbo oblike
Ax+ By+Cz =D, (1.13)

ki se imenuje normalna enacba ravnine. V doloceni literaturi se dana enacba ime-
nuje tudi splosna enacba ravnine. Pri delu z ravninami obi¢ajno vedno uporablja-
mo normalno enacbo ravnine (1.13). Do normalne enacbe ravnine pridemo tudi
iz parametricne oblike enacbe ravnine (1.12), kjer iz danih treh enacb odstranimo
parametra t, s. Kaj nam predstavljajo stevila A, B, C in D?

-—
AT

Slika 1.32: Normalni vektor ravnine

Ravnina II je dolo¢ena tudi s tocko A in vektorjem 77, ki je pravokoten na dano
ravnino. Glej sliko 1.32! Vektor 77 se imenuje normalen vektor ravnine II. Ker je
nlainn L g, lahko za normalni vektor ravnine izberemo vektor i = @ x b. Potem
je tocka T' € II natanko tedaj, ko velja

- AT =0 oziroma n-(r—74)=0.

Oznac¢imo z

A
n=|B
C
Potem je
Al |x— 29
O=n-(F—74)=|B| |y—vyo| = Az + By + Cz — (Azy + Byo + Czp).
Cl |z—z

Dobili smo razélenjeno normalno enac¢bo ravnine (1.13). Vidimo, da nam A, B,C
predstavljajo komponente normalnega vektorja 7 = a x bin D = n -7y = Axg +
Byy + Czp.

Zgled 2. Dolocimo normalno enac¢bo ravnine, ki poteka skozi tocke A (1,1,0),
B(0,1,1) in C'(1,0,1). Ugotovi, v katerih tockah dana ravnina seka koordinatne

OSl.

1. nacin: Najprej bomo do normalne enacbe ravnine prisli preko parametri¢ne
enacbe ravnine. Dolo¢imo vektorje
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1 r—1
— {1 = |y—1
0 z
Ker je
1 -1 0
Fr=ra+tdi+sb= (1| +t| 0 | +s|—1],
0 1 1
dobimo parametricno enac¢ho ravnine
r = 1—t
y = 1—s t,s e R.
z2 = t+s

Ce dane tri enacbe sestejemo, dobimo normalno enacbo ravnine x + y + 2z = 2.

2. nacin: Izracunamo normalni vektor ravnine

1
A=dxb=]0]|x]|=1]=[1
1 1 1

Zatojel-z+1-y+1-2z = D. Ker tocka A(1,1,0) pripada ravnini, vstavimo
koordinate tocke A v dano enacbo in dobimo se D = 2. Torej je normalna enacba
ravnine enaka x +y + 2z = 2.

Slika 1.33: Ravnina, dolocena z A, B, C
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3. nacin: Normalno enacbo ravnine lahko dobimo tudi neposredno iz meSanega
produkta oziroma determinante reda 3:

-1 0 z-1
0=(@Gxb)-AT=]0 -1 y—1

1 1 z
-1 y—1 0 x-—-1]
——'1 - ’—l—‘_l y—1 =r+y+z—2

Ravnina x + y + z = 2 seka koordinatne osi v tockah 7} (2,0,0), 7, (0,2,0) in
T.(0,0,2). Vidimo, da se odseki, ki jih ravnina naredi na koordinatnih oseh, lepo
vidijo iz enacbe

Ty E
2ot Th

ki se zato imenuje tudi odsekovna oblika enacbe ravnine.

Problem 1. Dani sta ravnini Il : 22 — 3y +42 =T7in X 1z —y+ 2z = 2. Kaj je
njun presek? Ko zapiSsemo normalna vektorja ravnin

P 1
An= |=3|, s = |1
4 1

vidimo, da sta 7y in 7y, nekolinearna vektorja. To pomeni, da je presek danih ravnin
premica, torej p = II N 3. Kako dobimo ena¢bo premice p?

Slika 1.34: Presek ravnin Il in 2

1. nacin: geometrijski pristop. Premica p lezi v ravninah Il in ¥. Zato je smerni
vektor premice p pravokoten na oba normalna vektorja ravnin. Zato smemo za
smerni vektor premice izbrati vektor

2 1 1
F=iigx iy = |=3| x |=1]| = |2
4 1 1
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Dolo¢imo Se eno tocko, ki lezi na premici p, torej zadosca enacbama obeh ravnin

r—y+z=2,
20 =3y +4z="17.

Ce prvo enaébo pomnozimo z —2 in jo pristejemo k drugi, dobimo —y + 2z = 3.
Dani enacbi zadoscata izbiri y = 1 in 2 = 2. Zato jex =2+ y — z = 1 in tocka
A(1,1,2) lezi na premici p. Parametri¢na enacba premice p se glasi

r = 1+t
y = 1+2t teR.
z = 2+t

2. nacin: resitev sistema linearnih enacb. Premica p je dolocena s sistemom dveh
linearnih enacb s tremi neznankami:

T—y+z=2,
20 — 3y +42="7.

Da dobimo parametri¢no ena¢bo premice, moramo resiti dani sistem. Odstranimo
spremenljivko x iz druge enacbe. Kot zgoraj, pristejmo prvo enacbo, pomnozeno z
—2, k drugi enachi in dobimo

T—yY+z=2,
—y+ 2z =3.

Nadalje, odstranimo spremenljivko ¥y iz prve enacbe. Pomnozimo drugo enacho z
—1 in jo pristejmo k prvi enachi:

r—z=-1,
—y+ 2z =3.

Nazadnje izrazimo spremenljivki z in y:

r=—1+z,
y=-3+2z, z€eR.

Dobili smo parametri¢no enac¢ho premice, ki jo preoblikujmo v bolj domaco obliko

r = —1+t
y = —3+2t teR.
z =1

Premica p je dolocena s tocko A’ (—1,—3,0) in smernim vektorjem p.

Problem 2. Kaj je mnozica tock, ki so enako oddaljene od dveh tock A in B?
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Slika 1.35: Ravnina X

Geometrijsko je iz slike 1.35 razvidno, da je to ravnina X, ki poteka skozi tocko

S, razpolovisce daljice AB, in ima normalni vektor AB. Do Zelene mnozice tock
lahko pridemo tudi na drugi nac¢in. Tocka T (z,y, z) je enako oddaljena od tock
A(ay,a9,a3) in B (by, by, b3) natanko tedaj, ko velja d (A, T) = d(B,T). To pomeni

(= a1)" + (y—as)” + (2 —ag)” = (x = b))+ (y = ba2)" + (= — b3)".
Ko dani izraz razpisemo in uredimo, dobimo enac¢bo ravnine
2(by —ay)x + 2(by — ag)y + 2(bs — a3)z = d,
kjer je d = b3 4+ b3 + b3 — af — a3 — a3.

Problem 3. Kaj je mnozica tock, ki so enako oddaljene od treh tock A, B,C, ki
ne lezijo na isti premici?

Slika 1.36: Premica p

Geometrijsko na podlagi skice 1.36 ugotovimo, da je to premica p, ki je pravoko-
tna na ravnino II, dolo¢eno s tockami A, B, C, in poteka skozi tocko O, ki predstavlja
sredisce ocrtane kroznice trikotnika AABC'. Enac¢bo premice p najlazje dolo¢imo
kot presek ravnin ¥; in ¥,. Pri tem je ¥; mnozica enako oddaljenih tock od A
in B ter ¥ mnozica enako oddaljenih tock od A in C' (glej problem 2). Sredisce
ocrtane kroznice O lahko nato dolo¢imo kot presek premice p in ravnine II. Za vajo
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lahko bralec poisce sredis¢e ocrtane kroznice O, ¢e so dane tocke A (—1,—1,—1),
B(1,1,1)in C'(1,3,7).

ITI. Enac¢ba sfere

Sfera, ki jo prikazuje slika 1.37, je mnozica tock iz R3, ki so enako oddaljene od tocke
S, ki se imenuje sredisce dane sfere. Sfera s srediscem S (g, yo, 20) in polmerom r > 0

ima enacbo ﬁ . ﬁ =12, kjer je ﬁ =7 —Tg. Enacbo sfere lahko predstavimo tudi
v obliki
(x—20)* + (y — 90)* + (2 — 20)* =1~

Slika 1.37: Sfera

I'V. Oddaljenosti

Razdaljo med dvema tockama v prostoru smo ze spoznali, glej (1.5). Obravnavajmo
Se oddaljenosti tocke od premice in ravnine ter oddaljenost dveh premic.

T

AT d

Slika 1.38: Oddaljenost tocke od premice

Oddaljenost tocke od premice. Naj bo premica p podana s tocko A in smernim
vektorjem p’in naj bo T poljubna tocka. Oddaljenost tocke od premice d (T, p) je
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definirana kot najmanjsa razdalja med dano toc¢ko 7" in neko tocko na premici. Ce
izrazimo ploscino paralelograma, oznacenega na sliki 1.38, na dva razli¢na nacina

S = |pld = |f x AT,

vidimo, da je iskana oddaljenost enaka

 |Fx AT
T

Oddaljenost tocke od ravnine. Naj ima ravnina II normalno enacbo ax+by+cz = d.
Ravnina je dolocena s tocko A (g, Yo, z0) in normalnim vektorjem

d (T, p)

St
Il
o o9

Oddaljenost tocke od ravnine d (7', II) je najkrajsa razdalja dane tocke od poljubne
tocke na ravnini.

Slika 1.39: Oddaljenost tocke od ravnine

1z slike 1.39 je razvidno, da je oddaljenost tocke T' (x, y, z) od ravnine IT enaka dolzini
projekcije vektorja AT = 7 — 74 na normalni vektor 7. Torej

|ﬁﬁ\ AT =T aw 4+ by 4 cz —d|
£ E VErEeE

Dani obrazec je Se posebej ugoden za rac¢unanje v primeru, ko je 77 enotski vektor.

Tedaj je |ri| = Va? + 0> + 2 =1in d(T,11) = |ax + by + cz — d|.

d(T,I1) =

Razdalja med dvema premicama. Naj bo premica p doloCena s tocko P in smernim
vektorjem p in podobno naj bo premica ¢ dolo¢ena s () in ¢. Razdalja med premi-
cama d (p,q) je enaka najkrajsi razdalji med eno tocko s premice p in eno tocko s

premice ¢. Ce sta premici vzporedni, potem je njuna razdalja d (p, q) = d (P, q), kar
smo ze obravnavali.
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o

P A

1

Slika 1.40: Oddaljenost premic p in g

Predpostavimo sedaj, da p in ¢ nista vzporedni premici. Na podlagi slike 1.40
ugotovimo, da dve najblizji toc¢ki povezuje daljica AB, ki je pravokotna na obe pre-
mici. Daljica AB lezi na premici r, doloCeni s smernim vektorjem 7= p’'x ¢. Zato je
razdalja med premicama d (p,q) = |AB| in predstavlja dolzino projekcije vektorja

P@ na vektor p'x ¢. Hkrati je d (p, q) oddaljenost tocke @ od ravnine, ki vsebuje pre-
mico p in ima normalni vektor p'x ¢. Torej d (p, q) predstavlja visino paralelepipeda,

dolocenega z vektorji p, 7, PQ). Ce zapisemo prostornino tega paralelepipeda

V =|(7,4,PQ)| = |5x dld,

dobimo eleganten obrazec za razdaljo med premicama, v katerem nastopata vektor-
ski in mesSani produkt:
7.4, PO)|

d(p,Q):W-
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Poglavje 2

Vektorji v R"

V tem poglavju bomo vpeljali vektorski prostor R™ urejenih n-teric realnih stevil in
tako posplogili Ze obravnavani primer R®. Definirali bomo samo osnovne pojme iz
splosne teorije vektorskih prostorov, ki jih bomo potrebovali pri nadaljnjem delu.
Podrobneje se s teorijo vektorskih prostorov ukvarja t. i. linearna algebra.

2.1 Vektorski podprostor

Naj bo n naravno stevilo. Z R™ = {(x1,x2, ..., z,,) |z; € R} oznad¢imo mnozico vseh
urejenih realnih n-teric. Tocke v R™ bomo krajse oznacevali z x = (z1,xa, ..., Tp),
v = (Y1,Y2, -y Yn), 2 = (21,22, ..., 2p)... Na mnozici R" definiramo seStevanje + :
R™ x R*" — R™

(@1, @25 o0 Tn) + (Y1, Y2, -, Yn) = (T2 + Y1, T2 + Y2, -, Tn + Yn)
za vse x,y € R™ in mnozenje z realnimi skalarji - : R x R® — R" :
A (21,29, o0y ) = (AT1, A9, ..oy Ay
za vsak A € R in vsak z € R". Potem velja:

Trditev 2.1. Sestevanje in mnoZenje s skalarji v R™ zadoscata naslednjim lastno-
stim:

Sle4+y=y+x za vse z,y € R™;

S2 (x+y)+z=x+(y+2) za vse x,y,z € R

S3 Obstaja 0 € R™, da je x +0 = x za vsak x € R";

S4 Za vsak x € R™ obstaja —x € R, da je x + (—x) = 0;

M1 XN(zx+y) = x+ Ay za vse A € R, z,y € R";

M2 AN+ p)x =X+ px za vse \,u € R, v € R™;

M3 (M) x = X(px) za vse A\, u € R, x € R™;

M4 1x = x za vsak v € R™.

Dokaz. Dokaz dane trditve je rutinski in podoben dokazoma trditev 1.1 in 1.2. Zato
ga prepustimo bralcu. Opomnimo samo, da je nevtralni element za seStevanje 0 =
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(0,0,...,0) € R™ in nasproten element elementa x € R™ je —x = — (21,22, ..., T,) =
(=21, —T9,y ooy —Ty). O

Opomba 1. (R", +,:) je primer realnega vektorskega prostora. Njegovi elementi
so vektorji, ki jih predstavljajo urejene n-terice: = = (x1,2,...,z,) € R". V
dolocenih primerih bomo za vektorje v R™ uporabili tudi model v obliki vrsticnega
ali stolpcénega zapisa; torej

X1

T2
x:[xl Ty - xn}ER” ai z=| .| e R".

Tn

Zaradi lazjega zapisa praviloma uporabljamo zapis vektorjev v obliki urejenih n-
teric.

Zgled 1. Naj bosta z = (1,2,3,4,5) in y = (5,4, 3,2,1) vektorja iz R>. Potem je
v +y=(1,234,5)+(54,3,21) = (6,6,6,6,6) = 6(1,1,1,1,1) € R.

Definicija. Neprazna mnozica V C R" je vektorski podprostor v R™, ce velja
(1) zavse x,y € Vijetudiz+y eV,
(7i) za vsak x € V in vsak A € R je tudi Az € V.

Opomba 2. Tocki (i) in (ii) iz definicije vektorskega podprostora povesta, da je
mnozica V zaprta za seStevanje in mnozenje s skalarji. Zato je V' vektorski prostor,
saj zadosca lastnostim S1-S4 in M1-M4. Vektor 0 je vedno element V. Ker je
V # 0, obstaja x € V. Upostevajo¢ 1 + 0 = 1, lahko zapisemo (1+0)z = 1lz.
Zaradi M2 velja 1z + 0x = 1z in po (ii) sledi 0z =0 € V.

Opomba 3. Tocki (i) in (i) iz definicije vektorskega podprostora lahko nadome-
stimo z ekvivalentno zahtevo, da je Az + py € V za vse z,y € V in \,u € R.
V praksi, ko preverjamo ali je dolocena podmnozica v R™ vektorski podprostor,
obic¢ajno uporabljamo omenjeno ekvivalentno obliko.

Zgled 2. Oglejmo si nekatere primere vektorskih podprostorov.

1. Naj bo 0 # @ € R®. Potem je V = {Z € R%|@ - Z = 0} vektorski podprostor
v R®. Dokazimo, da za vse 7,4/ € V in A\, € R velja \Z + puif € V. Po
predpostavki je @ - = 0 in @ -y = 0. Upostevajo¢ lastnosti skalarnega
produkta, lahko zapisemo

a - (\CA4pg)) =A@ ) +p(@ ) =0+ p0 =0

in vidimo, da vektor AZ + uy pripada V. Mnozica V vsebuje vse vektorje, ki
so pravokotni na vektor @, in geometrijsko predstavlja ravnino z normalnim
vektorjem a, ki poteka skozi izhodisce.
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2. Naj bo spet 0 # @ € R®. Potem je tudi U = {Z € R?*|@ x Z = 0} vektorski
podprostor v R3. Naj bosta Z, 1 € U poljubna vektorja in ), s poljubna realna
skalarja. Po predpostavki je @ x & = 0 in @ x ¥ = 0. Upostevajo¢ lastnosti
vektorskega produkta velja

— —

ax AT+ pif) = M@ x )+ p(@xg) =M\0+ u0 = 0.

Zato je AT + pij € U in U je vektorski podprostor prostora R3. Vemo, da je
@ x @ = 0 natanko tedaj, ko sta @ in & kolinearna vektorja; ¥ = Ad@ za neki
A € R. Zato U = {\d|\ € R} predstavlja premico, ki poteka skozi izhodisce
in ima smerni vektor a.

3. Mnozica
V= {(ml,xg,xg,x4,x5) ER’|zy + 25 =0,24 — 75 = 0}
je vektorski podprostor v R%. Ker je o = —x; in x5 = x4, lahko zapiSemo
V= {(1‘1, —11, 3, T4, 04) € RO|zy, 23, 04 € R} .

Preverimo zaprtost mnozice V' za seStevanje in mnozenje s skalarji. Naj bosta
r = (21, —1,73,%4,24) , Y = (Y1, —Y1,¥3,¥a,¥4) € V in A\, u € R. Potem je

Ar+ py = N1, =21, T3, 04, Ta) + 1 (Y1, —Y1, Y3, Y4, Ya)
= (Az1 + pyr, —AT1 — pyr, ATz + Yz, ATa + pyas ATa + pya)
— <Z17 —R1, %3, 24, Z4) .
Vidimo, da je A\x + uy € V.
4. Mnozica
V ={(z1,29,....,x,) € R"x1 + 29+ -+ + 2, =0}
je vektorski podprostor v R". Naj bo z = Ax + py, kjer sta z,y € V in
A 1 € R. Potem je

z=Ar+ ny = A (1'1,332, 7xn) +p (y17y27 7yn)
= (Az1 + py1, Axa2 + pya, .os ATy + 1Y) -

Po predpostavki je x1 +zo + ...+ 2, =0 in y; + y2 + ... + vy, = 0. Zato je

21t 2+t 2z = (A + pyn) + (Azg + py) + -+ (AT, + 1Y)
=A@z 4+ x4 o+ x) (Y + Yo+ Yn)
= X0+ 40 =0

in vektor z = Az 4 py pripada V.

Trditev 2.2. Naj bosta U in V wvektorska podprostora v R". Tedaj sta tudi njun
presek UNV = {z|x € U,x € V} inwvsota U+V = {u+v|u € U,v € V} vektorska
podprostora.
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Dokaz. Dokazimo, da je U NV vektorski podprostor. Naj bosta z,y € UNV
poljubna vektorja in A, u poljubna skalarja. Ker je UNV C U, sta x,y € U. Ker je
U vektorski podprostor, velja Ax + py € U. Podobno je tudi Az + uy € V. Torej je
A +py € UNV in UNYV je vektorski podprostor.

Vsoto U +V vektorskih podprostorov U in V' tvorijo vsi vektorji x, ki se zapisejo
v obliki vsote x = u+wv, kjer je u € U,v € V. Naj bosta 1 = uy + v in x5 = us +vs
poljubna elementa iz U 4+ V' in A, i realna skalarja. Lahko zapisemo

AT+ py = A (ug +v1) + e (ug + vg)
= ()\ul + ,LLUQ) + (/\Ul + /,L/UQ)
=u +.
Ker je U vektorski podprostor, je v = Au; + pus € U in podobno velja v/ =

vy + pvy € V. Zato je M+ py = v+ € U+ V. Torej je U+ V vektorski
podprostor. 0

Zgled 3. Pravi vektorski podprostori v R? (razli¢ni od 0, R?) so ravnine in premice,
ki vsebujejo izhodisce.

1. Naj bosta IT in ¥ razliéni ravnini v R3, ki potekata skozi izhodisce. Tedaj je
II N Y premica, v kateri se sekata ravnini II in 3.

2. Naj bosta p in ¢ razliéni premici v R3, ki potekata skozi izhodisée. Tedaj je
p + ¢ ravnina, ki vsebuje premici p in q.

Opomba 4. Naj bosta U in V vektorska podprostora v R". Potem velja U NV C
UCU+VinUNV CV CU+ V. Nadalje, presck U NV je najvecji vektorski
podprostor v R (glede na inkluzijo C), ki je vsebovan v podprostorih U, V. Medtem
ko je vsota U + V najmanjsi vektorski podprostor v R", ki vsebuje oba podprostora
uv.

Naj bodo vy, vy, ..., v, vektorji iz R™. Kateri vektorski podprostor v R™ je naj-
manjsi vektorski podprostor, ki vsebuje dane vektorje? Iskani vektorski podprostor
se imenuje linearna lupina vektorjev vy, vs, ..., U, in vsebuje vse linearne kombinacije
danih vektorjev:

ﬁ{’l)l,’l)g, ceey Um} = {)\11)1 + )\21)2 + -t )\m’UmP\z € R} .
To sledi iz naslednje trditve.

Trditev 2.3. Vektorski prostor V.= L {vy,vs, ..., v, } je najmanjsi vektorski podpro-
stor v R™, ki vsebuje mnozico {vy,va, ..., v }.

Dokaz. Naj bosta x = A\jv; 4+ Aavg + ... + AUy, Iy = vy + fovs + oo + i Um
poljubna vektorja iz V. Potem velja

T+y= (A +p1)vr + A+ p2) va + -+ 4+ (A + fn) v €'V,
AL = (/\)\1)U1+<)\/\2) U2++(/\>\m> Um € %4
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za vsak A € R. Zato je V vektorski podprostor prostora R"”. Denimo, da vektorski
podprostor U vsebuje mnozico {vy, ve, ..., vy, }. Ker je mnozica U zaprta za mnozenje
s skalarji, vsebuje U vektorje A\jvy, Agvs, ..., Ay, za vse \; € R. Ker je U zaprta
mnozica za seStevanje, U vsebuje tudi vsako linearno kombinacijo \jvq 4+ Aovg+- - -+
AmUm. Zato je V C U in V je najmanjsi vektorski podprostor, ki vsebuje vektorje
V1, U2y eny U 0

V naslednjem podpoglavju bomo videli, da za vsak vektorski podprostor V' C R"”
obstajajo vektorji vy, vs,...,v, € V, s katerimi je ta generiran. Zato lahko vsak
vektorski podprostor v R" predstavimo v obliki V' = £ {v,va, ..., v}

2.2 Linearna neodvisnost in baza

Podobno kot pri geometrijskih vektorjih je tudi pri vektorjih v R™ linearna kombi-
nacija vektorjev vy, vo, ..., v, € R™ in skalarjev Ai, Ao, ..., Ay, vektor

v = AMv1 4+ Xovg + - + A\, € R

Prav tako so vektorji vy, v, ..., vy, € R™ linearno neodvisni, ¢e je edino njihova trivi-
alna linearna kombinacija enaka 0, to pomeni

>\1U1+>\2U2—|—"'—|—)\m1}m:0 = >\1:)\2::)\m:0

Ce vektorji niso linearno neodvisni, so linearno odvisni. Podobno kot v R? definiramo
tudi bazo vektorskega podprostora.

Definicija. Mnozica {vy,vs, ..., U} je baza vektorskega podprostora V' C R™, ¢e
velja
(1) vektorji vy, v, ..., vy, so linearno neodvisni,

(Z’L) V= £{U1, Vg, ---77}m}-

Opomba 1. Tocka (i7) iz definicije baze podprostora pravi, da se da vsak vektor
v € V zapisati v obliki linearne kombinacije v = A\v; + Aovg + -+ - + A\, A € R.

Izrek 2.4. MnoZica {vy,va,...,vm} je baza vektorskega podprostora V-C R™ natanko
tedaj, ko se vsak v € V' enolicno zapise kot v = A\v1 + Agvg + + -+ + A\up, A € R.

Dokaz. Naj bo {vy,vs,...,v,} baza vektorskega podprostora V' C R"™. Dokazimo
enolicnost zapisa. Denimo, da vektor v zapiSemo v oblikah

V=AU + AU+ AUy DU = g0y A+ fae F A U

Potem je

(A1 =) vr + (A — p2) va + -+ (A — ) U = 0.
Ker so vektorji vy, vs, ..., vy, linearno neodvisni, sledi enoli¢nost zapisa Ay = 1, Ay =
P2y s Ay = Pl
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Obratno. Predpostavimo, da je zapis vsakega vektorja v obliki linearne kombina-
cije vektorjev vy, v, ..., v, enolicen. Pogoj (ii) iz definicije baze je ocitno izpolnjen.
Dokazimo tocko (7). Nicelni vektor lahko vedno predstavimo s trivialno linearno
kombinacijo 0 = 0vy + 0vg + - - - + 0vy,. Ce je hkrati e 0 = Aoy + Ao+« - - + AU,
zaradi enoli¢nosti zapisa sledi Ay =0, A, =0, ..., \,, = 0. To pomeni, da so vektorji
U1, U2, ..., Up, linearno neodvisni. Zato je {vq, va, ..., v, } baza vektorskega podprostora
V. OJ

Omenimo dve dejstvi, ki pa ju ne bomo dokazovali, ker se dokazeta pri predmetu
Linearna algebra.

Dejstvo 1. Vsak vektorski prostor V ima bazo. Baza je maksimalna linearno
neodvisna mnozica vektorjev iz V.

Dejstvo 2. Vse baze vektorskega prostora imajo isto moc.

Zato definiramo, da je razseznost ali dimenzija vektorskega podprostora V' C R"
moc¢ njegove baze. Ce ima vektorski podprostor V' C R" razseznost enako m, bomo
to krajse oznacili z dim V' = m.

Zgled 2. Oglejmo si nekatere primere baz vektorskih podprostorov.

1. Vektorski prostor R™ je n razsezen, zapiSemo dim R"™ = n, in tako imenovano
standardno bazo tega prostora tvorijo vektorji

e =(1,0,...,0),e0 = (0,1,...,0) ,- -+ ,e, = (0,0,...,1).
Namre¢, vsak vektor © = (x4, x9, ..., z,) € R™ lahko enoli¢no zapisemo v obliki

x = (21,22, ..., x,) = 1 (1,0,...,0) + 22 (0,1,....,0) + - - - + 2, (0,0, ..., 1)

= x1€] + X9ty + -+ + Tpey.

2. Naj bo V = {(z1, 9, x3,24,75) € R|xy + 29 = 0,24 — x5 = 0}. V tretji tocki
zgleda 2 v prejsnjem podpoglavju smo videli, da je

V ={(x1, —21, 3, T4, 24) |21, 23,74 € R}.
Vsak vektor x € V' lahko zapisemo v obliki

xr = (xh —X1, T3, Ty, Q34)
— 21 (1,-1,0,0,0) + 3 (0,0,1,0,0) + 24 (0,0,0, 1, 1)

= X101 + T3V2 + T4Vs.
Ker je omenjeni zapis enoli¢en, je mnozica

B =1{(1,-1,0,0,0),(0,0,1,0,0),(0,0,0,1,1)}
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baza prostora V in dim V' = 3. Standardno bazo prostora R® tvorijo vektorji
{e1, 9, €3, €4, e5}. Vektorji baze B se s standardnimi vektorji izrazajo v obliki
V1 = €1 — €9, Uy = €3 I U3 = €4 + €5.

Do razseznosti in baze vektorskega prostora V' lahko pridemo tudi hitreje.
Vidimo, da imamo za dolocitev vektorjev iz V tri proste realne parametre
x1, X3, 4. Zato je dimV = 3. Bazne vektorje dobimo z neodvisnim izborom

r1=1 23=0, 24=0 = v = (1,—1,0,0,0),
131:0, 1’3:1, I4:0 = U2:<O,0,170,0),
r1=0,23=0, z4=1 = wv3=(0,0,0,1,1).

. Najbo V ={(xy,29,....,x,) € R*|xy + 29+ -+ + 2, = 0}. Vzemimo poljuben
vektor = = (21, x9, ...,x,) € V. Potem velja x; = —x9 — x3 — ... — x,, in lahko
zapisemo

T = (x17'r27x37 7xn)

(—.1'2 — X3 — " — Tp,TL2,T3, 7xn)
22 (—1,1,0,..,0) + 23 (=1,0,1,...,0) + - - - + 2, (—1,0,0, ..., 1).

Zaradi enolicnosti zapisa sledi, da je
B={(-1,1,0,..,0),(-1,0,1,...,0),--- ,(=1,0,0, ..., 1)}

primer baze prostora V in dimV = n — 1. Ce uporabimo standardne bazne
vektorje e;, lahko zapisemo B = {ey — e1,€3 — €1, ...,e, — €1}.

Tudi v tem primeru za dolocitev vektorskega podprostora V' prosto izbiramo
n — 1 parametrov xg, T3, ..., T,. Zato je dimV = n — 1. Ko izberemo x5 = 1
in x3 = ... = z, = 0, dobimo z; = —1 in prvi bazni vektor e; — e¢; =
(—=1,1,0,...,0). Podobno nadaljujemo.

Problem. Kako preverimo, ali so vektorji vy, vs, ..., v, € R" linearno neodvisni?
Kako poiscemo koeficiente linearne kombinacije pri razvoju vektorja v po bazi B?

Oba omenjena problema resimo z uporabo sistemov linearnih enacbh. Demonstri-

rajmo to na naslednjem zgledu. Sisteme linearnih ena¢b bomo sistemati¢no obrav-
navali v 4. poglavju. Ko razvijemo potrebna orodja, bomo znali tudi elegantno
iskati baze vektorskih podprostorov in dokazovati linearno neodvisnost.

Zgled 3. Dokazimo, da so vektorji v; = (1,—1,0),v, = (1,1,1),v3 = (—1,0,1) €
R3 linearno neodvisni in razvijmo vektor v = (2, —3, —2) po bazi {vy, vy, v3}.

Linearna neodvisnost pomeni, da iz A\jv1+Aova+A3v3 = Osledi Ay = Ay = A3 = 0.

Pri delu s sistemi linearnih enacb je elegantno uporabljati zapis vektorjev v obliki
stolpcev. Ce torej vektorje vy, vo, v3 predstavimo v stolpéni obliki, lahko zapisemo

1 1 -1 AL+ A — A3 0
)\1 —1 + )\2 1 —I— /\3 0 = —/\1 + )\2 - O
0 1 1 Ao+ Az 0
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Vektorji vy, v9, v3 so linearno neodvisni natanko tedaj, ko ima sistem treh linearnih
enach s tremi neznankami

/\1"‘/\2—/\3:07
—A1+ A =0,
Ao+ A3 =0.

samo trivialno resitev \; = Ay = A3 = 0. Poisc¢imo resitev tega sistema enacb. V ta
namen pristejmo drugo in tretjo enacbo k prvi in dobimo

3)\2:0,
—A1+ A =0,
)\2 +/\3 =0.

Iz prve enacbe sledi, da je Ay = 0, iz preostalih pa Se A\; = Ao = 0in A3 = —)\y = 0.
Dokazali smo linearno neodvisnost vektorjev vy, v, v3. Zato je mnozica {vy,ve, v3}
baza prostora R3.

Izrazimo Se vektor v = (2,—3,—2) v obliki linearne kombinacije v = Ajv; +
AoV + Agv3. V stolpénem zapisu vektorjev to pomeni

1 1 —1 A+ A — A3 2
M| =1 +X |1l +X] 0| = -+ A =|-3
0 1 1 A2+ A3 —2

Ponovno moramo resiti sistem treh linearnih enac¢b s tremi neznankami

A+ A — A3 =2,
—A1 + A2 = =3,
Ay + A3 = —2.

Tudi tokrat pristejemo drugo in tretjo enacbo k prvi

3)\2 - —3,
_>\1 + )\2 = _37
)\2 + )\3 = —2.

Potemje /\2 = —]_, /\1 :)\2+3:21I1 /\3: —2—)\2: —1. ZatOjeU:2U1—U2—Ug.

Zaklju¢imo to poglavje s tako imenovano dimenzijsko formulo in z zgledom upo-
rabe te formule. Omenjena formula povezuje razseznosti podprostorov U, V, U + V

mUNV.

Trditev 2.5 (Dimenzijski izrek). Naj bosta U,V C R™ vektorska podprostora. Potem
velja dim (U +V) =dimU +dimV — dim (U NV).
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Skica dokaza. Oznac¢imo z Byny = {wi,...,w;} bazo prostora U NV. Ker je
UNV C U, lahko bazo Byny dopolnimo do baze By = Byny U {uq,...,u;} pro-
stora U. Podobno, ker je U NV C V, dopolnimo bazo Byny do baze By =
Bynv U {vy,...,v;} prostora V. Vsak vektor iz U 4+ V' je vsota vektorjev u + v,
kjer je uw € U in v € V. Zato se vsak vektor v + v zapiSe kot linearna kom-
binacija vektorjev wi,...,wy, w1, ..., U;, V1, ..., vj, ki so linearno neodvisni vektorji.
Torej, mnozica Byiy = By U (By\Bynv) je baza prostora U + V. Zato velja
|By.v| = |Bu| + |Bv| — |Buav| in dimenzijska formula je dokazana. O

Zgled 4. Doloc¢imo dimenzije in baze vektorskih podprostorov U, V.U NV, U +V,
Ce je

U={z eR|z1+2z5 =021y + 22+ x3+ 24 =0} in

V=A{z eR’|z1 — 225 =0,21 — 22+ 035 — 14 = 0,79 + 23 + 4 — 205 = 0} .

Podprostor U je doloc¢en z enachama

ZE1+2$5:0,
(L’1+ZE2+I3+ZE4:0.

Iz danih enac¢h lahko izrazimo prvi dve spremenljivki

T = —21135, (21)

To = —X3 — T4 + 275,
ki sta odvisni od x3, x4, x5 € R. Zato ima x € U obliko

T = (=25, —3 — T4 + 225 T3, T4, T5)
= 23 (0,—1,1,0,0) + 24 (0, —1,0,1,0) + x5 (=2, 2,0,0,1).
Velja dim U = 3, saj so vektorji (0,—1,1,0,0),(0,—1,0,1,0),(—2,2,0,0, 1) linearno
neodvisni in baza By = {(0,-1,1,0,0),(0,-1,0,1,0),(-2,2,0,0,1)}.

Podprostor V' je doloc¢en s tremi enachami

ZE1—2ZL'5:O,
x1—$2+x3—x4:0,

T+ x5+ x4 — 225 = 0.
Ce prvo ena¢bo, pomnozeno z —1, pristejemo k drugi in nato drugo k tretji, dobimo

T — 2[E5 = 0,
—J]2+ZL‘3—ZE4+2[L’5 :0,
2.1'3:0.
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Tako lahko izrazimo prve tri spremenljivke

T = 2335, (22)
To = —@y + 25,
T3 = 07

ki so odvisne od x4, z5 € R. Vsak vektor x € V' je oblike
x = (2x5, —x4 + 225,0, 24, 75) = 24 (0,—1,0,1,0) + 25 (2,2,0,0,1).

Vidimo, da je dimV = 2 in baza By = {(0,—1,0,1,0),(2,2,0,0,1)}.

Po definiciji U NV vsebuje vse vektorje x € R?, ki resijo enache
T+ 2$5 = 0,
T1+ To+ T3+ Ty :0,
xTry — 21‘5 = O,
$1—$2+LE3—5L’4:0,
Ty + x5+ x4 — 225 = 0.
Ker smo te enacbe ze izrazali, si pomagamo z (2.1) in (2.2) ter vidimo

rT1=x3=25=0 In 9= —xy,

kjer je x4 € R. Zato je dimU NV =1 ter baza Byny = {(0,—1,0,1,0)}.
Doloc¢imo Se razseznost in primer baze prostora U + V. Po dimenzijskem izreku
je
dim(U+V)=dimU +dimV —dim(UNV)=3+4+2—-1=4.
Ker smo baze prostorov U, V, UNV izbrali tako kot v dokazu trditve 2.5, Byny C By
in Byny C By, lahko za primer baze prostora U 4+ V' vzamemo

BU+V = {(07 _17 17070) ) <O7 _1707 170) ) (_27270707 1) ) (272707 07 1)} :
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Poglavje 3
Matrike

V tem poglavju bomo spoznali nov matemati¢ni koncept — matrike. Matrike so
zelo siroko uporabne. Obravnavali bomo racunske operacije na matrikah, definirali
nekatere posebne matrike in predstavili zglede uporabe matrik.

3.1 Racunske operacije na matrikah

Naj bosta m in n naravni Stevili. Realna matrika je pravokotna tabela Stevil

ay; a2 - Aip

Q21 Q22 -+ Q2
A= ,

Am1 Am2 - Amn

kjer je a;; € Rzavsei=1,2,...,min j=1,2,...,n. Pravimo, da ima matrika A m
vrstic in n stolpcev oziroma je velikosti (razseznosti, dimenzije) m X n.

Zgled 1. Dane so matrike

in C=

I

Il
W N =
B~ W N
O =~ W
=W N =
U = W DN
D UL~ W
— N W o

Matrike A, B, C' imajo po vrsti velikost 3 x 3, 4 x 3 in 4 x 1.

Matrike obi¢ajno oznac¢ujemo z velikimi tiskanimi érkami A, B, C, X, Y... Stevila,
ki lezijo v matriki, se imenujejo elementi. Vsak element a;; ima natanko doloceno
lego, nahaja se v i-ti vrstici in j-tem stolpcu. Mnozico vseh realnih m x n matrik
bomo oznacili z M, (R). Matrike bomo krajse oznacevali z

A = [aij] € Man (R) .
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V posebnem primeru lahko matrike iz mnozic Mi, (R) in M, (R) identificiramo
z vektorji iz R™:

bll
A = [CLH 19 - aln} € Man (]R) n B = . - Mn><1 (R) .

Stolpci matrike A € M, (R), ki jih je n, so stolpéni vektorji

11 Q12 A1n
21 22 Q2n
1 2 n _
A= A= T, A=
am1 Am?2 Amn

in vrstice, ki jih je m, so vrstiéni vektorji
A = [all a12"'a1n]7 Ay = [a21 a22"'a2n]7 A = [aml am2"'amn]-

Kadar zelimo poudariti vrsticno ali stolpéno sestavo matrike z vektorji v R™ oz. R”,

uporabimo oznako A = [A; A, ... A,,] = [A' A% .. A"].

Zgled 2. Naj bo

1 23 4

Matriko A = [A; A,] sestavljata vrsticna vektorja
Ar=1[1 2 3 4], Ay=[2 3 4 5]

iz R* in §tirje stolpéni vektorji

1|1 2 _ |2 3 _ |3 g _ |4
w=ff o= =i -3
iz R%. Zato lahko zapiSemo tudi A = [A? A% A3 AY].

Ce je m = n, pravimo, da je matrika A kvadratna. Mnozico vseh kvadratnih n x n
matrik oznac¢imo z M, (R).

Zgled 3. Primeri kvadratnih matrik

0 1 0 1
1 0 101 -1 0 =10
[O 1}GMQ(R), 01 0 € M3(R), 01 0 1 € My (R).
N 101
~1 0 =10

Definicija. Matriki A, B € M,,x, (R) sta enaki, oznac¢imo A = B, ¢e je a;; = b;; za
veet=1,2,....minj=12,..n.
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Sestevanje matrik

Naj bosta A = [a;;] in B = [b;;] matriki iste velikosti m x n. Tedaj je njuna vsota
A+ B definirana kot m x n matrika z elementi (A + B),; = a;; + b;;. To pomeni,
da dve matriki enake velikosti seStejemo tako, da seStejemo enakolezne elemente:

[ai;] + [bi] = [ai; + bij] -

Zgled 4. Naj bo

2345 543 2

Tedaj je
1234 4321 [5555
A+B—{23451 {5432}‘{7777}'

Trditev 3.1. Za sestevanje matrik v mnozici My, (R) velja:
S1 A+ B=B+ A zavse A, B € My, (R).
S2(A+B)+C=A+(B+C) zavse A,B,C € My, (R).
S3 Obstaja 0 € Myxpn (R), da je A4+ 0= A za vsak A € My, (R).
S4 Za vsak A € Myxn (R) obstaja —A € Myxn (R), da je A+ (—A) = 0.

Dokaz. Sestevanje matrik je preko elementov definirano z obicajnim seStevanjem
realnih stevil. Ker je sestevanje v R komutativno in asociativno, veljata S1 in 52
tudi v M5 (R). Zapisemo lahko

[aij] + [bij] = [ai; + bi] = [bi + aiz] = [bi] + [aiy]
n
([ais] + [bis]) + leis] = lai; + big] + leis] = [(ais + bij) + cig]
= [aij + (bij + cij)] = la] + [biy + 5]
= lai;] + ([biy] + [ei5]) -
Nevtralen element za sestevanje v mnozici M,,x, (R) je ni¢elna matrika

0O --- 0
0= |: Y| € My (R),
0O --- 0

ker za vsako matriko A velja A+ 0 = [a;;] + [0] = [ai; + 0] = [a;;] = A. Nasproten

element matrike A = [a;;] je matrika —A = [—a;;], ki vsebuje nasprotne elemente.
Velja namrec

A+ (=A) = lay] + [—ay] = lay — ai] = [0] = 0.
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Mnozenje matrik s skalarji

Naj bo A € Rin A € M., (R). Tedaj je AA € M,,«, (R) matrika z elementi
(\A) . = Aa;;. To pomeni, da matriko s skalarjem pomnozimo tako, da s skalarjem
pomnozimo vsak njen element: X [a;;] = [Aay;].

3{2 —2]_[6 —6] _1{2 —2]_{—1 1]
—4 2 —-12 6|’ 21—4 2 2 =1
Trditev 3.2. Za mnozZenje matrik s skalarji v mnozici M,,x, (R) veljajo naslednje
lastnosti:

M1 AN(A+ B)=AA+ AB za vsak A € R in vse A, B € M, (R);

M2 A+ p) A= A+ pA za vse A\, u € R in vsak A € My« (R);

M3 (M) A= X(uA) za vse A\, pu € R in vsak A € My (R);

M4 1A = A za vsak A € M5, (R).

Zgled 5.

Dokaz. Upostevajo¢ definicijo matricnega sestevanja in mnozenja s skalarji ter
distributivnosti sestevanja v R lahko zapisemo

AMA+ B) = May] + [bi]) = Aag; + bij] = [A(aij + bij)]
= [Aay; + Abij| = [Aaij] + [Abi] = Aaiz] + A [bij]
=) A+ )\B.

Torej M1 velja. Dokaz ostalih lastnosti poteka podobno in je prepuscen bralcu. [J
Mnozenje matrik

Najbo A = [a;;] € My,xn (R) matrika velikosti mxn in B = [b;;] € M,,«, (R) matrika
velikosti n x r. Tedaj je produkt matrik A in B matrika AB = [¢;;] € My, (R)
velikosti m x r, katere elementi so enaki

n
Cij = E airbr; = ai1bij + aipboj + -+ + A by;.
k=1

Zgled 6. Naj bosta

1 2 3 L2
A= € M2><3 (R) in B=12 3| € M3><2 (R) .
2 3 4 3 4

Potem je AB matrika velikosti 2 x 2:

12
ap_ [P 23]y 3| _[r+a+r9 2+6+12] _ 14 20
S 20 29

2 3 4 246+12 44+94+16|
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in BA matrika velikosti 3 x 3:

1 2 1 2 3 1+4 2+6 3+8 5o 8 11
BA= |2 3 [2 3 41: 2+6 449 6+12| =8 13 18
3 4 3+8 6+12 9416 11 18 25

Opomba 1. Naj bosta A, B € R" vektorja. Vektor A predstavimo v vrsti¢ni obliki
in vektor B predstavimo v stolpcni obliki. To pomeni A € My, (R), B € Myx1 (R).
Ce dana vektorja kot matriki zmnozimo, dobimo skalarni produkt vektorjev A, B €
R™:

b

by
A~B:[a1 ag - an]- . :albl+a262+---+anbn.

b'I’L
V posebnem primeru, ko je n = 3, je to obicajni skalarni produkt, definiran v
podpoglavju 1.3. Skalarni produkt v R" zadoS¢a vsem lastnostim, ki so navedene
v trditvi 1.4. Dokaz tega je rutinski in prepuscen bralcu. Z uporabo skalarnega
produkta lahko na produkt matrik A € M,,x, (R) in B € M, (R) gledamo na

naslednji nacin: (¢, j)-ti element matrike AB je skalarni produkt i-te vrstice matrike
A in j-tega stolpca matrike B. To pomeni (AB),; = A; - B’ in lahko zapisemo

A -B' A B - A B

Ay-B' Ay-B? - A, BT
AB=[A Ay---An)[B'B2---B'] = | . 2 2

Ap-B' A, -B? - A, B

Zgled 7. Dan je sistem treh linearnih enacb s tremi neznankami

a11x + a12y + a132 = bl,
a217 + QY + a3z = by,

az + asy + azzz = b.
Z uporabo matri¢nega mnozenja lahko ta sistem zapisemo v obliki

11 a1z 413 X by
21 Q22 A23 y| = |b2
a3; Aaz2 a33 z b3

in krajse Az = b, kjer je A € M3 (R) matrika in sta x,b € R3 stolpéna vektorja.

Opomba 2. Ce obstaja AB, ne obstaja nujno BA. Na primer, za

1 0] . 123
A‘{o 1} o B_[234}

1 o1 2 3 123
am=y 3 5 3=l 5 i)
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Ne obstaja pa produkt BA, ker matrik velikosti 2 x 3 in 2 X 2 v tem vrstnem redu
ni mozno zmnoziti. Nadalje, ¢e sta A in B kvadratni matriki iste velikosti, potem
obstajata AB in BA. Omenjena produkta nista nujno enaka. Operacija mnozenja
pri kvadratnih matrikah ni komutativna. Na primer, naj bosta

0 1| . 11
A_[O 0] in B—{O ()]
Potem je
0 11 1 0 0o .
=l ol fo o] o o] =
1 1]1]0 1 0 1
sa=5 ol lo o) =10 o]
Opazimo, da pri mnozenju kvadratnih matrik nastopi zanimiva lastnost, ki se pri

realnih Stevilih ne more zgoditi. Obstajata nenicelni matriki A, B, za kateri velja
AB = 0. Rac¢unanju s kvadratnimi matrikami bo posvec¢eno naslednje poglavije 3.2.

Trditev 3.3. Za mnoZenje matrik velja:
A (AB)C = A(BC) za vse A € Mpyp (R), B € My, (R), C € M, (R);
D1 (A+ B)C =AC+ BC za vse A, B € My (R), C € My, (R);
D2 A(B+C)=AB+ AC za vse A € Mp,xn (R), B,C € M,y (R);
H XMNAB)=(M)B=A(AB) zavse \ € R, A € My»n, (R), B € M,y (R).

Dokaz. Dokazimo lastnost A, asociativnost mnozenja matrik A. Naj bodo A, B in
C' matrike ustreznih velikosti. Potem je (AB)C € M,,«s (R) in velja

((AB) C) Z (AB) ckj = Z (Z%z%) = ZZ (aibur) ck;

k=1 k=1 k=11=1
=1 k=1 =1 k=1 =1
= (A (BO)>ij :

Dokazimo lastnost D1, prvo distributivnost. Naj bodo A, B,C' ponovno poljubne
matrike ustreznih velikosti. Potem je (A + B) C' € M,,x, (R) in velja

n n n

(A+B)C),; = Z (A+ B),, crj = Z (@i + bix) cij = Z (@ikcrj + bikCry)

k=1 k=1 k=1

= Zaikckj + Zbikckj = <A0>ij + (BC)ij = (AC + BC)ij .
k=1 k=1

Distributivnost D2 dokazemo podobno. Nazadnje dokazimo Se lastnost H, homo-
genost matricnega mnozenja glede mnozenja s skalarji. Naj bosta A € M., (R),
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B € M,«, (R). Potem lahko zapisemo

n n

(A (AB>>z'j = A (AB>ij = )‘iaik‘bkj = Z (Aair) bj = (AA) by = (AA) B)z’j

in podobno
(A (AB))U' = A (AB)U - )‘Zaikbkj - Zaik (Abr;) = Zaik ()‘B)kj = (A ()\B))ij .
k=1 k=1 k=1

S tem je trditev dokazana. O
Transponiranje matrik

Naj bo A matrika velikosti m xn. Transponiranka matrike A je matrika AT velikosti

n X m, katere elementi so (AT)U, = aj;. To pomeni, da je transponiranje preslikava

s Mysn (R) = My (R) definirana z

aix Q2 - Qip @11 Q21 - Qm1
A a?1 0?2 a?n CeoAT @12 Q22 - Am2
Am1 Am2 - Amn A1p A2 - Amn
Zgled 8.
1 2
[t 2 3 4 s 12 3
A= {2 3 4 5} AT = 3 4
4 5

Opomba 3. Matriko AT dobimo tako, da vrstice (stolpce) matrike A po vrsti
zapiSemo v stolpce (vrstice).

Trditev 3.4. Transponiranje matrik ima naslednje lastnosti:
(i) (AT)T = A za vsak A € Myxn (R);
(i1) (ANA)" = AAT za vse A € R, A € Myun (R);
(i11) (A+ B)" = AT + BT za vse A, B € Mpxn (R);
(iv) (AB)" = BTAT za vse A € M,y (R), B € M, (R).

Dokaz. Ker je
(AN = (AT)i = ayj,

vidimo, da (7) velja. Ker lahko zapisemo

(AT = (M), = Aaz = A(AT)i; = (AAT);  in
(A+B)")yj = (A+ B),; = aji + bjs = (A" + By,
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veljata tudi lastnosti (i7) in (zéi). Rac¢un
((AB)")ij = (AB);; = > Jajbei = > _britjn
k=1 k=1
= (B")il(A ) = (B"A"),
k=1

dokazuje e lastnost (iv). O

3.2 Algebra kvadratnih matrik

Z M, (R) smo oznacili mnozico vseh kvadratnih n x n realnih matrik, kjer je n € N.
V primeru, ko je n = 1, M; (R) identificiramo z R. Na mnozici M, (R) je poleg
sestevanja matrik:

A+ B = lag] + [bi;] = [ai; + by]

in mnozenja matrik z realnimi skalarji:
A = X ay;] = [Aaij],
dobro definirano tudi mnozenje matrik:
AB = [ag] [bi] = [ k=1 ainbes] -

Opomba 1. Naj bo A mnozica, na kateri sta definirani notranji operaciji sestevanje
+: AxA — Ain mnozenje x : Ax.A — A ter zunanja operacija mnozenje z realnimi
skalarji - : R x A — A. Ce operacije +, *, - zados¢ajo lastnostim S1-S4 (glej trditev
3.1), M1-M4 (glej trditev 3.2) in A, D1, D2, H (glej trditev 3.3), pravimo, da je A
realna algebra. Kvadratne matrike M, (R) so tako primer realne algebre.

Matriéna algebra M, (R) je algebra z enoto. Obstaja matrika I € M, (R), ime-
novana identiteta ali identicna matrika, za katero velja

IA=Al=A zavsak A€ M, (R).

Namrec, identiteta I je matrika velikosti n x n, ki ima po diagonali enice in povsod
drugod nicle. To pomeni

01 -0 . 1 ji=
00 - 1

oznacuje tako imenovani Kronekerjev simbol delta.
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Zgled 1. Identiteta v algebri Ms (R) je

-1

in identiteta v algebri M3 (R) je

1
I=10
0

O = O
_ o O

Tako v primeru 2 x 2 matrik velja
Al — ann apz| (1 0 _ @11 A12
asy ag| [0 1 a1 Q22
JA — 1 0] |ain a2 _ a1 Qa2
0 1] a2 a2 a1 22

Definicija. Matriki A, B € M, (R) komutirata, ¢e velja AB = BA.

A,

A.

Zgled 2. Naj bo

O R B i A

Potem matriki A in B komutirata
1 215 2 9 10 5 2111 2
AB = lz 0] [2 4] - [10 4} - [2 4] lz 0} = B4
Medtem ko matriki A in C ne komutirata
1 21 (1 1 1 1 3 2 1 11|11 2
AC = lQ o] [0 0] - [2 2] a [O 0] - [0 0] [2 0] =cA
Opomba 2. Matriéna algebra M, (R), n > 2, je nekomutativna algebra. V matri¢ni

algebri ne velja komutativnost mnozenja.

V nadaljevanju bomo spoznali nekatere posebne matrike. Oznacimo z N,, mnozico
prvih n naravnih stevil {1,2,...,n}.

Matri¢ne enote
Za vsak i,5 € N, oznacimo z Ej;; matriko, pri kateri je a;; = 1, vsi ostali elementi
pa so enaki 0. Matrika E;; se imenuje matricna enota M, (R). Zakaj ime matri¢na

enota? Vsaka matrika se da enoli¢no zapisati kot linearna kombinacija matri¢nih
enot. Pokazimo to na primeru n = 2.
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Zgled 3. Matri¢ne enote algebre M, (R) so

10 01 0 0 0 0
EnZ[O 0}7 EUZ[O O]’ E21:|:1 0]7 E21={0 1].

Ker velja
11 Aaiz| _ |G11 0 0 a12 0 0 0 0
e i A KA R R A
o 10 n 0 1 n 00 n 0 0
= an 00 12 0 0 21 1 0 22 0 1|’

lahko vsako matriko A € M, (R) zapiSemo v obliki linearne kombinacije

A =anFEy + areErs + ag1 Eay + asaFo

2 2
= ZZCLMEU .

i=1j=1

Opomba 3. Naj bo A = [a;;] € M, (R). Potem velja
i=1 j=1

Ker mnozica M, (R), opremljena s seStevanjem in mnozenjem s skalarji, zadosca
lastnostim S1-S4 in M1-M4, je M, (R) primer realnega vektorskega prostora.
Mnozica matri¢nih enot {E;;|i,7 € N, } je primer tako imenovane standardne baze
vektorskega prostora M, (R). Ker ima baza n* elementov, ima vektorski prostor
kvadratnih matrik M, (R) razseznost n?. Zato lahko zapisemo dim M,, (R) = n?.

Ni tezko videti, da za mnozenje v M, (R) matricnih enot velja lepo pravilo

Eqy 5 5=k
0 ;j#k "’

Zgled 4. Nekateri produkti matri¢énih enot algebre M (R):

EijEy = 0By = {

1 0] 1 0] [1 O]

:O 0: :O 1: :0 0:

:O 1: :1 O: :0 O:
EreEu=19 9|0 o/ = |0 o/ ="
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Diagonalne, skalarne in trikotne matrike
Matrika A = [a;;] € M, (R) je

e skalarna, ¢e je oblike A = \I

A0 - 0
0o X - 0
0 0 A
e diagonalna, Ce je a;; =0 za 1 # j
ai; 0 -+ 0
0 a9o 0
0 0 Ann
e zgornje trikotna, Ce je a;; = 0 za 1 > j
aix Q2 -+ Qi
0 axp -+ ay
0 0 - ap

e strogo zgornje trikotna, ce je a;; = 0 za t > j

0 a2 -+ ap
0 0 - as
0 0 0

Opomba 4. Vsaka skalarna matrika je tudi diagonalna matrika. Diagonalna in
strogo zgornje trikotna matrika je tudi zgornje trikotna matrika. Analogno sta
definirani tudi spodnje trikotna in strogo spodnje trikotna matrika. Diagonalna
matrika je primer zgornje in spodnje trikotne matrike.

Idempotentne in nilpotentne matrike

Naj bo A kvadratna matrika in m naravno stevilo. Potenca A™ je definirana induk-
tivno A = Ain A™ = A™~1. A. Po dogovoru A° predstavlja identiteto I. Pravimo,

da je A
o idempotentna matrika, ce je A2 = A,
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e nilpotentna matrika, ¢e je A™ =0 za neki m € N.

1 1] . 11 1
A_[O O} in B—§{1 1]
sta idempotentni matriki. Velja
1 11 1 11
2 _ _
#=1o o) [o o =10 o =2
(1 1)1 1 112 2
2 1L — —
e I R R
Identiteta I je idempotentna matrika, ker velja I? = I. Ce je matrika A idem-
potentna matrika, potem je tudi matrika I — A idempotentna:

(I-A)I—-A)=1-A-A+A>=1- A

Zgled 4. Matriki

Vsaka strogo zgornje trikotna matrika A € M, (R) je primer nilpotentne matrike,
ker je A" = 0. V naslednjem zgledu si to poglejmo v primeru n = 3.

Zgled 5. Naj bo

0 a2 as
A=10 0 923
0 0 0
Potem je
0 a2 a3 0 a2 a3 0 0 aza3
A2: 0 0 Q93 0 0 o3| = 0 0 0 s
0 O 0 0 O 0 0 0

0

0 0 aiags 0 ap a3 0

A3 =A2A=10 0 0 0 0 as| =10
0 0 0 0 0 0 0

in A je nilpotentna matrika.

Kako izracunamo potenco vsote dveh matrik? Na primer

(A+ B)>=(A+B)(A+ B) = A’ + AB + BA+ B,
(A+B)’ = (A*+ AB + BA+ B*) (A + B)
= A*+ ABA+ BA®? + B°A+ A’B + AB®> + BAB + B,

Ce matriki A in B komutirata, to pomeni AB = BA, potem se dani enakosti zelo
poenostavita

(A+ B)*> = A’ 4+ 24B + B2,
(A+ B)> = A% + 3A°B + 3AB* + B,

Kar lahko induktivno posplosimo in dobimo znano binomsko formulo:
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Trditev 3.5. Naj bosta A, B € M, (R) komutirajoc¢i matriki in m € N. Potem velja
(A+B)™ = Zm: (m) Amk Bk, (3.1)
k
k=0
Dokaz. Iz vsakega faktorja v produktu
(A+ B) (A+B)---(A+BZ

m-krat

izberemo bodisi A bodisi B. Naj bo k € N,,,. Denimo, da smo k-krat izbrali matriko
B in m — k-krat matriko A. Ker matriki A in B komutirata, smo dobili produkt
A™=F Bk Vseh razliénih neurejenih izbir & elementov iz mnozice z m elementi je

(4) = memr

Zato se produkt A™¥B* v potenci (A + B)™ pojavi totno (TZ)—krat. O

Zgled 6. Uporabimo formulo (3.1) za izra¢un potence
2 3]"
0 2 °

R

Ker je A = 21 skalarna matrika, sta A in B komutirajo¢i matriki:

Zapisemo

AB = (21)B = 2B = B (2I) = BA.

Nadalje, vidimo, da je B nilpotentna matrika, ker je

, [0 3]0 3] [o o
b= [0 o]0 of [0 o]
Zato je tudi B* = 0 za vsak k > 2 in iz (3.1) sledi
(A+B)"=A"+nA"'B
=@2D)"+n(2)"'B
=2"1+n2"'IB
=2""1 (2] +nB).

R R ) e

Opomnimo, da bi do rezultata lahko prisli tudi brez uporabe binomskega obrazca.
Z izracunom nekaj zacetnih potenc bi Zeleni rezultat lahko uganili. V tem primeru
je dano domnevo potrebno Se dokazati z matemati¢no indukcijo.

Torej
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Simetricne in poSevno simetricne matrike

Za matriko A = [a;;] smo z AT = [a;;] oznagcili njeno transponiranko. Transponiranje
pri kvadratnih matrikah predstavlja ”zrcaljenje” ¢ez glavno diagonalo. Matrika A
je

e simetricna, ¢e je AT = A, to pomeni a;; = aj; za vse i, j;
~ . t o v ~ . AT - _A . o - . .
e posSevno simetricna, Ce je = oziroma a;; = —a;; za Vvse 1, j.

Zgled 7. Primera simetricne matrike S in poSevno simetri¢ne matrike P velikosti

3 x 3 sta
0 1

2
in P=|-1 0 3
0

1
S= |4
5 -2 =3

O N =~
w O Ot

Lema 3.6. Ce sta A in B (posevno) simetricni matriki, potem je tudi NA + uB,
kjer sta A, u € R, (poSevno) simetricna matrika.

Dokaz. Denimo, da je AT = A in BT = B. Potem z uporabo lastnosti iz trditve
3.4 velja

A+ puB)" = (AT + (uB)" = MAT + uBT = MA + uB

in matrika AA + uB je simetricna. Dokaz v primeru poSevno simetri¢nih matrik
poteka podobno. O

Trditev 3.7. Naj bo A € M, (R). Potem je A vsota enolicno doloc¢enih simetricne
i poSevno simetricne matrike.

Dokaz. Oznacimo

1 1
S=-—(A+A") in P=-(A-AT
L(A+AT) o P=(a-an)
Potem je S simetricna in P poSevno simetri¢na matrika. Namre¢, upostevajoc trdi-
tev 3.4 lahko zapisemo

ST =S (A+AT) =5 (AT 4 (A)") = 5 (AT + 4) = 5,

PT = (A= AT) = = (AT = (a")") = S (AT - 4) = -P.

NN NN
N — DN =
N — DN =

Ker je
1 1
S+P:§(A+AT)+§(A—AT) = A,
preostane samo Se dokaz enolicnosti danega zapisa. Denimo, da je A = 57 + P =
So + Py, kjer sta S, Sy simetricni matriki in Py, P, poSevno simetricni matriki. Po
prejsnji lemi je

B251_82:P2_P1
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hkrati simetri¢na in poSevno simetri¢na matrika. To pomeni B = BT = —B in
B = 0. Edina matrika, ki je hkrati simetricna in poSevno simetricna, je nicelna
matrika. Torej S; = Sy, P, = P, in trditev je dokazana. OJ

Opomba 5. Iz leme 3.6 sledi, da imajo tako simetricne kot posevno simetri¢ne
matrike algebre M, (R) lepo strukturo. Tvorijo namreé¢ vektorska podprostora. Ce
oznacimo z U vektorski podprostor vseh simetricnih matrik in z V' podprostor vseh
poSevno simetricnih matrik, potem trditev 3.7 pravi, da sta podprostora U +V =
M, (R) in UNV = 0. Na podlagi zgleda 7 lahko hitro ugotovimo, da v primeru
n = 3 velja:

e dim U = 6 in primer baze prostora U sestavljajo matrike

Er, Eag, Esz, Eig + Eoy, Eig + E3y, Eag + Esg.

e dimV = 3 in bazo prostora V' tvorijo matrike

Evo — Eoi, B3 — Esp, Eag — E3o.

Na primer, matriki S in P iz zgleda 7 se z zgoraj omenjenimi matrikami zapiSeta v
obliki linearne kombinacije

S =FE11 +2Fy + 3FE33 +4(FE12 4+ E21) + 5 (F13 + E31) + 6 (Fag + Es),
P = (FEy9 — Ey )+ 2(E13 — Es1) + 3 (Eas — Es2).

3.3 Dva primera uporabe matrik

Matrike imajo v matematiki Siroko uporabo. V tem podpoglavju bomo predstavili
dva primera uporabe matrik. Pri linearni algebri matrike sluzijo za opis tako ime-
novanih linearnih preslikav. Znacilen primer linearne preslikave je zasuk (vrtez ali
rotacija) ravnine okoli izhodis¢a. V prvem primeru bomo z uporabo matrik opi-
sali zasuke ravnine. V drugem primeru bomo spoznali tako imenovane markovske
matrike. 7 njihovo uporabo se pri verjetnosti resujejo prakti¢ni problemi.

Zasuk ravnine

Naj bo R, : R? — R? zasuk ravnine okoli izhodis¢a za kot ¢ v pozitivni smeri.
Naj bo T' (z,y) tocka v ravnini. Dana tocka je enoli¢no dolo¢ena z oddaljenostjo od
izhodis¢a r = /a2 + 92 in kotom «, pri tem velja x = rcosa, y = rsina. Tako
dobljeni koordinati «, r se imenujeta polarni koordinati. Glej sliko 3.1, ki prikazuje
zasuk ravnine in polarni koordinati tocke T'.

Oznacimo s T" (2',y') sliko tocke T (x,y) pri zasuku R.,. Tocko T identificiramo
z vektorjem Z in podobno tocko T" identificiramo z vektorjem ¢. Glej sliko 3.2.
Vektorje predstavimo v stolpéni obliki in zapiSemo:

w_m o |®| _|reosal L Lo | |rcos(a+ )
Tyl T |rsina y=rr= v |rsin(a+e)|’
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Y Y
Ry:T—T
T et e
\ o . T(z.y)
T 781N Y ! '

o 7 |

|

o |
0 z @ 7 oS z

Slika 3.1: Zasuk ravnine R,

Potem je ¥ = R, (%) in z uporabo adicijskega izreka dobimo

reosto+ o)

r(cosacosp —sinasing)|  [cose —sing| [rcosa
r(sinacosp +sinpcosa)|  [sing cosp | |[rsinal’

To pomeni

| |cosp —sing| [z
Y| |sing cose | |y|’

R, — |:COS(,0 —smgo] € My (R),

Ce ozna¢imo matriko

siny  cosp
vidimo, da je zasuk R, dolocen kot mnozenje stolp¢nih vektorjev z matriko R:

R, (%) = R,@ zavsak ¥ € R*.

<y
©
-

Slika 3.2: Zasuk tocke T
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Zgled 1. Naj bo Rz zasuk ravnine za kot /2. Tedaj danemu zasuku pripada

matrika
. — |08 5 —sing| |0 —1
~ |sinf cosT | |1 0"

(VB

Delovanje zasuka lahko opisemo z matri¢nim zapisom Rz (7) = Rz ¥ za vsak 7 € R2.
1z slike 3.3 je na primer razvidno, da se tocki (1,0) in (2, 1) zavrtita v tocki (0,1) in
(—1,2). To nam pokaze tudi rac¢un:

=l =m0 [

] - mo-f -G

Y
e
Re(ZN\ o T
J
-1 0| 7 1 2 T

Slika 3.3: Zasuk za kot 7/2

Opomba 1. Zasuk R, : R? — R? je preslikava, ki zadosca
(1) Ry (z+y) =R, (x) + Ry (y) za vse z,y € R?,
(ii) Ry (Ax) = AR, (z) za vse X € R,z € R2

To lahko utemeljimo z geometrijskim razmislekom ali z uporabo matri¢nega racuna:

Rw(x—i—y) = R, (z +y) :R¢$+R¢y:7€w(m)+7—\’,¢(y),
R, (Ax) = R, (Ax) = A (R,z) = AR, (2)

za vsak A\ € R in vse z,y € R? Preslikavi, ki zados¢a (i) in (i), pravimo linearna
preslikava vektorskega prostora R%. Delovanje linearne preslikave 4 na vektorskem
prostoru R"™ lahko vedno predstavimo v obliki A (z) = Az, kjer je A realna matrika
velikosti n x n in x stolpcni vektor.

Zgled 2. Razen zasukov obstajajo v ravnini R? e druge linearne preslikave. Naj
bo linearna preslikava A : R? — R? definirana s predpisom A (z) = Az za vsak

r € R2, Kjer je
1 -1
]
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Y
Y
2
A:R? - R? NG
1 . 1
; 1 )
A(y) A()
0 i "1 T -1 0 1 r
Slika 3.4: Delovanje preslikave A
To pomeni

Y Tty
Kako deluje A? Preslikajmo kvadrat z ogliséi (0,0),(1,0),(1,1),(0,1). Ker je

Az, y) = E _11] m = {x_y} =(x—yx+y).

A(0,0)=(0,0), A(1,0)=(1,1), A(1,1) =(0,2), A(0,1) = (-1,1),

se izkaze, da je slika originalnega kvadrata zavrtena za kot m/4 in raztegnjena za
faktor v/2. Glej sliko 3.4! Dano ugotovitev hitro potrdimo tudi algebrai¢no, ker
velja

1 -1 vz _v2 cosT —sinZ

Zato je A res kompozitum zasuka Rz in raztega za faktor V2.
Markovske matrike

Matrike sluzijo za opis prakti¢nih problemov. Markovske matrike imajo pomembno
vlogo pri verjetnosti, ker opisujejo tako imenovane markovske verige. Obravnavajmo
primer markovske verige.

Denimo, da imamo opravka z naslednjim idealiziranim primerom. Populacija
kitov grbavcev zivi v treh oceanih: T — Tihi ocean, A — Atlantski ocean in I —
Indijski ocean. Predpostavimo, da se vsako leto delez kitov iz dolo¢enega podrocja
preseli v drugo po naslednji shemi, prikazani na sliki 3.5.

Z vrsticnim vektorjem py = [z yo 20| po vrsti oznacimo zacetno porazdelitev
deleza kitov glede na ocean T, A, I. Kako se ta porazdelitev spreminja skozi leta?
Kaksno porazdelitev lahko pricakujemo po veliko letih?
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Slika 3.5: Povezave med stanji T), A, [

Naj bo p, = [z, yn 2,] stanje po n-tem letu in p,11 = [Ty11 Yni1 2ne1] stanje v letu
n + 1. Tedaj veljajo naslednje zveze

1
Tn41 = Exn + gyn + gzna
1 n 11
n+1 = 7 Tn andns
Yn+1 1 20y
1 . 1 n D
Zn4+1 = 5Tn “Yn =2y
173 4y 6
ki jih lahko zapiSemo v matriéni obliki
5 1 1
2oh 3
[$n+1 Yn+1 ZnJrl} = [xn Yn Zn} 5 20 1
L g 2
6 6
To pomeni p,.1 = p, P za vsak n € Ny, kjer je
5 1 1
oA
il
s 0 %

tako imenovana matrika prehoda. Torej, porazdelitev po prvem letu je enaka p; =
poP, porazdelitev po drugem letu py = pi P = poP? in porazdelitev po n letih je
Pn = Pp1 P = pp_oP? = --- = pyP". Vidimo, da je potrebno v splognem izra¢unati
potenco P™. Samo racunanje velikih potenc matrike presega nase zmoznosti. Zato
kot zanimivost omenimo, da je

, [18 10 51
lim P”:—g 18 10 51
nree 18 10 51

Izkaze se, da se neodvisno od zacetne porazdelitve py porazdelitev po veliko letih

stabilizira pri vektorju

p=1[% % %l (3:2)
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To pomeni lim pyP" = p. Pri tem opazimo, da velja
n—oo

pP=[8 L 31

_[g 10 51
79 79 79

79 79 79]=p.

Sl et
oB|oei—

O | U |00 =

Porazdelitev p, dolocena z (3.2), je tako imenovana stacionarna porazdelitev. Ce je
porazdelitev deleza kitov glede na ocean T', A, I enaka p, potem se ta porazdelitev z
leti ne spreminja.

Opomba 2. Matrika A € M, (R) je markovska matrika ali stohastiéna matrika, ¢e
velja
() njeni elementi so nenegativni, a;; > 0 za vse i,j € N,,,
(1) vsota vsake vrstice je enaka 1, Y a;; = 1 za vsak i € N,,.
j=1
Vidimo, da je nasa matrika prehoda P markovska matrika.

3.4 Obrnljivost matrik

V tem podpoglavju bomo definirali, kdaj je matrika A € M, (R) obrnljiva in kaj
je obratna vrednost ali inverz obrnljive matrike. Prav tako bomo karakterizirali
obrnljive 2 x 2 matrike.

Zacnimo z motivacijo. Za vsako nenicelno realno stevilo a obstaja tako sStevilo
b, imenovano obratna vrednost ali inverz, da je ab = 1. Inverz ozna¢imo z a~! in
je enak stevilu 1/a. Zato pravimo, da je vsako nenicelno realno stevilo obrnljivo.
Podobno velja tudi za kompleksna stevila. Ce je z = x + yi neni¢elno kompleksno
Stevilo, potem je inverz

1 1

z x2+y2( vi)

V primeru celih stevil Z sta obrnljivi samo stevili 1 in —1, ostala cela stevila v Z
niso obrnljiva. Tudi v algebri kvadratnih matrik definiramo:

Definicija. Naj bo A € M, (R). Tedaj matriko B € M, (R), za katero velja
AB = I = BA,

imenujemo inverzna matrika matrike A. Ce obstaja inverzna matrika, pravimo, da
je matrika A obrnljiva ali reqularna ali nesingularna.

Trditev 3.8. Ce obstaja inverzna matrika matrike A, je ta dolocena enolicno.
Dokaz. Denimo, da obstajata matriki B in C, ki zadoScata

AB = I = BA,
AC =1 =CA.
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Potem velja B = Bl = B(AC) = (BA)C =1C=C. O

V nadaljevanju bomo inverzno matriko matrike A oznacevali z A71. Ker je
M,, (R) nekomutativna algebra, smo formalno v definiciji inverzne matrike zahtevali
oba pogoja AB = I in BA = I. Vendar se izkaze, da zadosca zahtevati samo en
pogoj ali AB =1 ali BA = I. To sledi iz izreka 3.9, katerega dokaz bomo na tem
mestu izpustili. Veljavnost izreka bomo utemeljili pozneje, ko razvijemo orodja za
racunanje inverzne matrike (glej poglavje 4.6).

Izrek 3.9. Ce za matriki A, B € M, (R) velja AB = I, potem je tudi BA=1.

Trditev 3.10. Matriki A, B € M, (R) sta obrnljivi natanko tedaj, ko je obrnljiv
njun produkt AB in velja
(AB) ' =BtA™L.

Dokaz. Predpostavimo, da sta matriki A in B obrnljivi. Zato obstajata matriki
A7tin B7'. Naj bo C = B~!A~!. Potem velja

(AB)C = A(BB™Y) A" = AIA™ = AA™ = I,
C(AB)=B ' (A'A)B=B'B=B"'B=1I
in AB je obrnljiva matrika in velja (AB)™' = B~1A~".

Predpostavimo nasprotno, da je AB obrnljiva matrika in s C' ozna¢imo njeno
inverzno matriko. Potem velja

(AB)C' =1 oz A(BC)=1I,
C(AB)=1 oz. (CA)B=1.

7 uporabo izreka 3.9 lahko zaklju¢imo, da sta A in B obrnljivi matriki. Velja
A1 = BC in B~ = CA. O

Problem. Kdaj je matrika A obrnljiva? Kako izracunamo inverzno matriko?

Za motivacijo bomo obravnavali problem v primeru n = 2. V splosnem bomo
odgovora na zastavljeni vprasanji podali kasneje, ko razvijemo potrebna orodja (glej
poglavji 4.6 in 5.7). Zacnimo z zgledom, v katerem obravnavamo obrnljivost treh
matrik iz algebre M (R).

Zgled. Dane so matrike

37 I R Y _ |cosp —sing
A_[2 5]’ B_{l 1] 1n C_[Singp COSQOj|.

1. Matrika A je obrnljiva in inverzna matrika je

4|5 =7
A _[_2 3]
Velja namrec

a3 75 =T _[15-1 —21421] _[1 0
“ 12 5/|-2 3| |10-10 —14+15| " |0 1|
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2. Matrika B ni obrnljiva. Denimo, da obstaja matrika C' z lastnostjo BC' = I.
Potem lahko zapisemo

1 0 |1 Iffa bl |a+c b+d
0 1| |1 1] lec d| l|la+c b+d

in dobimo protislovije 1 = a + ¢ = 0. Torej taka matrika C' ne obstaja.

3. Ali je matrika C' obrnljiva? V prejsnjem podpoglavju smo videli, da nam
matrika
R, = {cpsw —sin go]
sinp  cosp

opise zasuk ravnine okoli izhodisca za kot ¢, torej predstavlja preslikavo R, :
R? — R?. Zasuk R, je bijektivna preslikava, saj obstaja inverzna preslikava
R;l =TR_,, daje
-1 .
R, oR,=1;

to pomeni R' (R, (¢)) = z za vsak x € R®. Obratni zasuk lahko identifici-
ramo z matriko

R [mg) e <[ )

Zato ni presenecCenje, da je matrika C' = R, obrnljiva in inverzna matrika je
enaka RJ' = R_,:

R.R . — |0s¢¥ —sing| | cosg singp| |1 0
YUY Ising  cosp | |—sing cosp| |0 1|

Naj bo A € M, (R). Resimo matri¢no enacbo AX = I; torej
ax=le o =)
Dano ena¢bo preuredimo v obliko
a bl |x 1 . a b| |y 0
I Al AR ]
Opravka imamo z dvema sistemoma linearnih enacb z dvema neznankama:

N ary+bra =1 . . ay; +by2 =0
<Z)' C$1+dl’2:0 lIl <”)' cy1+dy2:1 ’

Resimo sistem (i). Ce prvo ena¢bo pomnozimo z d in drugo ena¢bo pomnozimo z

—b ter ju sestejemo, dobimo
(ad — be) zp = d.
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Ce pa prvo enacbo pomnozimo z —c¢ in drugo z a ter ju sestejemo, dobimo
(ad — bc) zg = —c.
Sistem enach () je resljiv natanko tedaj, ko je ad — be # 0. Resitev je
d ) —c
Tad—be T ad—be
Podobno postopamo pri resevanju sistema (ii). Tudi ta sistem je resljiv natanko
tedaj, ko je ad — be # 0 in resitev je
—b ) a
Tad—be P T wd e
Vidimo, da je iskana inverzna matrika enaka

1 d —b
X = .
ad — bc {—C a}

T

n

S tem je dokazana trditev:

Trditev 3.11. Matrika A € M (R) je obrnljiva natanko tedaj, ko je ad — be # 0.

Pri tem je
PR o I S A
e dl ad—be|—c a]’

Opomba 1. Vidimo, da je 2 x 2 matrika A obrnljiva natanko tedaj, ko je njena
determinanta

a b
d

V poglavju 5 bomo ta rezultat posplosili na splosne n x n matrike. Definirali bomo
determinanto reda n in poiskali obrazec za inverzno matriko A=

=ad — be # 0.

Opomba 2. Po drugi strani se izkaze, da je 2 x 2 matrika A obrnljiva natanko
tedaj, ko je enoli¢no resljiv sistem linearnih enacb Ax = b, kjer sta x,b € R2. To

pomeni
a b 1| b1 o ax1+b:v2:b1
c d ) N b2 & Cl’l‘i‘dxgzbg ’
kar lahko zapisemo tudi v obliki

1 {CCL] + T {Z] = {Zj 0z. x1A' + 1,A% =b.
Torej se vsak vektor b € R? enoli¢no izraza kot linearna kombinacija vektorjev
Al A? € R?, ki sta stolpca matrike A. Zato sta vektorja A!, A? linearno neodvisna
in tvorita bazo vektorskega prostora R2. V poglaviju 4, ki obravnava sisteme linearnih
enach, bomo ta rezultat posplosili. Videli bomo, da je matrika obrnljiva natanko
tedaj, ko so njeni stolpci A!, A%, ..., A" ali vrstice A;, A, ..., A, linearno neodvisni
vektorji.

Ce zdruzimo vse omenjeno, lahko zaklju¢imo to poglavje s karakterizacijo obr-
nljivih 2 x 2 matrik:
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Izrek 3.12. Za matriko A € My (R) so naslednje trditve ekvivalentne:
(1) A je obrnljiva matrika;
(77) determinanta matrike A je razlicna od 0;
(i11) stolpca A', A* matrike A sta linearno neodvisna vektorja;
(iv) sistem linearnih enach Az = b je enoliéno resljiv za vsak b € R2.
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Poglavje 4

Sistemi linearnih enacb

4.1 Definicija in uvodni primeri

Linearna enacba nad realnimi Stevili z n neznankami 1, x», ..., x,, je enacba oblike
a1 + asxy + -+ - + apx, = b,

kjer so ay, as, ..., a,,b dana realna stevila. Resitev te enacbe je vsak vektor (tocka)
s = (s1, 82, ..., Sp) € R", za katerega velja a;sy + agsg + - - - + a,S, = b. Mnozica vseh
reSitev je

R= {(81, S92, ..ty Sn) € Rn|a131 + asSg + -+ apsy, = b} C R".
Zgled 1. Resitev linearne enacbe 2x; 4+ 3x5 + x3 = 6 je mnozica
m={(z.9.2) € B2z + 3y + 2 = 6},

ki geometrijsko predstavlja ravnino v R®. Dana ravnina poteka skozi tocke A (3,0, 0),
B(0,2,0), C'(0,0,6).

Sistem m linearnih enacb z n neznankami x1, z, ..., z,, je druzina linearnih enacb

1171 + ajpxe + -+ ATy, = by, (4.1)

2171 + A2%2 + - -+ + Aon Ty = ba,

Am1T1 + A2l + - -+ + Gpp Ty = bm

Resitev sistema linearnih enacb (4.1) je vsak vektor s € R", ki resi vsako od danih
enachb. Naj bo R; mnozica reSitev i-te linearne enacbe. Potem je resitev danega
sistema linearnih enach

R=RNRN---NR, CR"

V primeru R # (), pravimo, da je sistem linearnih enacb resljiv ali konsistenten, sicer
je sistem protisloven oz. nekonsistenten.
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Zgled 2. Dani so trije sistemi linearnih enacb z dvema neznankama:

. rT+y=3 . r+y=23 r+y=3
(Z){x—yzl <“){2x—|—2y:6 (47d) r+y=1

Sistem linearnih enacb (7) je resljiv in ima eno samo regitev T'(2,1) € R?. Premici,
doloceni z enacbama (i), se sekata v tocki 7. Sistem linearnih enacb (i) je resljiv.
Resitev je neskonéno mnogo in v R? predstavljajo premico p = {(t,3 —t)|t € R} C
R?. Sistem linearnih enacb (44i) je protisloven. Premici, doloceni z enacbama (i),
se ne sekata.

Opomba 1. Pri reSevanju sistema linearnih enac¢b vedno nastopi ena od moznosti:
(7) sistem je enoli¢no resljiv;
(77) sistem je resljiv in ima neskonéno resitev;
(1i1) sistem je protisloven.

V tem poglavju nas bo posebej zanimalo, kako resujemo sisteme linearnih enacb,
kaksna je algebrai¢na struktura mnozice reSitev in primeri uporabe. Pomembno
vlogo pri Studiju sistemov linearnih enac¢b imajo matrike. Sistem linearnih enacb
(4.1) lahko zapisemo v matri¢ni obliki

@11 Q2 - Qin € by
Q21 Q22 -+ Q2 X2 ba
Am1 Am2 - Amn T bm

in krajse predstavimo kot
Axr =0, A€ Mpun(R), z€R" beR™.

Pri tem je A matrika sistema, r € R" stolpéni vektor neznank in b € R™ stolpéni
vektor konstant. Z

a1 aiz - A, by

a a cr A9, b
Al = [AY A% . oAny) = |2 "

Am1 Am2 ' Qmn bm

oznacimo t. i. razsirjeno matriko sistema linearnih enacb.

Kako resimo sistem linearnih enacb? Linearne sisteme najbolj elegantno resujemo
z Gaussovo metodo. Gaussovo metodo bomo neformalno spoznali na spodnjem de-
lovnem zgledu. Sistem linearnih enacb ne spremeni resitev, ce

e eno enacho pomnozimo z nenicelnim skalarjem;

e eno enacho, pomnozeno s skalarjem, pristejemo k drugi enacbi;
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e zamenjamo vrstni red (dveh) enach.

Z omenjenimi koraki postopoma iz sistema linearnih enach odstranjujemo posame-
zne neznanke. Za matricni zapis delovnega zgleda vpeljemo Se t. i. elementarne
vrsticne operacije, ki ustrezajo zgornjim postopkom:

e cno vrstico matrike pomnozimo z nenic¢elnim skalarjem;
e eno vrstico matrike, pomnozeno s skalarjem, pristejemo k drugi vrstici;
e zamenjamo med seboj dve vrstici matrike.

Dokazali bomo: ¢e v razsirjeni matriki sistema linearnih enac¢h uporabimo elemen-
tarno vrsti¢no operacijo, se resitve sistema ne spremenijo.

Delovni zgled. Poisc¢imo presek danih treh ravnin:

31‘1 +To —x3 = 8 3 1 —1 ‘ 8-
ry—To+x3 = 4 < |11 =1 1 | 4. (4.2)
T1+To— T3 = 2 _1 1 —1 | 2_
Zamenjamo prvo enacbo z drugo in nato drugo s tretjo in dobimo
T —Tot+w3 = 4 (1 -1 1 | 4]
3$1 + 2o — T3 = 8 3 1 -1 ‘ 8

V razgirjeni matriki sistema (4.2) smo tako zamenjali prvo in drugo vrstico in nato
drugo in tretjo. V (4.3) iz druge in tretje enac¢be odstranimo prvo spremenljivko ;.
Tako prvo enachbo, pomnozeno z —1, najprej pristejmo k drugi enachi in nato jo,
pomnozeno z —3, pristejmo Se k tretji enachi. Dobimo

T —Tg+2x3 = 4 1 -1 1 | 4
Uy —2r5 = —2 p < |0 2 =2 | —2|. (4.4)
Azy —Adzy = —4 0 4 —4 | —4

V razsirjeni matriki sistema (4.3) smo dejansko prvo vrstico, pomnozeno z —1,
pristeli k drugi, pomnozeno z —3, pa pristeli k tretji vrstici. Vidimo, da je tre-
tja enacba dvakratnik druge, zato jo lahko izpustimo. Ce pomnozimo drugo enacbo
z 1/2, dobimo
Ty —xe+x3 = 4 L -1 1] 4
! x2_x3i_1}<—> 0 1 -1 | —1]. (4.5)
S 00 0 | 0
Torej smo v razsirjeni matriki sistema (4.4) drugo vrstico pomnozili z —2 in jo
pristeli k tretji vrstici in dobili ni¢elno vrstico ter drugo vrstico pomnozili z 1/2.
Nazadnje v (4.5) pristejemo drugo enac¢bo k prvi oz. v razsirjeni matriki pristejemo
drugo vrstico k prvi. Dobimo
1o 0 | 3
Lol s] "

ry = 3 }
S
To — T3 = —1
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Vidimo, da je xy = 3. Spremenljivki x5 in x3 pa povezuje enacba xo — 3 =
—1. Zato izberemo na primer spremenljivko z3 za tako imenovano prosto (ne-
dolo¢eno) spremenljivko, to pomeni x3 =t € R. Potem je o = —1 + 23 = —1 + ¢.
Ker je ena spremenljivka prosta, dobimo enoparametricno druzino reSitev p =
{(3,=1+1t,t) |t € R}, ki geometrijsko predstavlja premico. Premica p je dolo¢ena s
tocko A (3,—1,0) in vektorjem p'= i+ k.

Prikazanemu postopku v delovnem zgledu, kjer na razsirjeni matriki uporabljamo
elementarne vrsti¢ne operacije, recemo Gauss-Jordanova eliminacija. Matrika, ki jo
dobimo na koncu Gaussove eliminacije, je vrsticna kanonicna forma. To pomeni, da
ima matrika

3 1 -1 8
A=11 -1 1 4
1 1 -1 2
vrstiéno kanoni¢éno formo
10 0 3
VKFA=|(0 1 -1 -1
00 0 O

Opomba 2. Crtkano érto v matriki [A|b] uporabljamo samo, ko Zelimo poudariti,
da imamo opravka z reSevanjem sistema linearnih enacb.

4.2 Elementarne matrike

V tem podpoglavju bomo definirali elementarne vrstiéne operacije, elementarne ma-
trike in matri¢no vrsti¢no kanoni¢no formo. Naj bo A € M« (R) in z [A1 As... A}
ozna¢imo vrsti¢no sestavo matrike A.

Definicija. Trije tipi elementarnih vrsti¢nih operacij na matrikah so:
(vl) i-to vrstico A; pomnozimo z nenic¢elnim skalarjem A, natan¢neje v;(\):
[Ay - Ay Ay] 5 [Ar-- M- A
(v2) i-to vrstico A;, pomnozeno z A, pristejemo k j-ti vrstici, natancneje v;; (A):

i (A)

(A Ay Ay Ay [Ay A M+ Ay Al

(v3) zamenjamo i-to in j-to vrstico matrike A, natancneje v;;:

[Ay - Ay Ay Ay hd [Ay - Ay Ay Ay
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Naj bo I € M,, (R) identicna matrika. Elementarne matrike so tiste matrike, ki
jih iz identitete I dobimo z uporabo elementarnih vrstiénih operacij. Ce na matriki
I uporabimo operacijo (v1), i-to vrstico matrike I pomnozimo z A # 0, dobimo
elementarno matriko prvega tipa:

v (A
'L>)

I E;(A) invelja E(A)=En+- 4+ A+ 4 Epn.

Ce uporabimo operacijo (v2), i-to vrstico matrike I, pomnozeno z A # 0, pristejemo
k j-ti vrstici, dobimo elementarno matriko drugega tipa:

I v Ez (/\) in velja Eij ()\) =1 + )\Eﬂ

Ce uporabimo operacijo (v3), zamenjamo i-to in j-to vrstico matrike I, dobimo
elementarno matriko tretjega tipa:

I+ Py invelja Pj=E;+E;+» Eqy.
ki,j
Zgled 1. Naj bo m = 3. Elementarne matrike omenjenih treh tipov so na primer
1 00 1 00 1 00
Ey(6)=10 6 0, E33)=1]0 1 0|, P3=1]0 01
0 01 3 01 010

Elementarne vrsticne operacije na matrikah lahko predstavimo kot mnozenje s
pripadajocimi elementarnimi matrikami z leve strani. Velja trditev:

Trditev 4.1. Naj bo A € M, (R) in A" matrika, dobljena iz A z uporabo elemen-
tarnih vrsticnih operacij (v1)—(v3). Potem velja:

(i) A" =[A1.. A AR = E; (M) A,

(17) A" =[A1.. A DA + AL A = By (M) A,

(ii) A = [Ay.. Ay Ar. Ay] = Py A.

Dokaz trditve je rutinski in ga izpustimo, trditev utemeljimo z zgledom.

Zgled 2. Naj bo

a1 Qo
A = b1 bQ S M3><2 (R) .
C1 Co
Potem nam produkt
1 0 0] a1 aq ar  az
E2 (6) A - O 6 O b1 b2 - 661 6b2
001 C1 Co C1 Co

predstavlja vrsticno operacijo (vl), kjer drugo vrstico matrike A pomnozimo s 6.
Produkt

1 0 0] a1 aq ax a2
Eis(3)A=10 1 0| |by bo| =] b by
3 01 C1 Co 3@1 + 3@2 + Co
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je delovanje vrsticne operacije (v2), kjer prvo vrstico matrike A, pomnozeno s 3,
pristejemo k tretji vrstici. Nazadnje, produkt

1 00 ap ag a1 ag
P23A =10 0 1 bl b2 = [C1 C2
010 C1 Co bl b2

opise vrsti¢no operacijo (v3), kjer smo v A zamenjali drugo in tretjo vrstico.

Trditev 4.2. Elementarne matrike so obrnljive. Inverzna matrika elementarne ma-
trike je istega tipa.

Dokaz. Elementarna matrika prvega tipa E; (A) ima inverzno matriko E; (1/)), ki
predstavlja elementarno vrsticno operacijo v;(1/A), i-to vrstico matrike pomnozi z
1/X. Torej velja

5(})

. 1
opoy W T oA B (X) E(\) =1.

I
Elementarna matrika drugega tipa E;; (A) ima inverz E;; (—\) in inverzna matrika
predstavlja vrsticno operacijo v;;(—A), ki i-to vrstico matrike, pomnozeno z —A,
pristeje k j-ti vrstici. Zapisemo lahko

i (A)

I E; 00 SV 1Al By (N E; () =1

Elementarna matrika tretjega tipa Pj; je sama sebi inverzna matrika, namrec Pj;
predstavlja zamenjavo i-te in j-te vrstice. Zato velja

Vij Vigj . 2
in trditev je dokazana. U

Izrek 4.3. Dan je sistem linearnih enach Ax = b, kjer je A € My «, (R). Naj
bo P € M,, (R) obrnljiva matrika in A" = PA ter b/ = Pb. Potem imata sistema
Az =bin Ax =1 iste resitve.

Dokaz. Naj bo z resitev sistema linearnih enach Az = b. Ce dani sistem z leve
strani pomnozimo z matriko P, vidimo, da je x tudi resitev sistema

PAx =Pb oz. Az=V.

Predpostavimo obratno, da je x resitev sistema A’z = V/. Ker je P obrnljiva matrika,
obstaja inverzna matrika P~!. Ce z dano matriko z leve strani pomnozimo enacbo

A'z =V, dobimo

P Az =P
P'PAx=P7'Pb
Ax =b.
Torej x resi tudi sistem linearnih enachb Ax = b. O

Za sistema linearnih enacb Az = bin A’x = V', ki imata iste resitve, pravimo, da
sta ekvivalentna. Z razsirjeno matriko sistema to zapisemo v obliki [A|b] ~ [A’|V/].
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Posledica 4.4. Naj bo [A|b] razsirjena matrika sistema Az = b. Denimo, da smo
matriko [A'|b'] dobili iz matrike [A|b] z uporabo elementarnih vrsticnih operacij (v1)—
(v3). Tedaj sta sistema linearnih enacb Az =b in A'x =1 ekvivalentna.

Dokaz. Sistem linearnih enach Az = b predstavimo z razsirjeno matriko [Ab].
Matriko [A’[l/] smo dobili z zaporedjem elementarnih vrsti¢nih operacij iz matrike
[A]b] in po vrsti oznac¢imo pripadajoce zaporedje elementarnih matrik Py, P, ..., Py.
Elementarne matrike so obrnljive, zato je po trditvi 3.10 obrnljiva tudi matrika
P=P.P._,..PP. Ker je

P[A|b] = PyP_y1...PPy [Alb] = [A'|b],
po izreku 4.3 resitve sistemov linearnih enacb Az = b in A’x = b’ sovpadajo. O

Zaklju¢imo to poglavje z vpeljavo pojma vrsticna kanoni¢na forma matrike A.
Vsako matriko A € M,,«, (R) lahko z uporabo elementarnih vrsti¢nih operacij pre-
oblikujemo v obliko, ki se imenuje vrsticna kanonic¢na forma matrike A (oznaka
VKF A) in ima naslednje lastnosti:

1. V wsaki nenicelni vrstici matrike je prvi nenicelni element z leve, ki se imenuje
pivot, enak 1.

2. Ce je i-ta vrstica matrike nicelna, potem so nicelne tudi vse naslednje vrstice.
3. Pwot v vrstict 1 + 1 je bolj desno kot pivot v i-ti vrstica.

4. Pivot je edini nenicelni element v svojem stolpcu.

Zgled 3. Matriki

1 2040 2 10 00O
00120 3 01000
A=1(0 0 0 0 1 4 in /=10 01 0 O
000000 00010
000000 0 00O0T1

sta zapisani v vrsti¢ni kanoni¢ni formi. Matrika A € M6 (R) ima 3 pivote: aq; = 1,
ass = 1 in ags = 1. Identiteta I algebre M; (R) ima 5 pivotov, pivoti so diagonalni
elementi.

Na delovnem zgledu si oglejmo algoritem, ki matriko preoblikuje v vrsticno ka-
noni¢no formo. Dani algoritem se imenuje Gauss-Jordanova eliminacija.

Delovni zgled. Pois¢imo vrsti¢no kanoni¢no formo matrike

0 2 3 1
A=12 -6 6 O
1 -2 5 -1
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Uporabimo naslednje zaporedje vrsticnih operacij:

0 2 3 1 1 -2 5 —1 21—25—1 Dol 1/
2 66 0|™Ml2 —66 0|5 |0 —2 —4 2|=WEY
1 -2 5 -1 0 2 3 1 0 2 3 1
(1 -2 5 —1 1 09 -3 1 00 24
0 1 2 —1| ™Y lg 12 | g 1 0 5
0o 0 -1 3 001 -3 001 -3
Vidimo, da je rezultat tega postopka
1 0 0 24
VKFA=10 1 0 5
001 =3

Algoritem za iskanje VKF: Naj bo A € M,,,«, (R).
e Postavit=1,7 = 1.

o Korak 1:

— Ce je a;; = 0 in v j-tem stolpcu obstaja element ax; # 0 v vrstici z
indeksom £ > 4, uporabi vrsti¢no operacijo v, da bo novi a;; # 0.
— Uporabi vrsti¢no operacijo v; (1/a;;), da bo novi element a;; = 1 pivot.

— Za vsak k > i uporabi vrstitno operacijo v;z(—ay;), da bo novi element
Qr; = 0.

e Izberi i + 1 za nov i (premakni se v novo vrstico) in dolo¢i novi j, da bo

—ag=0zavsak k>1+1inl < 7,
— ax; # 0 zaneki k> i+ 1.
— Ce tak k obstaja, potem ponovi korak 1.

e Korak 2: Vrstice s pivoti ustrezno pomnozi in pristej k predhodnim vrsticam,
da bo pivot edini nenicelni element v svojem stolpcu.

Opomba. Matriki A in B iz mnozice M,,x, (R) sta vrsticno ekvivalentni, oznac¢imo
A ~ B, ¢e lahko matriko B dobimo iz matrike A z zaporedjem elementarnih vrsti¢nih
operacij. 7Z drugimi besedami, A ~ B, ¢e obstaja tako zaporedje elementarnih
matrik P, P, ..., P, da je B = PyP,_41...P,P; A. Ni tezko preveriti, da je relacija ~
ekvivalenc¢na relacija; to pomeni

(i) A~ A (refleksivnost),

(1i) A~ B = B ~ A (simetri¢nost),

(1ii) A~ B N B~C = A~ C (tranzitivnost).
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Matrike, ki imajo obliko VKF, so dejansko predstavniki ekvivalen¢nih razredov pri
dani relaciji. Hitro vidimo, da velja A ~ B natanko tedaj, ko je VKF A = VKF B.

Problem. Ugotovi, katere matrike iz algebre M,, (R) so vrsticno ekvivalentne identi-
teti I7 Iscemo torej ekvivalencni razred relacije ~, katerega predstavnik je identiteta
[I] = {A € M, (R)|VKF A = I}. Odgovor na zastavljeno vprasanje bralec najde v
izreku 4.13.

4.3 Rang matrike

V tem podpoglavju bomo definirali zelo uporaben pojem pri matrikah, ki je povezan
s Stevilom nenicelnih vrstic v vrsticni kanoni¢ni formi dane matrike in se imenuje
rang matrike. Prav tako je rang uporaben pri vektorjih v R" za doloc¢itev dimenzij
vektorskih podprostorov.

Naj ima matrika A € M,,x, (R) vrsticno sestavo A = [A;A,...A,,]. Vrstice
Ay, Ag, ..., Ay, so vektorji, ki v IR™ generirajo vektorski podprostor £ { Ay, As, ..., An }-

Definicija. Naj bo A € M,,«, (R). Rang matrike A, ki ga oznacimo z rang A, je
enak razseznosti vektorskega prostora £ {A;, As, ..., A, }.

Neposredno iz definicije sledi:

e Kerjerang A = dim L {A;, Ay, ..., A, }, je rang matrike A enak stevilu linearno
neodvisnih vrstic matrike A. Namre¢, dimenzija prostora je enaka moci baze
tega prostora. Bazni vektorji so linearno neodvisni vektorji, ki tvorijo ogrodje
danega prostora.

e Velja ocena 0 < rang A < min {m,n}. Linearna lupina V"= L {A;, As, ..., A, }
je vektorski podprostor v R". Zato je dimenzija prostora V omejena z n =
dim R™. Po drugi strani pa lahko imamo med Aq, As, ..., A,, najve¢ m linearno
neodvisnih vektorjev, zato je dim V' < m.

Opomba 1. V definiciji smo dejansko definirali vrsticni rang matrike A. Lahko bi
definirali tudi stolpcni rang matrike A kot razseznost podprostora £ { A, A2, ..., A"},
ki ga v R™ generirajo stolpci matrike A. V nadaljevanju bomo dokazali, da vrsti¢ni
in stolpcni rang sovpadata.

Zgled 1. Naj bo A € Myy3(R). Potem je rang A € {0,1,2,3}. Za matrike

Alz 7A4:

o O OO
o O OO
N = O =
N — = O

0
0
1
3

W O = N
W O = N
W O = N
N N
_ o O
N O = O
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velja, da je rang A; = 0, rang Ay = 1, rang A3 = 2 in rang A, = 3. Matrika A; nima
linearno neodvisne vrstice. Pri matriki A, je vsaka vrstica kolinearna z vektor-
jem (1,1,1). Matrika Ay ima dve linearno neodvisni vrstici, npr. (1,0,1),(0,1,1).
Podprostor, ki ga generirajo vrstice matrike A4, je enak celemu prostoru R3.

Podobno, kot so definirane elementarne vrsticne operacije, lahko definiramo tudi
elementarne stolpcne operacije, in sicer:

(s1) i-ti stolpec matrike pomnozimo z nenicelnim skalarjem A, s; (A);

(s2) i-ti stolpec matrike, pomnozen z A # 0, pristejemo k j-temu stolpcu, s;; (A);

(s3) zamenjamo i-ti in j-ti stolpec matrike A, s;;.

Izrek 4.5. Elementarne operacije (v1)—(v3) in (s1)—(s3) ne spremenijo niti ranga
po wvrsticah niti ranga po stolpcih.

Dokaz. Dokazali bomo, da operacije (v1)—(v3) ne spremenijo ranga po vrsticah in
ne spremenijo ranga po stolpcih. Dokaz za operacije (s1)—(s3) je podoben.

Vrstiéni rang: Naj bo A = [AAs...A,,] vrstiéna sestava matrike. Dokazimo, da
vrsticne operacije ne spremenijo podprostora V' = L{A;, As, ..., A} € R™. Potem
se ohranja tudi dimenzija tega prostora in s tem vrsti¢ni rang matrike.

(v1) Brez izgube za splosnost pomnozimo prvo vrstico matrike A s skalarjem A # 0
in oznac¢imo U = L {\Ay, As, ..., A} € R Ker lahko zapisemo

$:>\1A1+/\2A2++)\m14m
A1

vidimo, da je x € V natanko tedaj, ko je x € U. Torej je V =U.

(v2) Brez izgube za splosnost pristejmo prvo vrstico matrike A, pomnozeno z A # 0,
k drugi vrstici. Naj bo By = Ay + AA; in oznacimo z U = L{A1, Bs, ..., A}
podprostor v R", ki ga generirajo nove vrstice. Ker lahko zapisemo

r=MA+ XA+ -+ XA
=NA +XoBy + -+ M\ An,

vidimo, da je x € V natanko tedaj, ko je x € U. Zato velja V =U.

(v3) Zamenjava vrstnega reda vektorjev v seznamu (Aj, Ao, ..., A,,) seveda ne spre-
meni podprostora £{A;, As, ..., A }.

Stolpéni rang: Naj bo dim £ { A, A%, ..., A"} = k. Potem imamo k stolpcev, ki so
linearno neodvisni in baza tega prostora. Predpostaviti smemo, da so to stolpci
Al A2, .. AF. Sicer zamenjamo vrstni red stolpcev. Ce uporabimo vrstiéno ope-
racijo, dobimo nove stolpce B!, B?,..., B¥. Dokazali bomo, da so tudi ti stolpci
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linearno neodvisni. To pomeni, da se pri uporabi vrsticne operacije stolpéni rang ne
spremeni. Linearna neodvisnost stolpénih vektorjev A, A2, ..., A¥ pomeni

MA A2+ A =0 = N =X = =X =0.
Z drugimi besedami ima sistem linearnih enacb

a11>\1 + CL12)\2 + -+ alk)\k = 0,
g1 A1+ Ao + -+ 4 ag A, = 0,

am1>\1 + (Zm2>\2 + -+ (ka;)\k =0

samo trivialno reSitev \; = --- = A\ = 0. FElementarna vrsticna operacija ne
spremeni resitev tega sistema. Zato velja

MB' '+ XB? + -+ B =0 = M =X=-=X=0

in novi stolpci B, B2, ..., B* so linearno neodvisni vektorji. Torej vrstié¢ne operacije
ohranjajo stolpcni rang. 0

Opomba 2. Iz dokaza izreka 4.5 vidimo, da elementarne vrsticne operacije (v1)—
(v3) ne spremenijo podprostora L{A, A, ..., A;n }, ki ga generirajo vrstice matrike
A€ Mpyxn (R).

Izrek 4.6. Naj bo A € M,«, (R) matrika z vrsticnim rangom k. Tedaj lahko

matriko A z zaporedjem elementarnih operacij (v1)—(v3) in (s1)—(s3) preoblikujemo
v obliko

1 -- 00 --- O
Tk Ok (n—k) 0O --- 1.0 --- 0
- 4.7
O(W—k)Xk O(m—k)x(n—k) o --- 00 --- 0 ( )
0 - 00 - 0]

Posledicno je vrsticni rang enak stolpénemu rangu.

Dokaz. Ce je k = 0, tedaj je A nicelna matrika in izrek velja. Naj bo sedaj k > 1.
Potem v A obstaja nenicelni element a;;. Z zamenjavo i-te in prve vrstice ter z
zamenjavo j-tega in prvega stolpca dobimo nenicelni element na mestu (1,1). Brez
izgube za splosnost smemo predpostaviti, da je a;; = 1 (sicer delimo prvo vrstico z
ay1). Z uporabo vrsti¢ne operacije (v2) in stolpcne (s2) eliminiramo vse preostale
elemente prve vrstice in prvega stolpca. Tako dobimo matriko

1 0 o --- 0

0 ap ax --- ag
0 aspx ass -+ as,
_O Am2 Am3 -~ amn_
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Postopek ponovimo na manjsi matriki. Ker je vrsti¢ni rang dane matrike enak £k,
po k — 1 korakih dobimo zZeleno obliko (4.7). Ker vrsti¢ne in stolpéne operacije ne
spremenijo niti vrsti¢nega niti stolpcnega ranga, vidimo, da je tudi stolpéni rang
dane matrike enak k. 0J

V dokazu prejsSnjega izreka smo uporabili tako vrsticne kot stolpcne operacije.
Ce uporabimo samo vrsticne operacije, lahko matriko preoblikujemo do vrsticne
kanoni¢ne forme. Zato velja:

Posledica 4.7. Rang matrike A je enak Stevilu nenicelnih vrstic matrike VKF A.

Opomba 3. Veljajo naslednje trditve:
(i) rang A = rang AT;
(ii) rang I = n, I € M, (R);
(iii) za matriko A € M,, (R) je rang A = n natanko tedaj, ko je VKF A = .

Posledica 4.8. Naj bodo vi,vs,...,v,, € R"™. Vektorjy vy,ve,...,0, So linearno
neodvisni natanko tedaj, ko ima matrika A € Myx, (R), kjer je Ay = v1,As =
U2,y eoey Ay = Uy, TANG enak m.

Dokaz. Vektorji vy, vs, ..., v, so linearno neodvisni natanko tedaj, ko tvorijo bazo
prostora V' = L{vy, vy, ...,v}. Ampak to velja natanko tedaj, ko je razseznost
prostora V' enaka m in s tem rang A = m. O

Problem. Naj bo V' = L{vy,v,...,v,} vektorski podprostor v R™. Kako naj-
enostavneje izracunamo razseznost prostora V' in poiStemo primer njegove baze?
Postopek je naslednji:

e Vektorje vy, vg, ..., v, po vrsti zapiSemo v vrstice matrike A € M, (R).

e 7 uporabo elementarnih vrsti¢nih operacij pois¢emo vrsticno kanoni¢no formo
matrike A. Denimo, da ima VKF A k nenicéelnih vrstic:

VKF A = [BB,...B,0...0] .

e Potem je dimV =rang A = k.

e Ker vrsti¢ne operacije ne spremenijo podprostora V', je V.= L{By, Bo, ..., By }.
Zato tvorijo vektorji By, Bs, ..., B, bazo prostora V.

Pri zgoraj opisanem postopku dejansko ni potrebno z vrsti¢nimi operacijami matrike
preoblikovati do same vrsticne kanoni¢ne forme. Lahko se ustavimo ze prej, ko
vidimo koliko linearno neodvisnih vrstic imamo. Te linearno neodvisne vrstice potem
tvorijo bazo prostora V. Demonstrirajmo to na zgledu:

Zgled 3. Doloci bazo in razseznost podprostora

V =,L{(1,0,1,0,1),(1,2,—4,-2,1),(1,-2,3,0,1),(-2,3,1,4, —2)} C R®,
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Naj bo

1 0 1 0 1
1 2 -4 -2 1
A= 1 -2 3 0 1

-2 3 1 4 =2

7 uporabo ustreznih vrsticnih operacij preoblikujemo matriko A.

1 0 1 0 1 1 0 1 0 1

1 2 —4 —2 ]_ U12(—1),U13 —1),1}14(2) 0 2 _5 _2 0 U3(7%)7v23

1 -2 3 0 1 = 0 -2 2 o0 of

-2 3 1 4 =2 0 3 3 4 0
1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 01
01 -1 0 O v23(—2M24(—3) 01 -1 0 O v34(2),'_v>3(—1) 01 -1 00
02 -5 -2 0 00 -3 -2 0 00 3 20
0 3 3 4 0 00 6 4 0 00 0 00O

Zato je dimV = rang A = 3 in mnozica {(1,0,1,0,1),(0,1,-1,0,0),(0,0,3,2,0)}
je primer baze prostora V.

4.4 Gauss-Jordanova eliminacija

V tem podpoglavju odgovorimo na vprasanje, kdaj je sistem linearnih enacb resljiv,
in podamo formalni postopek za resevanje sistemov linearnih enacb.

Kot smo videli, elementarne vrsticne operacije ne spremenijo resitev linearnega
sistema. To izkoristimo za reSevanje linearnega sistema Az = b z Gauss-Jordanovo
metodo:

1. Zapisemo razsirjeno matriko sistema [A|b].
2. Poiscemo vrsticno kanoniéno formo matrike [A|b], ki naj bo [A'|b'].
3. Zapisemo resitev linearnega sistema A'x =b'.

Tocki 1. in 2. ze obvladamo, z delovnim zgledom obravnavajmo Se tocko 3.

Delovni zgled. Naj bo razsirjena matrika [A]b] sistema linearnih ena¢b Az = b ze
zapisana v vrsticno kanonic¢ni formi

X1
1 -1 0 3 0 | 3 1 -1 0 3 0 To 3
0 0 1 2 0 | —2 0Z. 0 0 1 2 0 x3| = |—2
0O 0 001 | 1 0O 0 0 0 1 Ty 1
X5
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Glavne spremenljivke sistema linearnih enacb so tiste, ki pripadajo pivotom. Spre-
menljivke, ki pripadajo stolpcem brez pivotov, so proste spremenljivke. V nasem
primeru so glavne spremenljivke 1, x3, x5, prosti spremenljivki sta x5 in x4. Nada-
lje, glavne spremenljivke izrazimo s prostimi

T :3+l’2—3$4,
T3 = —2—21'4,

5 =1, To,xy €R
in zapisemo resitev sistema

R ={(3+ xy — 3wy, 3, —2 — 224,24, 1) |22, 24 € R}
— {(3,0,-2,0,1) + 75 (1,1,0,0,0) + 24 (=3,0,2,1,0) |z, 74 € R} .

Dani sistem je resljiv in ima dvoparametri¢no druzino resSitev. Prav tako vidimo,
da je rang A = rang [A|b] = 3 in to stevilo predstavlja stevilo glavnih spremenljivk.
Stevilo prostih spremenljivk 2 = 5 — rang A pa doloéa, koliko parametri¢no druzino
resitev dobimo.

Kaj ¢e v matriki A med seboj zamenjamo stolpce? Kaksen vpliv ima to na
sistem linearnih enach? Preuredimo stolpce matrike A = [A1A2A3A*A5] v matriko

A’ = [A'A3 A5 A2 A%). Obravnavani sistem se nam potem preoblikuje v ekvivalentno
obliko

X1
100 —-13 1] 3 1 0 0 —1 3| [x3 3
010 0 2 | —2 0Z. 01 0 0 2| [x5]=1[-2]{,
001 0 O | 1 001 0 0 To 1
Ty

¢e hkrati usklajeno zamenjamo tudi spremenljivke. Medsebojna zamenjava stolpcev
v matriki sistema linearnih ena¢h pomeni tudi usklajeno zamenjavo spremenljivk!

Osnovni izrek o resljivosti sistema linearnih enach se glasi:

Izrek 4.9. Naj bo A € M, (R), z € R" in b € R™. Sistem linearnih enacb
Az = b je resljiv natanko tedaj, ko je rang A = rang [A|b]. Nadalje, ce je rang A =
rang [A|b] = n, je sistem enolicno resljiv, ¢e je rang A = rang[A|b] = k < n, ima
sistem n — k parametricno druZino resitev.

Dokaz. Naj bo sistem Az = b resljiv. Potem obstaja resitev x = (x1, 2, ..., z,) €
R™ in lahko zapisemo

[Al A2 ... An]

=b oziroma =z A4+ 2, A%+ - +1,A" =b.
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To pomeni, da je zadnji stolpec razsirjene matrike [A[b] = [A'...A"] linearna kom-
binacija stolpcev matrike A. Zato je rang [A|b] = rang A.

Obratno predpostavimo najprej, da je rang A = rang [A|b] = n. Potem ima
vrsticna kanoni¢éna forma matrike [A[b] obliko

1 0 0 ] b'l
01 0 b
AW] = 1] = )b
o0 --- 1 | b%

in resitev x = Iz = V' je ena sama. Naj bo sedaj rang A = rang [A|b] = k, kjer je
k < n—1. Brez izgube za splosnost smemo predpostaviti, da ima vrsticna kanonicna
forma matrike [A|b], ki ima k vrstic, obliko

10 -+ 0 aypyr - oan |

/

[P0 e |
00 -+ 1 apppr - g | U,

Sicer zamenjamo stolpce matrike A" in usklajeno preindeksiramo spremenljivke! V
sistemu A'x = V' so 1,9, ...,z glavne spremenljivke in zp 1, Tx42,..., T, proste
spremenljivke. Prostih spremenljivk je n — k in sistem ima n — k parametri¢no
druzino resitev:

/
Ty = bl — Q1 k+1Tk41 — 00— O1pdp,
/
To = by — 02 k41Tk+1 — *+° — Qapdyp,
= b, — — - eR
Tk = O — Ok k+1Tk+1 AT, Tpi1, Lp42, -5 T .
S tem je izrek dokazan. O

4.5 Struktura mnozice resSitev sistema linearnih
enachb

Glavni cilj podpoglavja je opisati strukturo mnozice resitev sistema linearnih enacb
Az = b, kjer je A € Myxpn (R),xz € R b € R™. Zatnimo z definicijo:

Definicija. Sistem linearnih enacb Az = b je homogen, ¢e je b= 0. Ce je b # 0, je
sistem nehomogen.

Opomba 1. Homogen sistem Ax = 0 je vedno resljiv. Resitev x = 0 se imenuje
trivialna resitev.
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Izrek 4.10. Naj bo A € My, (R). Mnozica resitev homogenega linearnega sistema
Ax = 0 tvori vektorski podprostor v R™, katerega dimenzija je n — rang A.

Dokaz. Oznacimo z V = {z € R"|Az = 0} mnozico resitev homogenega sistema
linearnih enacb. Naj bosta x,y € V poljubna vektorja in A, 4 € R poljubna skalarja.
Ker je po predpostavki Az = 0 in Ay = 0, lahko zapisemo

Az + py) = A(Mx) + A(uy) = Mz 4+ pAy = A0 + p0 = 0.

Zato velja Ax + py € V in V je vektorski podprostor v R™.

Naj bo rang A = k. Iz dokaza izreka 4.9 sledi, da ima sistem Az = 0 k glavnih in
n — k prostih spremenljivk ter smemo predpostaviti, da so xxi1, Tgio, ..., T, proste
spremenljivke. Za vsak i = 1,2,...,n — k naj bo v; € R" resitev sistema Az = 0, ki
smo jo dobili z izbiro z44; = 1 in 254; = 0 za vse j # i. Vektorji vy, vs, ..., Vg SO
linearno neodvisni in vsaka reSitev x € V' se zapiSe v obliki x = A\vy + Ao + -+ +
An—kUn—k, Kjer je N; € R. Zato je {v1, v, ...,v,_} baza vektorskega prostora V in
dimV =n — k. 0

Zgled 1. Dan je sistem linearnih enach Ax = 0, kjer je

12030 4
A=10 0 1 2 0 3
00001 2

Naj bo V C RS mnozica resitev danega sistema. Ker je rang A = 3 in n = 6, je
dim V' = 3. Dimenzija podprostora V seveda sovpada s stevilom prostih spremen-
ljivk, ki so x9, 24, x6. Glavne spremenljivke se s prostimi izrazajo v obliki

T — —21‘2 — 31’4 — 4.236 (48)
T3 = —256'4 - 3[L’6
Ty = —22U6 To, Ty, T € R.

Ce v (4.8) vstavimo izbor:

Ty T4 Tg Ty X3 X3
1 0 0 = -2 0 0
0o 1 0 = -3 -2 07
O 0 1 = —4 -3 -2

dobimo bazne vektorje
v =(-2,1,0,0,0,0), vy = (-3,0,—-2,1,0,0), v3 = (—4,0,-3,0,-2,1). (4.9)

Formalno preverimo $e, da je {vy,ve,v3} res baza prostora V. Iz (4.8) sledi, da ima
sistem Ax = 0 resitev

T = (=229 — 334 — 4T, T2, =274 — 3T6, T4, —2T6,Tg), T2, T4, Te € R,
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kar lahko zapiSsemo v obliki

x=15(=2,1,0,0,0,0) + 24 (—3,0,—2,1,0,0) + 26 (—4,0,—3,0, =2, 1)

= X9V1 + T4V + TgU3

kjer so x9, 14,16 € R. Vidimo, da je vsaka reSitev x € V linearna kombinacija
neodvisnih vektorjev vy, vo, v3.

Lema 4.11. Ce sta x, in o resitvi nehomogenega sistema Ax = b, potem je razlika
xr1 — T9 1esitev homogenega sistema Ax = 0.

Dokaz. Naj bo Axry = b in Azy = b ter x = 11 — 5. Potem velja
Ar =A(xy —29) = Az — Ay =b—-b=0
in z je resitev homogenega sistema Ax = 0. U

Naj bo x,, izbrana (partikularna) resitev nehomogenega sistema linearnih enach
Ax = b in naj bo z, poljubna resitev homogenega sistema Axr = 0. Tedaj je
x = x, + xp, reSitev nehomogenega sistema, saj velja

Ar = A(xp, +ap) = Az, + Az, = b+ 0 =0.
Naslednji izrek pove, da so vse resitve sistema Ax = b dejansko take oblike.

Izrek 4.12. Naj ima sistem linearnih enachb Az = b # 0 partikularno resitev x, in
naj bo V. mnoZica resitev homogenega sistema Ax = 0. Potem je mnoZica resitev
sistema Ax = b enaka

z,+V ={x, + zp|zp € V}.

Dokaz. Naj za x € R" velja Arx = b. Ker sta x in x,, resitvi nehomogenega sistema
Az = b, je po prejsnji lemi njuna razlika z, = = — x, resitev homogenega sistema
Az = 0. Zato je z;, € V in lahko zapiSemo x = z, + . O

Opomba 2. Naj bo rang A = k in naj bo {vy, vs, ..., v, } baza resitev homogenega
sistema Ax = 0. Tedaj je vsaka resitev sistema Ax = b oblike

T =1Tp + )\1’01 + )\21)2 + 4 )\n_kvn_k, )\17 )\27 ceny )\n—k € R.

Zgled 2. Sistem linearnih enacb je podan z razsirjeno matriko

120304]1
[Ap)=10 0 1 2 0 3 | 2
0000T12]3

V zgledu 1 smo ze poiskali bazne vektorje vy, vy, v3 mnozice resitev homogenega
sistema Az = 0, glej (4.9). Neposredno z racunom hitro preverimo, da je x, =
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(2,—4,-3,1,1,1) partikularna resitev danega sistema linearnih enach. Zato ima
obravnavani sistem resitev

x :[L'p—{—)\lvl +>\2U2+/\3’U3, )\1,)\2,)\3 € R.
To pomeni

r=1(2,—4,-3,1,1,1) + X\ (=2,1,0,0,0,0) + X2 (=3,0,—2,1,0,0)
+ )‘3 (_47 07 _37 07 _27 1)
—(2- 20 —3Xg — 4N, —4F AL, —3— 20 — 3hg, 1+ Aoy 1 — 20, 1+ Ng),

kjer SO /\1, )\2, )\3 e R.

4.6 Obstoj in izracun inverzne matrike

V podpoglavju 3.5 smo definirali obrnljivost matrik v matriéni algebri M, (R).
Spomnimo se, da je matrika A € M, (R) obrnljiva, ¢e obstaja taka matrika X €
M, (R), da velja

AX =XA=1.

Matrika X je inverzna matrika matrike A in se jo oznac¢i z A~'. Prav tako smo
navedli, da v matri¢ni algebri M,, (R) iz enakosti AX = [ sledi tudi XA = I. Zato
v definiciji obrnljivosti matrike zados¢a zahtevati samo AX = I. V tem podpo-
glavju bomo karakterizirali obrnljive matrike in spoznali postopek izracuna inverzne
matrike. Zacénimo z osnovnim izrekom:

Izrek 4.13. Za matriko A € M,, (R) so naslednje trditve ekvivalentne:
(1) A je obrnljiva matrika;
(ii) sistem linearnih enach Ax = b je enolicno resljiv za vsak b € R™;
(7i1) rang A = n;
(1v) wrsticna kanoniéna forma matrike A je enaka I;
(v) A lahko zapisemo kot produkt elementarnih matrik.

Dokaz. (i) = (i7) Naj obstaja inverzna matrika A~! in naj bo dan sistem linearnih
enacb Az = b, kjer je b € R". Ce enakost Az = b z leve strani pomnoZimo z A™1,

dobimo
A Az =A"" oz. z=A""b.

Vsak sistem Az = b ima torej enolicno resitev.
(it) = (i77) Naj bo b € R™ poljuben vektor in naj bodo A, A% ..., A" € R" stolpci
matrike A. Potem lahko sistem linearnih enacb Ax = b, ki ima enoli¢no resitev
xr = (1, %2, ..., T,), zapiSemo v obliki

xy

T2

[AY A2 o AT T = oz m AN AP 4 2, AT =D

Ty
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Vidimo, da se vsak vektor b € R™ enoli¢no izraza kot linearna kombinacija vektorjev
Al A% . A" € R™. Zato tvorijo stolpci A, A2, ..., A" matrike A bazo prostora R™
in

rang A = dim £ {Al,AQ, ...,A”} = dimR" = n.

(731) = (iv) Ker ima matrika A rang, enak n, ima vrsti¢na kanoni¢na forma matrike
A n nenicelnih vrstic. Zato je VKF A = [.

(iv) = (v) Ker je VKF A = I, obstaja zaporedje elementarnih vrsti¢nih operacij
vseh treh tipov pi, po, ..., px, ki matriko A prevedejo do identitete I. Vrstiéne ope-
racije predstavimo kot mnozenje matrike z leve strani z elementarnimi matrikami.
Naj vrstic¢ni operaciji p; pripada elementarna matrika P;. Potem velja

PyPev--P,PA= T (4.10)

Vsaka elementarna matrika P je obrnljiva in inverz P, ! je tudi elementarna matrika
(glej trditev 4.2). Ce enakost (4.10) z leve strani po vrsti mnozimo z matrikami
Pk_l, Pk:ll, ..., Pt dobimo

A=prP'Pyt PP

Torej se matriko A lahko zapise kot produkt elementarnih matrik.

(v) = (i) Predpostavimo, da se matriko A lahko zapise kot produkt elementarnih
matrik A = PP, --- P,. Elementarne matrike so obrnljive, zato je po trditvi 3.9
obrnljiva tudi matrika A, velja A™' = P, 1P .- Pt O

Vidimo, da so obrnljive matrike natanko tiste kvadratne matrike, ki imajo polni
rang. To je najboljSa karakterizacija obrnljivih matrik, ker jo v praksi lahko eno-
stavno preverimo s postopkom Gaussove eliminacije. Prav tako z uporabo Gauss-
Jordanove eliminacije izracunamo inverzno matriko A~!. Postopek je naslednji:

Razsirimo matriko A z identiteto I, dobimo matriko [A|l]l. Z elementarnimi vr-
sticnimi operacijami prevedemo matriko [A|I] do vrsticne kanonicne forme, ki ima
obliko [I|A™Y]. Torej velja

VKF [A] = [1]A7].

1. nacin utemeljitve: Po predpostavki je A obrnljiva matrika in zato je VKF A = I.
Ustrezno zaporedje elementarnih vrsticnih operacij matriko A prevede do identitete

PoPyy - PaPLA=1. (4.11)

Vidimo, da je potem A~! = P, P,_; - - - P,P,. Zato dano zaporedje vrsti¢nih operacij
identiteto I prevede do inverzne matrike A~!. Torej nam dano zaporedje operacij
matriko [A|I] prevede do matrike [I|A™!].

2. nacin utemeljitve: Resimo matriéno enacbho AX = I, to pomeni

11 Q2 o Quip | |11 T2 o Tip 10 --- 0
Q21 Q22 - A2p To1 T2 - Top 01 -0
Ap1 Ap2 -+ Anp Tpl Tn2 *° Tnn 00 --- 1
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Oznacimo z x, = X* € R™ k-ti stolpec matrike X in z e, = I* € R™ k-ti stolpec
identitete I. Dejansko resujemo n linearnih sistemov

Axry =e1, Axg =6y, -+, Az, = €,.

Po predpostavki ima matrika A rang, enak n, zato so vsi ti sistemi linearnih enach
enolicno resljivi. Dane sisteme enach resujemo hkrati, tako da razsirimo matriko A

z identiteto I. Z Gauss-Jordanovo eliminacijo pois¢emo vrsti¢no kanoni¢no formo
matrike [A|I], ki je enaka [I|X] in velja X = A~%.

Opomba. S prvim na¢inom smo matriki A poiskali matriko X, za katero velja
XA =1, glej (4.11). Z drugim postopkom pa smo poiskali matriko X, za katero
velja AX = I. Oba postopka sovpadata VKF [A|]] = [I|X]! Zato je utemeljen izrek
3.9: ¢e obstaja X € M, (R) z lastnostjo AX = I, potem velja tudi XA = I.

Zgled 1. Izracunajmo inverzno matriko matrike
2 11
A=11 2 1
11 2

Poiskati moramo vrsti¢no kanoni¢no formo razsirjene matrike

211100
[All=1 211010
112001
Uporabimo Gauss-Jordanovo eliminacijo:
211100 1121001 1 ,
12101 0[8[121]01o0f ik
1121001 211100
11 2 ][00 e [0 3 [0 =1 2]
001 -1 ] 01 —1|™0%C g1 10 1 —1] "5
0 -1 =3 ] 10 =2 00 —4 |1 1 =3
10 3 | 0 -1 2 1oo | 3 -1 1
0 1 -1 | 0 1 1 v32(1)}ﬂ1_)31(*3) 01 0 | _}l % _%
00 1 | -t -4 3 001 | -f
Ker je
N
VKF[A|l]=[|A7'] =0 1 0 | =2 3 —1f,
001 g
vidimo, da je iskana inverzna matrika enaka
3 -1 -1
A_lzz -1 3 -1
-1 -1 3
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Zgled 2. Glede na realni parameter A obravnavajmo obrnljivost matrike

—A 2 —1 1
2 1-X 2 0
—1 2 -2 -1
-1 0 -1 2—-A

A:

Matrika A je obrnljiva natanko tedaj, ko je njen rang enak 4. Ker vrstic¢ne in stolpcne
operacije ne spremenijo ranga matrike, jih uporabimo za dolo¢anje ranga matrike

A:

1-x 2 -1 1 1—X 2 1 1

831(—1) O 1 - )\ 2 O V13 1) O 1 - )\ 2 O

T e R N S 0 4 —1-X 0
0 0 —1 2—2\ 0 0 1 2-2)

Ce je A = 1, rang matrike ni ve¢ poln in matrika A ni obrnljiva. Naj bo \ #
1. Potem lahko zgornjo matriko z zaporedjem stolpénih operacij s; ((1 —\)™1),
s12 (—2), s13 (1), s4 (—1) preoblikujemo v obliko

1 0 0 0
0 1-2A\ 2 0
0 4 -1-Xx 0
0 O -1 2—-A

Ce je X\ = 2, se rang matrike A zmanjsa in matrika ni obrnljiva. Zato naj bo nadalje
tudi A # 2. V tem primeru z uporabo stolpénih operacij s4((2—A)"") in sy3 (1)
zgornjo matriko prevedemo v

1 0 0 0
01—\ 2 0
0 4 —1-X 0
0 0 0 1
Nazadnje zapisimo Se
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1—A 2 0 ssAl) 0 3—AX 2 0 Uzg"(_;l) 0 3—A 2 0
0 4 —1-X 0 0 3—X —-1=-X 0 0 0 —3-X 0
0 0 0 1 0 O 0 1 0 O 0 1
V primeru A = 3 ali A = —3 se rang matrike A spet zmanjsa in matrika ni obrnljiva.

Ce A ¢ {1,2,3, -3}, ima matrika A rang enak 4 in je obrnljiva.
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Poglavje 5

Determinanta

5.1 Uvod

Determinanto reda 2 in reda 3 smo ze vpeljali pri geometrijskih vektorjih (racunanje
vektorskega in mesanega produkta). Ponovimo nekatere lastnosti, ki jih imata ome-
njeni determinanti.

Determinanta reda 2. Naj bo A € M, (R). Potem je determinanta matrike A, ki jo
oznacimo z det A, enaka

a11 A12
Q21 A22

det A =

= a11Q22 — A12G21.

Lastnosti determinante, ki smo jih ze dokazali, so:

1. | det A| predstavlja plos¢ino paralelograma, ki ga v ravnini R? dolocata stolpéna
vektorja
Al — [an} in A2 = |:a12:| _
az1 22

2. Vektorja A', A% sta linearno neodvisna natanko tedaj, ko je det A # 0.

3. Matrika A € M, (R) je obrnljiva natanko tedaj, ko je det A # 0 in velja
1 a —a
Al — 22 12|
det A [—am ain

Determinanta reda 3. Naj bo A € M3 (R). Potem je determinanta matrike A defi-
nirana rekurzivno s tako imenovanim razvojem po prvem stolpcu

a1l aiz2 a3
Q21 Q22 Q23| = A11

Q12 Aa13
Q22 A23

Q22 A23
a32 a3z

— Qg1 + a3z

Q12 Aa13
Q32 Aa33

a31 Q32 a3z
= (11022033 + Q12023031 + A13021032

— 110230432 — A13A22031 — A12A21433.

Spomnimo se Se lastnosti:
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1. det A predstavlja mesani produkt (A!, A%, A?) stolpénih vektorjev A, A2, A3 €
R3.

2. | det A| predstavlja prostornino paralelepipeda v R3, dolocenega z vektorji
Al A2 A3

3. Vektorji A, A%, A® so linearno neodvisni natanko tedaj, ko je det A # 0.

Vidimo, da sta determinanti reda 2 in 3 zelo uporabni. Tudi v sploSnem z
uporabo determinante preverjamo linearno neodvisnost vektorjev, determinanta je
kriterij za obrnljivost matrik, z uporabo determinante resujemo kvadratne sisteme
linearnih enacb in racunamo inverzne matrike. Absolutna vrednost determinante
predstavlja prostornino ustreznega telesa v R™, ki ga dolo¢a n vektorjev. Determi-
nanto splosne n x n matrike lahko definiramo na ve¢ ekvivalentnih nac¢inov. V nasem
pristopu bomo determinanto definirali z uporabo permutacij, bijektivnih preslikav
mnozice N,, = {1,2,...,n}. Demonstrirajmo to na zgledu determinante reda 2 in 3.

Determinanta reda 2. Naj bo Ny = {1,2} in 7 : Ny — N, bijektivna preslikava. Na
mnozici Ny imamo samo dve permutaciji

(12N . (102
=1 5 in 7wy = 9 1 /-

Permutacija m; je identiteta, ki ohranja oba elementa: (1) = 1, m (2) = 2.
Permutacija 7y predstavlja transpozicijo, kjer zamenjamo elementa: m (1) = 2,
7o (2) = 1. Vsako permutacijo tudi predznacimo, glede na to, koliko transpozicij
predstavlja. Pravimo, da je m; soda permutacija in ima predznak e,, = 1, medtem
ko je my liha permutacija in ima predznak e,, = —1. Naj bo Sy = {m, m2}. Potem
lahko zapisemo

11 A12

= a11022 — Q12021
Q21 A22

= 01,71 (1)02,71(2) — O1,75(1)A2,75(2)

= Z&ral,w(l)az,w(z)-

TES)

Determinanta reda 3. Naj bo N3 = {1,2,3} in 7 : N3 — N3 permutacija. Mnozica
vseh permutacij na N3 ima 6 elementov Ss = {my, mo, 73, 74, 75, 76 }. Dane permuta-
cije so definirane z naslednjimi predpisi

3\

(123 (12 3))
m 1 2 3 T4 13 2
123 1 2 3
=12 31 em =1 7T5:<321) em =1
1 2 3 1 2 3
7TS:(312), %:<213))
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Izkaze se, da so prve tri permutacije sode in imajo predznak 1, medtem ko so zadnje
tri permutacije lihe, imajo predznak —1. Pri zadnjih treh permutacijah je vedno
en element fiksiran, preostala dva pa se zamenjata. Ce sedaj uskladimo indeksacijo
elementov v determinanti reda 3 s slikami ustreznih permutacij, lahko zapisemo

a1l G2 13
(21 Q22 Q23| = (11022033 + A12023031 + Q13021032
az1 a3z 0as3
— 11023032 — A13022031 — (12021033
= Q1,71 (1)02,m (2)43,m1(3) T Q1w (1) A2,m0(2) 03,7m5(3) T A1, (1) A2,75(2) 43,75(3)
= 1,7y (1) A2,m4(2) A3,74(3) — A1,75(1)A2,75(2) X3,75(3) — A1,76(1) A2,76(2) A3,76(3)

= E EnQ1 w(1)A2,7(2)A3 7 (3)-
TES3

Vidimo, da je determinanta matrike enaka predznaceni vsoti, ki tece po vseh per-
mutacijah mnozice N3, produktov treh elementov air(1)a2r(2)a3x3), kjer nastopa
natanko en element iz vsake vrstice in vsakega stolpca. Iz i-te vrstice je izbran ele-
ment iz stolpca 7 (i), torej a; ;. Na podoben nacin definiramo tudi determinanto
matrike velikosti n x n. Da bomo lahko to korektno naredili, bodo v naslednjem
podpoglavju obravnavane osnovne lastnosti permutacij.

5.2 Permutacije

Najbo N, ={1,2,...,n}. Permutacija mnozice N, je bijektivna preslikava 7 : N,, —
N,,. Za zapis permutacije uporabimo naslednjo obliko

Mnozico vseh permutacij na N,, oznac¢imo z S,,.

(12345
T™\lo24513

je permutacijana N5. To pomeni: 7 (1) =2,7(2) =4,7(3) =5,7(4) = 1,7 (5) = 3.

Zgled 1. Preslikava

Opomba 1. Naj bo A kon¢na mnozica in f : A — A preslikava. Naslednje trditve
so ekvivalentne:

(1) f je bijektivna preslikava,

(7i) f je surjektivna preslikava,

(7i1) f je injektivna preslikava.

Opomba 2. Vseh permutacij mnozice N,, je n!, torej |S,| = n!. Namrec, element
7 (1) lahko izberemo na n nacinov, 7 (2) na n — 1 na¢inov in podobno naprej. Po
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osnovnem izreku kombinatorike je Stevilo vseh moznih izbir enako n! =n-(n —1) -
o210

Naj bosta 7, 0 permutaciji mnozice N,,. Tedaj je tudi njun produkt (kompozitum)
mo = wo o, ki je definiran s predpisom

(mo) (k) = (moo)(k)=m(o(k)) zavsak k€N,

permutacija na N,,. Namre¢, kompozitum bijektivnih preslikav je bijektivna presli-
kava. Produkt permutacij v splosnem ni komutativen.

Zgled 2. Naj bosta

(12345 . /12345
T™\24513 M o=19 135 4)"
Potem velja
(123145 12345\ (12345
T™=\92451 3 1354) \42531)
(1234 2345\ (12345
T=\92 13 5 4 245 13) 15423

in vidimo mo # o.

Zid € S,, ozna¢imo identi¢no permutacijo, ki je definirana kot id (k) = k za vsak
k € N,,. Za vsako permutacijo m € S,, velja 7 id = id m = w. Namret,

(k)
()

za vsak k € N,. Za poljubne 7,0,7 € S, velja asociativnost mnozenja (7o) 7T =
7 (o7). Vidimo, da je

((ro) 7) (k) = (wo) (1 (K)) = 7 (0 (7 (k))) = 7 ((o7) (K)) = (7 (o7)) (k)

za vsak k € N,,. Za vsako permutacijo m € §,,, obstaja permutacija ¢ € S, da

je m0 = om = id. Permutacija o je inverzna permutacija in jo ozna¢imo s 7.

Inverzna permutacija je definirana z inverzno preslikavo. Dokazali smo:

mid) (k) = 7 (id (k))

—

=T
=T

Trditev 5.1. MnoZica permutacij Sy, ki je opremljena z mnoZenjem (komponira-
njem) je grupa, to pomeni:

G1 (mo)T =m(oT) 2a vse w,0,T € S,.

G2 Obstaja id € S, da je wid =1d =7 za vsak ™ € S,,.

G3 Za vsak ™ € S,, obstaja 7! € S, da je rr ! =1t = id.
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Permutacijsko grupo S, v literaturi srecamo tudi pod imenom simetricna grupa.

Definicija. Permutacija 7 € S, je transpozicija, ¢e zamenja dva elementa; obstajata
i,jeN,, dajen(i)=j,7m(j)=1in 7 (k) =k za vsak k € N\ {4, 7}

Ce transpozicija m zamenja elementa i in j, jo krajse ozna¢imo s m = (i j). Ker

je (i 7) (i j) = id, vidimo, da je transpozicija m sama sebi inverzna permutacija, torej

velja 7! = .

Pravimo, da je permutacija o transpozicija permutacije w, ¢e je o = m (1 j), kjer
sta 7,7 € N,,. To pomeni, da sta pri permutacijah 7 in ¢ na mestih ¢ in j zamenjani
sliki; o (1) = 7 (j) in o (j) = 7 (i) ter o (k) = 7w (k) za vsak k € N,,\ {7, 7}.

Zgled 3. Naj bosta
(12345 . (1 2 3 45

"“\24513) ™ 77(34512)

Potem je o transpozicija permutacije w. Ker lahko zapisemo
1
3
1
3

vidimo, da velja o =7 (15) = (2 3) 7.

=N RN

Permutacijska grupa Ss vsebuje 6 permutacij, od katerih so tri transpozicije:

P23 Loy (123 g (123 py
13 2 321 213

Identiteto id na primer lahko zapisemo kot produkt dveh transpozicij id = (1 2) (1 2).
Ali lahko tudi permutaciji

(123 . (123
™\l2 31 M o=131 9

zapisemo kot produkt transpozicij? Iz racunov

(12)7r:(12)<; : i’):(} : §>:(23),
(13)(;:(13)@ . 2):(1 : §>=(23)

sledi pritrdilen odgovor: @ = (12)(23) in o = (13)(23). Omenjena lastnost ni
posebnost, ampak velja tudi v splosnem.

Trditev 5.2. Vsako permutacijo m € S,, lahko zapisemo kot produkt transpozicij.
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Dokaz. Dokaz bo potekal z uporabo matematiéne indukcije. V primeru n = 2
trditev velja, ker je 7 = (1 2) transpozicija in identiteta id = (1 2) (1 2) je produkt
transpozicij. Naj bo n > 2. Po indukcijski predpostavki lahko vsako permutacijo iz
S,_1 zapisemo kot produkt transpozicij. Naj bo 7 € S,. Ce je 7 (n) = n, potem jo
lahko gledamo kot permutacijo mnozice N,,_;. Po indukcijski predpostavki je taksna
permutacija produkt transpozicij. Naj bo torej 7w (n) = k # n. Naj bo 0 = (k n)
transpozicija. Potem za permutacijo om velja

(om) (n) =o(mw(n)) =0 (k) =n.

Zato lahko na o7 gledamo kot na permutacijo mnozice N,,_;. Po indukcijski predpo-
stavki obstajajo transpozicije 71, 72, ..., Ts, da velja o7 = 717...7,. Ce dano enakost
z leve strani pomnozimo z o, upostevamo, da je oo = id, sledi zeleni rezultat
T =0T|T2...Tk- ]

Zgled 4. Zapisimo permutacijo
(12345
"“\24513
kot produkt transpozicij. Naj bo 71 = (1 2). Potem je

_(9) 12345\ (12345)\
nn= 24513) 1452923 ™

Nadalje, naj bo 7, = (2 4) . Potem velja
3 4 5 1 2 3 4 5
5 2 3)‘(1 2 5 4 3)_<35>‘

Ce oznaéimo e 73 = (3 5), smo dobili zeleni zapis 7 = 77575 = (12) (24) (3 5).

1
1

A~ N

ToTi T = Tomy = (2 4) (

Definicija. Permutacija m € S,, je soda, e jo lahko zapisemo kot produkt sodega
Stevila transpozicij. Sicer je permutacija liha. Predznak permutacije je stevilo

_ 1 ;7 soda
S ;7 liha

Brez dokaza navedimo naslednji izrek, ki utemelji dobro definiranost predznaka per-
mutacije (dokaz izreka bralec najde v [7, poglavje IV, stran 57]). Zapis permutacije
kot produkt transpozicij seveda ni enolicen niti po dolzini niti po vrstnem redu
zapisa.

Izrek 5.3. Denimo, da smo m € S,, zapisali kot produkt k transpozicij in kot produkt
s transpoziciy. Tedaj sta k in s bodisi sodi stevili bodisi lihi Stevils.
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Zgled 4. Doloc¢imo predznak nekaterih delovnih permutacij:

e Kerjeid = (i j) (i j), je identiteta soda permutacija.

(>

je liha permutacija.

e Permutacija

3
5

— e

i) —aaenes)

e Permutaciji

(33%)=aney w (4 73)=0ses

sta sodi permutaciji.

Posledica 5.4. Naj bo m € S,,. Potem velja
(Z) Ex = &Ex—1,
(11) ce je o tanspozicija od 7, potem je e, = —&.

Dokaz. Ker je id = mn~! soda permutacija, sta obe permutaciji 7 in 7! bodisi
sodi bodisi lihi. Naj bo o transpozicija permutacije m. Tedaj obstajata ¢,7 € N,,
da velja o = 7 (i j). Zato sta permutaciji 7 in o razli¢no predznaceni. O

Pri delu s permutacijami je elegantno uporabljati cikle. Ce za 7 € S, velja
7 (i1) = dg, 7 (ig) = i3, ..., (Ig_1) = U, 7 (ix) = i1 in so vsi ostali i fiksni, 7 () =
i, tedaj permutacijo m imenujemo cikel dolZine k in zapiSemo m = (i1 iy -+ ig).
Transpozicija (i j) je cikel dolzine 2. Hitro lahko premislimo, da veljata naslednji
dejstvi:

e vsaka permutacija je produkt locenih ciklov (cikli nimajo skupnih elementov);
e vsak cikel dolzine k je, na primer, produkt k£ — 1 transpozicij
™= (’ll iz ce ’lk> = (Z1 Zg) (22 Z3> e (Z'k,1 Zk) .

Zgled 5. Zapisimo dane permutacije kot produkt locenih ciklov in kot produkt
transpozicij:

(é § ?)=<123>=(12><23>,
(; i 2 Lll g):(124)(35):(12)(24)(35),
(:1), S o i)=<13254>=<13><32><25>(54).
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5.3 Definicija in osnovne lastnosti determinante

V tem podpoglavju bomo definirali determinanto matrike A € M, (R) in opisali
osnovne lastnosti determinante kot funkcije det : M, (R) — R. Z S, oznacimo
simetri¢no grupo vseh permutacij mnozice N,, = {1,2,...,n}. Za permutacijon € S,
bomo z e, oznacili predznak permutacije 7.

Definicija. Naj bo A € M, (R). Tedaj je determinanta matrike A enaka

det A = Z Erl1,7(1)02,7(2) " * * On,m(n)-

7T€Sn

V uvodnem podpoglavju smo ze videli, da dana definicija v primerun =2 inn = 3
predstavlja znani determinanti:

@11 Aa12

= A11Q22 — A120G21,
Q21 Q22

a1; Qa2 Qi3
Qo1 Q22 Q23| = Q11022033 + A12023031 + A13G21032
az1 asz Gs3

— 11423032 — A13Q22031 — (12A21A33-

Ker je |S,| = n!, ima determinanta n x n realne matrike n! ¢lenov. Zato je racunanje
determinante neposredno iz definicije pri vecjih n zelo neekonomi¢éno. Metode za
racunanje determinante bomo razvili v naslednjem podpoglavju 5.4; te slonijo na
lastnostih determinante. Pri naslednjih zgledih bomo determinanto racunali nepo-
sredno po definiciji.

Zgled 1. Determinanta diagonalne matrike je enaka produktu diagonalnih elemen-
tov

aip 0 -+ 0 10 --- 0
0 ay --- 0 . 01 --- 0
) ) = Q10 Qpy, in detl=| | =1L
0 0 - apy 00 --- 1

Ce za permutacijo 7 velja, da je (k) # k za neko naravno stevilo k, potem je
agxk)y = 0. Zato je clen, ki v determinanti pripada permutaciji 7, enak 0. Edini
nenicelni ¢len lahko pricakujemo samo pri 7 = id. Ker je g,y = 1, sledi det A =
a11Q92 * - * App. V posebnem primeru velja det I = 1.

Zgled 2. Ce ima matrika A nicelno vrstico, potem je det A = 0. Naj bo i-ta vrstica
matrike A nicelna. To pomeni a; ;) = 0 za vsak 7 € §,. Pri vsaki permutaciji 7 je
clen, ki v determinanti pripada tej permutaciji, zato enak 0.

114



Zgled 3. Determinanta zgornje trikotne matrike je enaka produktu diagonalnih
elementov

aix a2 - Aip

0 ax --- ag,
= a11a22 " Qpp.

0 0 - apn

Ce za permutacijo 7 velja 7(n) # n, potem je Unr(ny = 0 in ¢len, ki v determinanti
pripada permutaciji 7, je enak 0. Neniceln ¢len lahko dobimo, ¢e je m(n) = n. Zaradi
bijektivnosti podobno sledi, da neniceln ¢len lahko dobimo le, ko velja w(n — 1) =
n—1,1(n—2) =n—-2,...,m(2) =2,7(1) = 1. Torejjem =idindet A = ajjas - py-

Zgled 4. Izracunajmo determinanto

0 0 e 0 A1n
0 0 Tt a2 n—1 (57
0 Qp—-12 ' OGp-1n-1 Qn-1n
Qn1 Ap2 e Qpn—1 Qpn
Ce za permutacijo m velja m(1) # n, je a1-q) = 0 in cleni takih permutacij v

determinanti so enaki 0. Ce podobno nadaljujemo, zaradi bijektivnosti sledi, da
lahko neniceln ¢len dobimo samo v primeru

(1) =n,7m2)=n—-1,--- ,7(n—1) =2,7(n) = 1.

Torej je det A = €ra1,a2,p—1...Gn—1,20n1, Kjer je
(1 2 3 o m—2 n—1n
“\nn-1n-2 - 3 2 1)

Dolo¢iti moramo Se samo predznak permutacije 7. Ce je n = 2k sodo stevilo,
lahko 7 zapisemo kot produkt k transpozicij # = (1n) (2n—1)...(k k+1). Zato
jeer = (=1* = (=1)"% Ce je n = 2k + 1 liho §tevilo, potem je tocka k + 1 fiksna
tocka permutacije 7 in 7 je produkt k transpozicij 7 = (1n)(2n—1)...(k k+2).
Zato je ey = (—1)F = (=1)"*7/%. Naj [ ] oznacuje funkcijo celi del. Ce poenotimo
oba primera, lahko zapiSemo

NE

det A = (—1)l2]

A1nA2 n—1---Ap—1,20n1-

V nadaljevanju bodo obravnavane osnovne lastnosti determinante. Kaj lahko
reCemo o determinanti transponirane matrike?

Trditev 5.5. Naj bo A € M, (R). Potem velja det AT = det A.
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Dokaz. Najprej upostevamo definicijo transponirane matrike in zapisemo

det AT = Yo (A7), - (A1), (A1),

ﬂ'ES’n

- E Exlr(1),1 " Qr(i)i " An(n)n-
ﬂ'ESn

Najbo 7 € S,. Ce permutacija 7 pretece celo mnozico S,,, potem tudi njena inverzna
permutacija 71 pretece celo mnozico S,, ker je S, grupa. Nadalje, iz posledice 5.4
(i) sledi, da imata permutaciji 7 in 7! enak predznak, e, = &,-1. Zgornjo vsoto
tako preuredimo

det AT = Z Ex@yn=1(1) """ Aig=1(3) " Apx—1(n)-
TESH

= E Ex—1G1 7-1(1) """ Qi r=1(3) " * " An w—1(n)

m—1leS,

=det A
in trditev je dokazana. U

Opomba. Vrstice matrike A € M, (R) so vektorji Ay, As, ..., A, iz V = R". Deter-
minanta je tudi funkcija, definirana na vrsticah matrike A, to pomeni det : V* — R.
Zato lahko zapisemo

det A = det(Al, AQ, cees An)

Podobno je determinanta tudi funkcija, ki je definirana na stolpcih matrike A, torej
det A = det (Al, A% ...,A”) .

Ker je det A = det AT, vse lastnosti determinante, ki veljajo za vrstice, veljajo tudi
za stolpce. Zato bomo v nadaljevanju trditve praviloma formulirali samo za vrstice.
Determinanto bomo obravnavali kot vrstiéno funkcijo det A = det( Ay, As, ..., A,).

Izrek 5.6. Determinanta je vrsticno linearna funkcija, to pomeni
(Z) det(Al, ey BZ + CZ‘, ciey An) = det(Al, . Bl‘, cery An> + det(Al, cery Ci7 ciey An),
(Z’L) det(Al, ey )\Az, ey An) = )\det(Al, ...,Ai, ...,An), kjET j@ A€ R,

za vsak i € N,,.

Prva tocka v izreku 5.6 pove, da je determinanta vrstiéno aditivna funkcija. Ce
je v matriki A i-ta vrstica A; = B; + C; vsota dveh vektorjev B;, C; € R", potem
je det A enaka vsoti dveh determinant, kjer stojita v ¢-ti vrstici matrike vektorja
B; oziroma C;. Druga tocka izreka pove, da je determinanta vrsticno homogena
funkcija. Ce v matriki A i-to vrstico A; pomnozimo s skalarjem ), potem se lahko A
izpostavi pred determinanto. Obe lastnosti () in (i7) lahko zdruzimo v ekvivalentno
obliko

det(Al, ceey )\Bz + /LCZ, ---;An) = )\det(Al, ~-~7Bi7 ;An) + ,udet(Al, ceey CZ‘7 ...,An),
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kjer sta A\, u € R. V primeru n = 3 in linearnosti po drugi vrstici to pomeni

a1 a2 13 a1; a2 i3 a1; a2 i3
>\bl + MC1 )\bz + HC2 )\bg + UC3| = A bl bg b3 + I ANE] Co C3
a31 a32 a33 31 Aaz2 ass 31 Aaz2 ass

Posebej omenimo, da lahko linearnost determinante po i-ti vrstici posplogimo. Ce
je v matriki A i-ta vrstica linearna kombinacija vektorjev iz R", to pomeni A; =
A1v1 + AgUg + ... + ApUg, tedaj se ustrezno izraza tudi determinanta matrike A:

k k
det (Al, ceey Z)\jvj’ ceey An) = Z}\] det(Al, ey Ujyeny An)
Jj=1 Jj=1

Dokaz izreka 5.6. Naj bosta A, i poljubna realna skalarja in naj bo i-ta vrstica
matrike A enaka A; = AB; + uC;. Torej je vsak element i-te vrstice matrike A oblike
a;; = Abj + pcj za vsak j € N,,. Potem velja

det A = Z&am(n C (i) Qnr(n)

ﬂ'ES’FL
= Zéwamu) o (Abrsy + HCr(i)) * Qnm(n)
WESn
= Z EnQ1 (1) " " )\bﬂ'(l) © 0 Qpor(n) + Z Exlim(1) """ HCr(i) " * * Qn,m(n)
ﬂ'ESn WGSTL
=A Z Enl1m(1) """ bw(z) © Qpor(n) + 1 Z Exl1m(1) """ Cr(i) " " " Anyr(n)
TES, TESH

= )\det(Al, ooy BZ‘, ceey An) + ,udet(Al, ceey OZ', ceey An)
S tem je izrek dokazan. 0
Posledica 5.7. Naj bo A € M, (R) in A € R. Tedaj je det (AA) = A" det A.

Dokaz. Posledica sledi iz prejsnjega izreka, kjer upostevamo, da je determinanta
vrsticno homogena funkcija det (AA) = det(AA1, AAg, ..., AA,) = A" det A. O

Lema 5.8. Ce v matriki med seboj zamenjamo dve vrstici, potem determinanta
spremeni predznak.

Dokaz. Brez izgube za sploSnost privzemimo, da smo v matriki A zamenjali prvo
in drugo vrstico. Oznac¢imo

A= [A1A2A3An] in A/ = [AgAlAgAn] .
Naj bo 7 permutacija in s 0 = 7 (1 2) oznac¢imo transpozicijo permutacije w. Potem

je o(1) = m(2), 0(2) = w(1) in 0 (i) = 7(i) za vse i # 1,2. Po posledici 5.4 (i7)
je € = —e&,. Nadalje, mnozica vseh permutacij S, je grupa. Ce permutacija 7
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pretece celo mnozico S,,, potem tudi njena transpozicija o pretece celo mnozico S,,.
Upostevajoc¢ vse omenjeno, sledi

det A = Z ExQ1,7(1)2,7(2) """ Din(i) * " * Anyr(n)
TES

= Z En@2m(2)A1,7(1) " Qiyw(s) * * * An,m(n)
7T€Sn

_ / I ! /
= E — Eol1 5(1)B2,02) " Cio(s) " Ono(n)
TESH

_ / ! / /
- Z €olyo(1)2,0(1) """ Dio(i) " Un,o(n)
O’ESn

= —det A’
in dobili smo zeleni rezultat. O

Posledica 5.9. Veljata naslednyi trditvi:
(i) Ce sta v matriki A dve vrstici enaki, je det A = 0.
(47) Ce je v matriki A ena vrstica linearna kombinacija ostalih vrstic, je det A = 0.

Dokaz. (i) Brez izgube za splosnost predpostavimo, da ima matrika A enaki prvi
dve vrstici. Ce v matriki zamenjamo dve vrstici, po prejsnji lemi determinanta
spremeni predznak. To pomeni

det A = det(Al,Al,Ag, ,An) = —det(Al,Al,A37 ,An) =—det A

in det A = 0.

(i) Brez izgube za splosnost smemo predpostaviti, da je prva vrstica linearna
kombinacija ostalih vrstic, torej A; = AAs + A3A3 + ... + N\, A, kjer je \; € R. Ker
je determinanta vrsti¢no linearna funkcija, z upostevanjem prve trditve te posledice

sledi
det A = det(Al, AQ, Ag, ceey An)

= det <Z )\zAza Ag, Ag, ey An)
1=2

= Z )\z det(Az, AQ; A37 ) An)
=2

=0
in dobili smo Zeleni rezultat. [l

Koncajmo z izrekom, ki karakterizira determinanto z njenimi lastnostmi. Izreka
v splosnem ne bomo dokazovali, z zgledom ga bomo utemeljili v primeru n = 2. V
doloceni literaturi avtorji definirajo determinanto kot funkcijo z danimi lastnostmi
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Izrek 5.10. Naj bo ¢ : M, (R) — R funkcija, ki ima lastnosti:
(1) ¢ je vrsticno linearna funkcija;
(77) ce sta v matriki A dve vrstici enaki, je ¢ (A) = 0;

(idi) ¢ (I) = 1.
Potem je o(A) = det A za vsak A € M, (R).

Zgled 5. Naj ¢ : My (R) — R zadosca lastnostim (i), (i), (i77) iz izreka 5.10.
Doloc¢imo funkcijo . Ker je ¢ vrstiéno linearna funkcija, upostevajo¢ linearnost
najprej po prvi vrstici in nato po drugi vrstici, dobimo

90{&11 alz} :GuSO{l O} +(l1290[0 1}
Q21 A22 21 Qa22 Q21 A22
1 0 1 0 01 01
= a11a21¥ [1 O} + a11a200 {O 1} + a12a01 [1 O] + a12a90¢p [0 1]

10 0 1
= anan$ | 4 + a12a21p 1 ol

Pri zadnji enakosti smo upostevali, da je
10 |0 1] 0
7l o] %o 1]

Nadalje, iz tocke (i7) sledi, ¢e v matriki zamenjamo vrstici, se spremeni predznak
funkcije ¢. Namreé¢, ¢e upostevamo lastnost (i), lahko zapisemo

@ (A1 4+ Ag, Ai+ As) = (A1, Ar) + o (A1, Ag) + ¢ (A, Ar) + 0 (A2, Ay) .

Upostevajo¢ (i7), dobimo ¢ (A1, As) = —¢ (Az, Ay). Zato lahko zapisemo

aix Q2| 10 o 10
2 Gy g = 11022 0 1 a12a21p 0 1|°

Ker je po predpostavki ¢ (I) = 1, sledi Zeleni rezultat ¢ (A) = ajja — ajpas =
det A.

5.4 Racunanje determinante

Determinanto matrike obi¢ajno racunamo z uporabo osnovnih vrstiénih ali stolpénih
operacij in z razvojem determinante po vrstici ali stolpcu. Poglejmo si podrobneje
obe metodi.

I. Gaussova metoda

Prouc¢imo najprej vpliv osnovnih vrsti¢nih operacij na determinanto matrike.
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(vl) Po izreku 5.6 (ii) sledi, da Ce i-to vrstico matrike A pomnozimo z A, se deter-
minanta matrike pomnozi z A\ :

det (Ah . )\Az, ey An) = Adet A.

(v2) Ce i-to vrstico matrike A, pomnozeno z A, pristejemo k j-ti vrstici, se deter-
minanta matrike ne spremeni. Upostevajo¢ izrek 5.6 in posledico 5.9 (i), lahko
zapisSemo

det (Al, ...,Ai, ...,Aj + /\Am 7An) = det (Al, ‘..,Ai, ...,Aj, ,An)
+ Adet(Al, ...,Ai, ...,Ai, ,An)
= det A.

(v3) Zamenjava dveh vrstic spremeni predznak determinante (lema 5.8).

Podobno velja tudi za osnovne stolpéne operacije (s1)—(s3). Z metodo Gaussove
eliminacije matriko A prevedemo do zgornje trikotne matrike, katere determinanta je
enaka produktu diagonalnih elementov. Pri tem operacija (v2) oz. (s2) ne spremeni
determinante, (v3) oz. (s3) spremeni predznak determinante. Po potrebi lahko z
(v1) oz. (sl) iz determinante izpostavljamo skalarje.

Zgled 1. Izracunajmo determinanto matrike

1 1 -2 4
0O 1 1 3
A= 2 -1 1 0
3 1 2 5

1 1 -2 4 1 1 -2 4 11 -2 4
0 1 1 3| vis(=2)va(-3) |0 1 1 3 | vas(3)waa(2) (0 1 1 3
2 -1 1 0 a 0 -3 5 =8 - 0 0 8 1
3 1 2 5 0 -2 8 -7 0 0 10 -1

11 4 =2 1 1 4 -2

S%L_O 1 3 1 v34:(1)_0 1 3 1 _ 13
0 0 1 8 0 01 8
0 0 —1 10 0 0 0 18

Zgled 2. Naj bosta a in b realni stevili. Izracunajmo determinanto

a b b b
b a b b
b b a b
bbb a
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Ce prvo vrstico, pomnozeno z —1, pristejemo k vsaki naslednji vrstici, dobimo

a b b b
b—a a—0» 0 0
b—a 0 a—2b 0
b—a 0 0 a—2b

Iz zadnjih treh vrstic lahko izpostavimo a — b in dobimo

a b b b
511 1 0 0
(_b>—1010‘
-1 0 0 1

Nazadnje pristejemo drugi, tretji in ¢etrti stolpec k prvemu in dobimo

a+3b b b b
s 0 100
(@=0"1 v o1 o
0 00 1

Zato je iskana determinanta enaka (a — b)® (a + 3b) .
I1. Laplaceov razvoj determinante

Naj bo A € M,, (R). Z A;; ozna¢imo podmatriko matrike A, v kateri smo odstranili
i-to vrstico in j-ti stolpec.

Zgled 3. Naj bo

1 2 3 4
2 3 4 5
A= 3 4 5 6
4 5 6 7
Potem so na primer
3 4 5 1 2 4 2 3 4
All: 456, A23: 346, A41: 345
5 6 7 4 5 7 4 5 6
V primeru determinante reda 2 opazimo
a1 Qi2| o
= A11022 — Q120921 = A11 det AH — a12 det A12 (51)
21  G22

(—1>1+j ayj det Alj
1

2
Jj=

121



in v primeru determinante reda 3 lahko zapisemo

11 daiz2 A3
Q21 Q22 QAg3| = Q11
a31 dazz G33

Q12 Q13

1 Q12 Q13
32 A33

Q22 Q23

Q22 A23
— a1 + asy (52)
32 a3z

= a1 det AH — a921 det A21 + as; det A31
3
= Z (—1)i+1 ;1 det Ail-
=1

Pravimo, da smo v primeru (5.1) razvili determinanto reda 2 po prvi vrstici in v
primeru (5.2) smo determinanto reda 3 razvili po prvem stolpcu. Dana lastnost
velja tudi v splosnem in se imenuje Laplaceov razvoj determinante.

Izrek 5.11. Naj bo A € M, (R) ini € N,,. Tedaj velja

det A = Z (—1)i+j Q5 det Azg (53)
j=1

Opomba. Zapis (5.3) predstavlja razvoj determinante po i-ti vrstici. Podobna
formula velja tudi za razvoj determinante po j-tem stolpcu

det A = Z (—1)i+j Q5 det Aij-
i=1

Tako lahko determinanto reda n prevedemo na vsoto n determinant nizjega reda
n — 1. Razvoj determinante po vrstici oz stolpcu je zelo prakticen, ¢e v doloc¢eni
vrstici ali stolpcu nastopa veliko nicel. Poglejmo si to na zgledu.

Zgled 4. Izracunajmo determinanto

6 75 8 3
8 00 40
3506 0
20000
37540

Zacnemo lahko z razvojem po cCetrti vrstici, ker imamo v dani vrstici samo en
nenicelni element in nato primerno nadaljujemo:

6 75 8 3
8 00 4 0 (7)(5)4813 75 3
3506 0/==2/0 |=(-2)(-4)[5 00
2 0000 s 40 750
375 4 0
50
—8-3‘7 5‘—24-5-5—600.
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Dokaz izreka 5.11. Fiksirajmo ¢ € N,,. Vsoto, ki nastopa v definiciji determinante,
razdelimo glede na vrednost permutacije w v tocki ¢, to pomeni j = 7 (i) € N,:

det A = Z €7FCL1,7T(1)a2,7r(2) e anﬂr(n)-

ﬂ‘ES’n

= E E Enll,m(1) """ Ai—1,7(i—1) A4, j Qit-1,70(i+1) * * * An,7w(n)
j=1 weS,
m(i)=j

- E azy E Enl1,x( © Qi1 7(i—1) Bit 1,7 (i41) T Anyr(n) -
TI’GSTL
w(1)=J

Zadosca dokazati, da za vsak i, € N,, velja

Z Exllm() " * it (1) Qi1 m(i41) * Q) = (— 1) det Ay (5.4)

TES,

m(i)=j
V vsoti na levi strani enakosti nastopajo samo elementi matrike A;;, ni nobenega
elementa matrike A iz i-te vrstice ali j-tega stolpca. Iz vsakega stolpca in vsake
vrstice nastopa samo en element. Naj bo i = j = n. Potem permutacija 7 fiksira
tocko n. Zato lahko 7 identificiramo s permutacijo #’ iz mnozice S,,_; in vidimo

E ExQ1x(1)A2,7(2) * * * An—1,7(n—1) E En'Q1 x'(1)A2,7(2) * * * Apn—1,7/ (n—1) = det A’rm

TESH IESn 1
w(n)=n

Splosni primer, ko je 7 (i) = j, se prevede na ze obravnavanega. Zaporedje transpozi-
cij(ii+1),(i+1i4+2),...,(n — 1 n) po vrsti zamenja vrstice, dokler i-ta vrstica ne
pride na zadnje mesto. Podobno zaporedje transpozicij (j j+1),(j+1j+2),...,
(n — 1 n) po vrsti zamenja stolpce, dokler j-ti stolpec ne pride na zadnje mesto.
Vsaka transpozicija spremeni predznak. Ker smo uporabili n —¢+n — j tranpozicij,
je konéen predznak enak (—1)*"""7 = (=1)"*/ in enakost (5.4) velja. O

Zaklju¢imo to poglavje z dvema zgledoma. V zgledu 5 bomo spoznali Vander-
mondovo determinanto, ki je uporabna pri numericni matematiki, v zgledu 6 pa
bomo izracunali lastne vrednosti konkretne matrike.

Zgled 5. Naj bodo xy, x9, x3, x4 realna stevila in

1z 22 23

1 zy 22 23

V (21,22, T3, 24) = 2 2
( 1y 42,43, 4) 1 T3 ZE% ng
1 xy 27 23

Vandermondova determinanta reda 4. Izracunajmo to determinanto.
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Eliminiramo prvo vrstico determinante tako, da j-ti stolpec, za j = 1,2, 3, po-
mnozimo z —xy in pristejemo k (j + 1)-mu. Lahko zapisemo

1 0 0 0 1 0 0 0

1 @p—x 25— momy x5 —adzy| |1 mo—xy xo(m2—x1) 23 (x2— 1)

1 x3—xy 23 —x3m1 x5 — x| |1 23— w3(w3— 1) 22 (13— 27)|
1 z4—x 23 —a4m 3 — 230y 1 z4—x 24wy —21) 22 (24 —21)

Dano determinanto razvijemo po prvi vrstici in iz vsake vrstice izpostavimo skupni
faktor. Dobimo determinanto

1 2y 22
(13 — 1) (w3 — 1) (T4 — 1) |1 3 23|,
1 x4 22

Ce postopek ponovimo na Vandermondovi determinanti reda 3, V (2, 23, 24), do-
bimo

1 zy a3 1 0 0 1
1 x3 23| =11 x3—29 x3(13—29)| = (13 — T2) (4 — T2) ] $3
1 x4 22 1 x4—x9 m4(T4 — T2) 4

= (x3 — xg) (x4 — ZEQ) (554 - x3) .

Zato je
V(l’l,ﬂfg,ﬂfg,x;;) = H (:'Bj —1'7,)
1<i<j<d4
enaka produktu vseh razlik x;—x;, kjer je 7 < j. Dane lastnosti ni tezko dokazati tudi
v splosnem. Naj bodo zy, s, ...,x, € R. Potem za Vandermondovo determinanto
reda n velja

1z 22 -0 2!
1 29 22 -0 !
V($1,$2,...7l’n) = 1. . . . = H (er—x'l)
A | 1<i<isn
1z, o7 - a7

Vidimo, da je V(x1, 29, ..., x,) # 0 natanko tedaj, ko so x1, xs, ..., z,, paroma razli¢na
realna stevila.

Zgled 6. Dana je matrika

-2 1 1 0
-1 0 1 =2
1 1 0 =2
0 -2 -2 -1

Dolo¢imo A € R, da bo det (A — AI) = 0. Omenjena Stevila pri dani matriki se
imenujejo lastne vrednosti matrike in igrajo pomembno vlogo v linearni algebri.
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Torej

—2-X 1 1 0
-1 -2 1 -2
det (A —\I) = . 1 )\ o
0 -2 =2 —-1-X
—2—-A 1 1 0
- 0 1—X 1—=2A —4
a 1 1 -\ -2
0 —2 -2 —1-=2A
—2—-X 0 1 0
B 0 0 1—A —4
N 1 I+X =\ -2
0 0 -2 —1-=A
—2—-A 1 0
=—(14)) 0 1—A —4
0 -2 —1-=-2A
1—A
—(1+)\)(2+>\)‘ _1_)\'
=1+ 2+ (A=) (A+1)-8)
=(1+X)2+A)(N-9)
=1+XN2+NA=3)(A+3).
Vidimo, da je A € {—1,—2,—3,3}. Dana matrika A ima torej stiri lastne vrednosti.

Opazimo, da velja
det A=—-18=(-1)-(-2)-(-3)-3.

Determinanta matrike A je enaka produktu njenih lastnih vrednosti. Omenjena
lastnost velja tudi v splosSnem.

5.5 Determinanta produkta
Determinanta ima Se eno lepo lastnost, je multiplikativna funkcija. To pomeni:
Izrek 5.12. Naj bosta A, B € M, (R). Tedaj velja
det (AB) = det A - det B.
Dokaz. Naj bo AB = C' oziroma

@11 Ai2 - Qin bii bz -+ bip €11 Ci2 -+ Cin
Q21 Q22 -+ Q2n bar bay -+ Doy Co1 Co2 -+ Cop
Ap1 Ap2 - Ann bnl bn2 e bnn Cp1 Cp2 - Cnn
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Vrstice matrike C' izrazimo kot linearne kombinacije vrstic matrike B:

Ci =anBi+ap By + -+ a1, B, = ZauBi,
i=1

Cy = a1 By +apBy + -+ a, B, = Z(I%Bia

=1

Cn = CLnlBl + anZBQ +-+ anan = Zansz
i=1

Ker je determinanta vrsti¢no linearna funkcija, lahko zapisemo

det C' = det(C’l, CQ, cee ,Cn>

= det (Zn:aulBil, Zn:CLm'QBiQ, Tt Zn:am'nBin>

i1=1 i9=1 in=1
n n n
- E E E alila%z”'anindet (Bi17Bi2a"' 7B’Ln)
i1=1ia=1 in=1

Ce se v determinanti pojavita dve enaki vrstici, je ta enaka ni¢. Zato zgoraj ome-
njena vsota dejansko tec¢e po vseh permutacijah mnozice N,. Pri tem je w(1) =
i1, m(2) =g, ...,m(n) = i,. Zato velja

detC' = Z a1,7(1)02,7(2) * * * Cnyn(n) det (Bﬂ.(l), Bﬂ(z), e 7B7f(ﬂ)> .

ﬂ'ES’n

Nadalje, v determinanti det(BW(l), Bry, ,Bw(n)) zamenjamo vrstice, da si bodo
sledile po vrstnem redu By, Bs, ..., B,,. Vsaka zamenjava dveh vrstic spremeni pred-
znak permutacije. Denimo, da smo pri tem uporabili k£ zamenjav. To pomeni, da
smo permutacijo 7w zapisali kot produkt k transpozicij. Zato je (—l)k = ¢, predznak
permutacije 7 in lahko zapiSemo

det C' = Z ExQ1,x(1)A2,7(2) * * * Qn,mw(n) det (Bh B27 R Bn)

7T€Sn

= (Z Exl1,m(1)A2,m(2) * * an,ﬂ(n)) det <B17 BQa T Bn)

TESK

=det A -det B.

S tem je izrek dokazan. 0

Posledica 5.13. Naj bo A obrnljiva matrika, potem velja

1
_1 .
det A7 = Tt A
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Dokaz. Po predpostavki obstaja inverzna matrika A~! in velja AA~! = I. Ce na
dano enakost delujemo z determinanto, ki je multiplikativna funkcija, dobimo

1 =det] =det(AA™') =det Adet A, (5.5)
od koder sledi zeleni rezultat. O

Zgled 1. Pravimo, da sta matriki A, B € M, (R) podobni, ¢e obstaja obrnljiva
matrika P € M, (R), da je B = P~'AP. Podobnost matrik je ekvivalen¢na relacija
na algebri M,, (R). Kaj lahko povemo o determinantah podobnih matrik? Iz (5.5)
sledi, da imata podobni matriki enako determinanto

det B = det (P’lAP) = det P! det Adet P = det A.

Zgled 2. Naj bodo A, B, X € M4 (R). Doloci det X, ¢e ves det A =1,det B=4in
2AX = X?B. Upostevajo¢ multiplikativnost in posledico 5.7, iz zadnje zveze sledi

det (2AX) = det (X*B),
24 det Adet X = det X det X det B.

Kar lahko preuredimo v obliko
det X (det X det B — 16 det A) = 0.
To pomeni, da je bodisi det X = 0 bodisi det X = 16det A/ det B = 4.

Zgled 3. Ker vemo, da je determinanta multiplikativna funkcija, lahko hitro pre-

verimo, kako elementarne vrsti¢ne operacije vplivajo na determinanto matrike A.

Vrstiéno operacijo predstavimo z delovanjem ustrezne elementarne matrike.
Operacija (v1): i-to vrstico matrike A pomnozimo z A # 0. Potem je

A =[A M A = E; (V) A.

Ker je E; (A\) = Ey1 + ... + AEy; + ... + E,,, diagonalna matrika, je det E; (\) = A.
Zato velja det A’ = det E; (\) det A = Adet A.

Operacija (v2): i-to vrstico matrike A, pomnozeno z A # 0, pristejemo k j-ti
vrstici. Potem je

Ker je E;j (A) =1+ AEj;, je det E;; (A) = 1. Zato velja det A’ = det A.
Operacija (v3): zamenjamo i-to in j-to vrstico matrike A. Velja

A'=[A;-- A Ao Ay = PyA,
kjer je P;; = E;j+Ej;i+ > Ejgi. Neposredno z racunom dobimo, da je det P;; = —1.

k#i,j
Torej determinanta v tem primeru spremeni predznak det A" = — det A.
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5.6 Cramerjevo pravilo

V tem podpoglavju si bomo ogledali uporabo determinante pri resevanju kvadra-
tnih sistemov linearnih enacb, spoznali bomo Cramerjevo pravilo. Najprej bomo
obravnavali povezavo med determinanto in rangom matrike in spoznali nov kriterij
za obrnljivost matrik. Videli bomo, da je matrika obrnljiva natanko tedaj, ko ima
nenicelno determinanto.

Naj bo A € M, (R). Rang matrike A je Stevilo linearno neodvisnih vrstic ma-
trike A, bolj natancno rang A = dim £L{A4;, As, ..., A,} . Povezava med rangom in
determinanto matrike je naslednja:

Izrek 5.14. Za matriko A € M,, (R) sta naslednji lastnosti ekvivalentni
(1) rang A = n,
(17) det A # 0.

Dokaz. 7 uporabo elementarnih vrsti¢nih operacij (v2) in (v3) matriko A preve-
demo do zgornje trikotne matrike

b1 by -+ by
0 bao -+ Doy
0 0 - by,

Denimo, da smo v tem postopku k-krat uporabili operacijo (v3). Operacija (v3)
spremeni predznak determinante. Zato je

det A = (=1) det B = (=1)F by1bgs - - - byy.

Ker vrsti¢ni operaciji (v2) in (v3) ne spremenita ranga matrike, velja rang A =
rang B. Rang matrike A je enak n natanko tedaj, ko ima B n linearno neodvisnih
vrstic. To pomeni b; # 0 za vsak ¢ € N,,. Ta lastnost velja natanko tedaj, ko je
det A # 0, in izrek je dokazan. O

Posledica 5.15. Naj bo A € M, (R). Vrsticni vektorji Ay, As,...,A, € R™ so
linearno odvisni natanko tedaj, ko je det A = 0.

Neposredno iz izrekov 4.13 in 5.14 sledi med drugim karakterizacija, da je matrika
A obrnljiva natanko tedaj, ko je det A # 0.

Posledica 5.16. Za matriko A € M,, (R) so naslednje trditve ekvivalentne:
(1) A je obrnljiva matrika,
(77) rang A = n,
(idi) det A 2 0,
(1v) sistem linearnih enacb Ax = b je enolicno resljiv za vsak b € R™.
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V nadaljevanju naj bo dan sistem linearnih enach Ax = b, kjer je A € M, (R),
x,b € R". Omenjeni sistem predstavimo v obliki

T bl
1 42 L2 by 1 2 n
[A As - A"] =1 0z. T1A + 1A%+ 4+ x,A" =b.
T b,

Za vsak i € N, oznac¢imo z A; (b) matriko, ki jo dobimo iz matrike A tako, da
zamenjamo i-ti stolpec A’ z vektorjem b. Torej

Ap(b) = [A'- AT AT AT

Ce je det A # 0, je sistem Az = b enolicno resljiv za vsak b € R™. Resitev takega
sistema linearnih enacb lahko eksplicitno izrazimo:

Izrek 5.17 (Cramerjevo pravilo). Naj bo A € M, (R) in det A # 0. Potem ima
sistem linearnih enach x1 At + x9A% 4+ - + 2, A" = b € R" enoliéno resitev

T = . za vsak 1 € N,,.
’ det A "

Dokaz. Naj bo i € N,,. Izracunajmo determinanto matrike A; (b) . Pri tem racunu
upostevamo, da je determinanta stolp¢no linearna funkcija (é) in ¢e sta v matriki
dva stolpca enaka, je njena determinanta enaka nic (2) Zato velja

det A; (b) = det (A', .., A1 b, AL A")

— det (Al, AT T AR AT ...,A”)

k=1

il ka det (A, ..., A1 AR AT AT
k=1

= r; det (Al, L AT AT AT ...,A”)
= x;det A.

Ker je det A # 0, smo dobili zeleni rezultat. O

Zgled. Z uporabo Cramerjevega pravila pois¢imo resitve sistema linearnih enacb

2r+y+z=1,
T+ 2y+2z=2,
T+y+2z=4.
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Najprej izracunamo potrebne determinante

2 11 0 1 _3
detA=|1 2 1|=]0 1 —1:’1 _1‘:4,
11 2 11 2
1 11 011 11
detA;(b)=12 2 1|=1]0 2 1:3‘2 1‘——3,
4 1 2 3 1 2
211 0 01 1
det Ay (b)=1|1 2 1|=|-1 11 :‘_3 2):1,
1 4 2 -3 2 2
2 11 2 11 11
det A3(b) =11 2 2|=|-3 0 0—3'1 4‘—9.
11 4 1 1 4
Resitev danega sistema je
T detA 47T TaeA T 17T TdetA 4

Komentar. ReSevanje kvadratnih sistemov linearnih enacb z uporabo Cramerje-
vega pravila je v praksi neekonomicno. V splosnem je potrebno izracunati n + 1
determinant reda n. Veliko bolj prakti¢no je uporabiti postopek Gaussove elimina-
cije.

5.7 Inverzna matrika

V tem podpoglaviu bomo izpeljali obrazec za izra¢un inverzne matrike A~! pri
obrnljivi matriki A € M,, (R). Spomnimo se, da z A;; ozna¢imo podmatriko matrike
A, kjer smo izpustili i-to vrstico in j-ti stolpec. Za¢nimo z definicijo:

Definicija. Naj bo A € M,, (R). Elementi
CNLZ‘]‘ = (—l)iJrj det Aij7 Z,j € Nn,

se imenujejo kofaktorji matrike A in matrika

- - - T - - -

ailr Qi - Qip @11 Q21 - Qpl
~ 21 Q22 -+ QAagp Q12 Q22 -+ Qp2
A= | . . =

ap1 Ap2 - Ann A1p A2 - Ann

je prirejenka matrike A.

130



Opomba 1. Kofaktorji a;; nastopajo pri razvoju determinante po -ti vrstici, glej
izrek 5.11. Lahko zapisemo

n

det A = Z (—1)i+‘j a;; det Ay = Z ijQij.
j=1

=1

To pomeni, da je determinanta matrike enaka skalarnemu produktu i-te vrstice
matrike A in i-tega stolpca prirejenke A, det A = A; - A’

Zgled 1. Kofaktorji matrike

A= [“” “12] e M, (R)

21 A22
SO (11 = g9, G1p = —d91, (21 = —a12 IN d9o = ay11. Zato je prirejenka matrike A
enaka o
< an @ a —a
A |G G| _ | a2 12|
a2 a22 —G21  an
Predpostavimo, da je A € M; (R) obrnljiva matrika. Hitro vidimo, da lahko
matriko A~! izrazimo s pomo¢jo prirejenke A:

A1 1 [C@z —012}_ 1 121

T detA [—am  an | detAT
Dana formula velja tudi v splosnem.
Izrek 5.18. Ce je A € M, (R) obrnljiva matrika, velja
1 ~
I A.
det A

(5.6)

Dokaz. Dokazali bomo, da velja AA = det A- I, kar je v primeru obrnljive matrike
ekvivalentno (5.6). Izracunajmo (i, j)-ti element matrike AA:

n

n n
(AA)ZJ = Z aikAkj = Z aik&jk = Z (—1)j+k Qi det Ajk-
k=1 k=1 k=1
Z uporabo izreka 5.11 opazimo, da je omenjeni zapis dejansko razvoj determinante

matrike A’ po j-ti vrstici, kjer smo v A j-to vrstico zamenjali z i-to vrstico. Ce se
v determinanti pojavita dve enaki vrstici, je determinanta enaka ni¢. Zato velja

~ detA ;1=
(AA)Z] = det (Alyu~;Aj—17Ai7Aj+1; ,An) = { 0 : Z7éj
Dobili smo
detA 0 .- 0
N 0 detA
AA = _ . =detA-1
0 0 -+ detA
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in izrek je dokazan. 0

Opomba 2. Izrek 5.18 lahko elegantno dokazemo tudi z uporabo Cramerjevega
pravila. ReSimo matri¢no enacbo AX = I, to pomeni

aipr Q2 Q| [T Tz v Ty 10 - 0
Q21 Qg2 -+ QAap To1r To2 -+ Top 01 - 0
Qp1 Ap2 *°° Anp Tpl Tp2 -+ Tpp 0O 0 --- 1

Za vsak j € N,, oznacimo z x; = X7 € R" j-ti stolpec matrike X inz e; = IV € R"
J-ti stolpec identitete I. Po izreku 5.17 je resitev sistema Ax; = e; enaka

e — detAl (6]')
Y det A

za vsak 1 € N,,.
Ce razvijemo determinanto
det Az (€j> = det (Al, tet ,Aiil, €5, Ai+1, cee ,An)
po i-tem stolpcu, ki vsebuje enico v j-ti vrstici, na ostalih mestih so nicle, dobimo
Zato velja 3
Aij ki,jeN
xTi; = —— za vsak i, n
7 det A J

in inverzna matrika ima zeleno obliko.

Zgled 2. Z uporabo obrazca (5.6) izracunajmo inverzno matriko od

3 -1 1
A=1|1 1 =2
-2 2 1
Kofaktorji matrike A so
- 1 =2 - 1 =2 ~ 1 1
a11:'2 1 ‘:57 alQZ_'_Z 1 ‘_37 a13_‘_2 2‘:47
- -1 1 - 3 1 - 3 -1
CL21=—’ 9 1‘23, a22='_2 1‘25, a23——'_2 9 ‘:—47
- -1 1 N 3 —1 N 3 —1
a‘31:' 1 _2‘:17 a32:_‘1 _2‘_77 a33_‘1 1 ‘:4
Prirejenka matrike A je enaka
3 11 Gz1 a31 5 3 1
A == dlg (~1,22 EL32 = 3 5 7
a13 Q23 (33 4 —4 4
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Ker je

sledi

Al =—
16

Komentar. Racunanje inverzne matrike A~! po obrazcu (5.6) je za n > 3 ne-
ekonomicno. V splosnem je potrebno izrac¢unati eno determinanto reda n in n?
determinant reda n — 1. Veliko bolj prakticno je uporabiti elementarne vrsticne
operacije in postopek VKF [A|I] = [I|A™Y].

Zgled 3. Naj bo A € M, (R). Dolo¢imo determinanto prirejenke A. Matriko A s
prirejenko A povezuje zveza AA = det A-I. Ce z determinanto, ki je multiplikativna
funkcija, delujemo na dano zvezo in upostevamo posledico 5.7, dobimo

det A - det A = det (det A - )
det A - det A = (det A)" - det I = (det A)".

Zato je det A = (deEA)"il. Dana formula velja tudi v primeru, ko je det A = 0.
Tedaj je seveda det A = 0, ker je matrika A obrnljiva natanko tedaj, ko je obrnljiva
prirejenka A.
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