AKTUARSKA MATEMATIKA

Zivljenjska zavarovanja

Marko Jakovac

Fakulteta za naravoslovje in matematiko

Univerza v Mariboru
Slovenija

Marko Jakovac (UM FNM) AKTUARSKA MATEMATIKA 1/38



4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.2 Zavarovanja z izpla¢ilom v trenutku smrti

(1) ZIVLJENJSKO ZAVAROVANJE ZA PRIMER SMRTI. Trajanje
zavarovanja: n LET, ne N.

Zavarovalnica izplata zavarovalno vsoto 1 (namesto 1 lahko izberemo po-
ljubno vrednost) v trenutku smrti, & oseba umre prej kot v n letih, n € N,
od sklenitve zavarovanja. Definirajmo funkciji b; in v; za to zavarovanje:

]_ . t<n . -5
by = ' - in vi =vi=e° t>0.
t {0 . t>n t b=

Model za to zavarovanje je enak
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.2 Zavarovanja z izplacilom v trenutku smrti

Matemati¢nemu upanju naklju¢ne spremenljivke Z pravimo aktuarska se-
danja vrednost in jo lahko uporabimo za izradun enkratne neto premije.
Aktuarsko sedanjo vrednost poIJubnega Zivljenjskega zavarovanja oznalimo
z A. Pri tem zavarovanju je oznaka Al x:m in je enaka

n n

Al =E(Z)= / vipr(t)dt = /e_&tpx,u(x + t)dt.

0 0

Podobno lahko za vsak j > 1 izratunamo E(Z/):

n

E(Z) = /(vt)jpr(t)dt = /e_(j‘s)ttpxu(x + t)dt.
0

0
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.2 Zavarovanja z izpla¢ilom v trenutku smrti
Disperzija naklju¢ne spremenljivke Z je enaka

D(Z) = E(Z?) - E(Z)?

n n 2

= /e(25)ttpxu(x + t)dt — /e&tpx,u(x + t)dt
0 0
= 2A>1<:m - (Ai:m)2’

kjer zﬂi:m predstavlja aktuarsko sedanjo vrednost za Zivljenjsko zavarovanje
v primeru smrti za obdobje n let, ratunano z dvojno jakostjo obresti 2J.
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.2 Zavarovanja z izpla¢ilom v trenutku smrti

(2) DOZIVLJENJSKO ZAVAROVANJE ZA PRIMER SMRTI. Traja-
nje zavarovanja: do smrti.

Zavarovalnica izpla¢a zavarovalno vsoto 1 v trenutku smrti. Definirajmo
funkciji by in v; za to zavarovanje:

by =1, t>0, in vi=vi=e% t>0.
Model za to zavarovanje je enak

Z=v", T>0.
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.2 Zavarovanja z izpla¢ilom v trenutku smrti

Aktuarsko sedanjo vrednost tega zavarovanja oznalimo z Ay in je enaka

i = E(Z) = / Vipr(£)dt = / et pp(x + t)d.
0 0
Disperzija je enaka
00 00 2
D(2) = [ e @ ipultt)di| [ e epantx+ )t | =A—(A)
0 0

Opazimo: lim Al_ = A,.
p n—o00 XAl x
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.2 Zavarovanja z izpla¢ilom v trenutku smrti

(3) ZIVLJENJSKO ZAVAROVANJE ZA DOZIVETJE. Trajanje zava-
rovanja: n LET, ne N.

Zavarovalnica izplaa zavarovalno vsoto 1, ¢e oseba preZivi n let, n € N, od
sklenitve zavarovanja. Definirajmo funkciji b; in v; za to zavarovanje:

0 ; t<n . _
bt:{l _ t;n in vt:v":e‘S":konst.,tZO.

Model za to zavarovanje je enak
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.2 Zavarovanja z izpla¢ilom v trenutku smrti

Zivljenjsko zavarovanje za doZivetje lahko definiramo tudi s pomogjo na-
klju€ne spremenljivke indikator:

Z=v"l,

kjer je | = 1 dogodek, da oseba stara x let preZivi naslednjih nlet, | =0
pa dogodek, da prej umre.
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.2 Zavarovanja z izpla¢ilom v trenutku smrti

Aktuarsko sedanjo vrednost zavarovanja za doZivetje ozna¢imo z AX% in je
enaka
At =E(Z)=EW"I)=Vv"E(l) = v",px.

Disperzija je enaka
D(Z) = D( ") = v2"D(I) = v?" ,pendyx
- V an(l - npx)

= V npx - V (npx)
= 2szm - (Ax:%)z'

Marko Jakovac (UM FNM) AKTUARSKA MATEMATIKA 9 /38



4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.2 Zavarovanja z izplacilom v trenutku smrti

(4) MESANO ZIVLJENJSKO ZAVAROVAN JE. Trajanje zavarovanja:
n LET, ne N.

Zavarovalnica izplaga zavarovalno vsoto 1 v trenutku smrti, ¢e oseba umre
prej kot v n letih, n € N, od sklenitve zavarovanja. Prav tako zavarovalnica
zagotavlja izpla&ilo zavarovalne vsote 1, &e oseba prezivi n let. Definirajmo
funkciji by in v; za to zavarovanje:

t .
v t<n

by=1, t>0 in vy = '
t o= t {v” c t>n

Model za to zavarovanje je enak
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.2 Zavarovanja z izpla¢ilom v trenutku smrti

Za izralun aktuarske sedanje vrednosti in disperzije si pomagamo z na-
kljuénimi spremenljivkami Z;, Zz in Zs , ki po vrsti predstavljajo zavaro-
vanja pod zaporednimi Stevilkami (1-za primer smrti), (3-za doZivetje) in
(4-meZano):

vl T<n 0 ; T<n
Zl_{ 0 ; T>n"’ Z3_{ ;

-
T <n
Zy = { Vn ) - .
%
Iz definicij vseh treh modelov sledi
Zy = 71 + Z3.
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.2 Zavarovanja z izpla¢ilom v trenutku smrti

Aktuarsko sedanjo vrednost me$anega zavarovanja ozna¢imo z A, in je
enaka

Axm= E(Zs) = E(Z1 + Z3) = E(Z1) + E(Z3) = A + A
Disperzija je enaka
D(Zy) = D(Z1 + Z3) = D(Z1) + D(Z3) + 2Kov(Z1, Z3),

kjer je
KOV(Zl, Z3) = E(le3) — E(Zl)E(Z3)
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.2 Zavarovanja z izpla¢ilom v trenutku smrti
Ob upostevanju Z;Z3 =0, t > 0, dobimo

Kov(Z1, Zs) = E(0) — E(Z)E(Z3) = —E(Z1)E(Zs) = —AL LA, L.
Dobimo, da je disperzija enaka

D(Z) = D(Z4) = 2A>1<:m - (A)];:m)2 + 2Ax:% - (sz%)z - QAi:mAx:%

241 2 1 11 132
= Ax:m + Ax:m - (Ax:m + Ax:ﬁ\)

— 2Ax:m - (szm)2-
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.2 Zavarovanja z izpla¢ilom v trenutku smrti

(5) m-LET ODLOZENO DOZIVLJENJSKO ZAVAROVANJE, m € N.
Trajanje zavarovanja: do smrti.

Zavarovalnica izpla¢a zavarovalno vsoto 1 v trenutku smrti, ¢e oseba umre
po m letih, m € N, od sklenitve zavarovanja. Definirajmo funkciji b; in v;
za to zavarovanje:

0 : t<m . _
b; = - in vt:vt:e5t,t20.
1 ; t>m

Model za to zavarovanje je enak

0 ; T<m
Z_{VT ;o T>m

Marko Jakovac (UM FNM) AKTUARSKA MATEMATIKA 14 / 38



4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.2 Zavarovanja z izpla¢ilom v trenutku smrti

Aktuarsko sedanjo vrednost tega zavarovanja oznacimo z ,, Ay in je enaka

m| /v pr(t)dt = /e“”tpxu(x—i- t)dt.
m m
Disperzija je enaka
00 0o 2
D(Z2) = /e_(26)ttpxu(x + t)dt — /e“”tpx,u(x + t)dt

= m|2AX - (m\Ax)2-
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.2 Zavarovanja z izpla¢ilom v trenutku smrti

(6) LETNO NARASCAJOCE DOZIVLJENJSKO ZAVAROVANJE ZA
PRIMER SMRTI. Trajanje zavarovanja: do smrti.

Zavarovalnica izpla¢a zavarovalno vsoto 1 v primeru smrti v prvem letu,
2 v primeru smrti v drugem letu, 3 v primeru smrti v tretjem letu, itd.
Definirajmo funkciji by in v; za to zavarovanje:

by =[t+1], t>0, in v =vi=e% t>0.
Model za to zavarovanje je enak

Z=[T+1v", T>0.
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.2 Zavarovanja z izpla¢ilom v trenutku smrti

Aktuarsko sedanjo vrednost letno naradcajofega dozivljenjskega zavarovanja
oznatimo z (/A)x in je enaka

(1A), = E(Z) = / [t + 1]vipr(t)dt — / [t + 1]e " ppa(x + £)dt.
0 0

Disperzija je enaka

o] 0o 2
D(Z) = /[H‘ 12~ ppu(x +t)dt — /[t +1]e % . pepu(x + t)dt
0 0
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.2 Zavarovanja z izpla¢ilom v trenutku smrti

(7) ZVEZNO NARASCAJOCE DOZIVLJENJSKO ZAVAROVANJE
ZA PRIMER SMRTI. Trajanje zavarovanja: do smrti.

Zavarovalnica v primeru smrti v ¢asu t > 0 izpla¢a zavarovalno vsoto t.
Definirajmo funkciji by in v; za to zavarovanje:

by =t, t >0, in vi=vti=e % t>0.
Model za to zavarovanje je enak

Z=Tv', T>o0.
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.2 Zavarovanja z izpla¢ilom v trenutku smrti

Aktuarsko sedanjo vrednost zvezno nara$€ajolega doZivljenjskega zavarova-
nja oznatimo z (/A)x in je enaka

(12), = E(2) = [ w'or(0)de = [t epue+ 1) = [ yhcds.
0 0 0
Disperzija je enaka
) 0o 2
D(Z) = / t2e= )t p u(x + t)dt — / te 0t pepu(x + t)dt
0

0

Marko Jakovac (UM FNM) AKTUARSKA MATEMATIKA
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.2 Zavarovanja z izplacilom v trenutku smrti

(8) LETNO PADAJOCE ZIVLJENJSKO ZAVAROVANJE ZA PRI-
MER SMRTI. Trajanje zavarovanja: n LET, n € N.

Zavarovalnica izpla¢a zavarovalno vsoto n v primeru smrti v prvem letu,
n—1 v primeru smrti v drugem letu, n — 2 v primeru smrti v tretjem letu,
itd., &e oseba umre prej kot v n letih, n € N, od sklenitve zavarovanja.
Definirajmo funkciji by in v; za to zavarovanje:

n—[t] ; t<n : t —5t
b, = - in vi=Vv =e t>0.
t { 0 ’ t>n t 9 -

Model za to zavarovanje je enak

_ [ (n=[TIv" ; T<n
Z_{ 0 . T>n'
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.2 Zavarovanja z izpla¢ilom v trenutku smrti

Aktuarsko sedanjo vrednost letno padajoega Zivljenjskega zavarovanja ozna-
&imo z (DA)L in je enaka

n n

(DAY = E(2) = [(0-[0)v'pr()d = [ (0~ (e epux + D)
0 0

Disperzija je enaka

n n 2
D(Z) = /(n—[t])2e_(%)ttpxu(XH)dt— (/(n —[tD)e ™ epan(x + t)dt) -

0 0
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.2 Zavarovanja z izpla¢ilom v trenutku smrti

(9) ZVEZNO PADAJOCE ZIVLJENJSKO ZAVAROVANJE ZA PRI-
MER SMRTI. Trajanje zavarovanja: n LET, n € N.

Zavarovalnica izplaa zavarovalno vsoto n — t, ¢e oseba umre prej kot v n
letih, n € N, od sklenitve zavarovanja. Definirajmo funkciji b; in v; za to
zavarovanje:

n—t ; t<n . 5
by = ' - in vi =vi=e% t>0.
t { 0 . t>n t =

Model za to zavarovanje je enak

7_ (n—T)vT . T <n
o 0 . T>n "
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.2 Zavarovanja z izpla¢ilom v trenutku smrti

Aktuarsko sedanjo vrednost zvezno padajolega Zivljenjskega zavarovanja
oznatimo z (DA)}.. in je enaka

n n

(DAL = E(2) = /(n — t)vipr(t)dt = /(n — t)e Ot pepu(x + t)dt.
0 0
Disperzija je enaka
n n 2
D(Z) = /(n—t)ze_(26)ttpxu(x—|—t)dt— /(n — t)e % pupu(x + t)dt
0 0
Marko Jakovac (UM FNM) AKTUARSKA MATEMATIKA
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.3 Zavarovanja z izpla¢ilom ob koncu obrestovanega ob-
dobja, v katerem je nastopila smrt

(1) ZIVLJIENJSKO ZAVAROVANJE ZA PRIMER SMRTI. Trajanje
zavarovanja: n LET, ne N.

Zavarovalnica izpla¢a zavarovalno vsoto 1 ob koncu leta smrti, e oseba
umre prej kot v n letih, n € N, od sklenitve zavarovanja. Definirajmo
funkciji bx11 in vki1 za to zavarovanje:

o 1 ; kZO,l,...,n—l . k41 _
bk+1—{0 C k=nn+1,... in Ve =vi, k=0,1,2,...

Model za to zavarovanje je enak

7_ vK+Hl - K =0,1,...,n—1
N 0 ; K=nn+1,...
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.3 Zavarovanja z izpla¢ilom ob koncu obrestovanega ob-
dobja, v katerem je nastopila smrt

Aktuarsko sedanjo vrednost tega zavarovanja oznacimo z Ai:m in je enaka

n—1 n—1
Ai:m = E(Z) = Vk+1P(K = k) = Z 6_6(k+1)kpx * Qx+k-
k=0 k=0

Disperzija je enaka

n—1

n—1 2
D(Z2) =) et ip - gk — (Z e 2t ) p, - qx-i—k)
k=0

k=0
241 1 32
= Ax:m - (Ax:m) .
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.3 Zavarovanja z izpla¢ilom ob koncu obrestovanega ob-
dobja, v katerem je nastopila smrt

Pri zavarovanjih z izpla&ilom ob koncu obrestovanega obdobja (zavarovanjih
z diskretnim ¢asom) lahko izpeljemo razli¢ne rekurzivne formule za izra&un
aktuarske sedanje vrednosti. Npr.: za vsako starost x velja

Ai:m =VvQx + VpXAx—:il-l:m’ neN, in Ai:m =0.
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.3 Zavarovanja z izpla¢ilom ob koncu obrestovanega ob-
dobja, v katerem je nastopila smrt

(2) DOZIVLJENJSKO ZAVAROVANJE ZA PRIMER SMRTI. Traja-
nje zavarovanja: do smrti.

Zavarovalnica izpla¢a zavarovalno vsoto 1 ob koncu leta, v katerem oseba
umre. Definirajmo funkciji bx11 in vk11 za to zavarovanje:

bir1=1, k=0,1,2,..., in vy =v k=0,1,2,...

Model za to zavarovanje je enak

Z=vKktl K=0,1,2,...
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.3 Zavarovanja z izpla¢ilom ob koncu obrestovanega ob-
dobja, v katerem je nastopila smrt

Aktuarsko sedanjo vrednost tega zavarovanja oznalimo z Ay in je enaka

Z Vk+1P ) = Z e_é(k_‘—l)kpx * Qx+k-

k=0 k

o [e.e]

0

Disperzija je enaka

D(Z) =Y e " ip - qeyk — (

k=0
=24, — (A2

NE

2
e o) p, - qx+k>

ES
Il
o

Opazimo: lim Al_ = A,.
p n—o00 x:nl X
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.3 Zavarovanja z izpla¢ilom ob koncu obrestovanega ob-
dobja, v katerem je nastopila smrt

Rekurzivno formulo
1 1 : 1
A = VQx + Vprx+1:m’ neN, in A =0.
lahko posplosimo na rekurzivno formulo

Ax = v@gx + vpxAxi+1, za poljubno starost x let.
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.3 Zavarovanja z izpla¢ilom ob koncu obrestovanega ob-
dobja, v katerem je nastopila smrt

(3) ZIVLJENJSKO ZAVAROVANJE ZA DOZIVETJE. Trajanje zava-
rovanja: n LET, n€ N.

Definicija Zivljenjskega zavarovanja za doZivetje z izplacilom ob koncu obre-
stovanega obdobja je enaka definiciji Zivljenjskega zavarovanja za doZivetje
z izpladilom v trenutku smrti.

Razlog je, da v primeru doZivetja izplacilo v vsakem primeru nastopi natanko
n € N let po sklenitvi zavarovanja.
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.3 Zavarovanja z izpla¢ilom ob koncu obrestovanega ob-
dobja, v katerem je nastopila smrt

(4) MESANO ZIVLJENJSKO ZAVAROVANJE. Trajanje zavarovanja:
n LET, ne N.

Zavarovalnica izplaga zavarovalno vsoto 1 ob koncu leta smrti, &e oseba
umre prej kot v n letih, n € N, od sklenitve zavarovanja. Prav tako za-
varovalnica zagotavlja izpladilo zavarovalne vsote 1, &e oseba prezivi n let.
Definirajmo funkciji byy1 in vky1 za to zavarovanje:

k1. k=0,1,...,n—1

i 14
bk+1:17k2071727"'7 in Vk+1_{ v ' k:n7n+17-..

Model za to zavarovanje je enak

7_ vK+tl o K =0,1,...,n—1
o vl K=nn+1,...
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.3 Zavarovanja z izpla¢ilom ob koncu obrestovanega ob-
dobja, v katerem je nastopila smrt

Aktuarsko sedanjo vrednost tega zavarovanja oznacimo z A,z in je enaka

n—1
Ax:m = E(Z) = A>1<:m + AXil\ Vk " Gx+k + v? nPx-
k=0

Disperzija je enaka
D(Z) = A — (Acm)’.
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.3 Zavarovanja z izpla¢ilom ob koncu obrestovanega ob-
dobja, v katerem je nastopila smrt

(5) m-LET ODLOZENO DOZIVLJENJSKO ZAVAROVANJE, m € N.
Trajanje zavarovanja: do smrti.

Zavarovalnica izpla¢a zavarovalno vsoto 1 ob koncu leta smrti, ¢e oseba
umre po m letih, m € N, od sklenitve zavarovanja. Definirajmo funkciji
bk41 in vky1 za to zavarovanje:

_J 0 ; k=0,1,....m—1 . k+l o,
bk+1—{1 o k=mom+1,... in v =vih k=0,1,2,...

Model za to zavarovanje je enak

7 _ 0 . K=0,1,....m—1
Tl VKt s K=mom+1,. ..
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.3 Zavarovanja z izpla¢ilom ob koncu obrestovanega ob-
dobja, v katerem je nastopila smrt

Aktuarsko sedanjo vrednost tega zavarovanja oznalimo z ,, Ay in je enaka

m‘AX — E Z Vk+1P Z e 5(k+1 Gtk
k=m

Disperzija je enaka

oo [e’e) 2
D(Z) = Z e_2§(k+1)kpx *Qx+k — (Z e_(s(k+1)kpx : qx-‘rk)

k=m k=m

= m|2AX - (mlAX)z'

Marko Jakovac (UM FNM) AKTUARSKA MATEMATIKA 34 /38



4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.3 Zavarovanja z izpla¢ilom ob koncu obrestovanega ob-
dobja, v katerem je nastopila smrt

(6) LETNO NARASCAJOCE DOZIVLJENJSKO ZAVAROVANJE ZA
PRIMER SMRTI. Trajanje zavarovanja: do smrti.

Zavarovalnica izplaéa zavarovalno vsoto 1 ob koncu prvega leta smrti, 2 ob
koncu drugega leta smrti, 3 ob koncu tretjega leta smrti, itd. Definirajmo
funkciji bx41 in vkq1 za to zavarovanje:

b1 =k+1, k=0,1,2,..., in v =v k=0,1,2,...
Model za to zavarovanje je enak

Z=(K+1)vk* K=0,1,2,...
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.3 Zavarovanja z izpla¢ilom ob koncu obrestovanega ob-
dobja, v katerem je nastopila smrt

Aktuarsko sedanjo vrednost letno narascajofega doZivljenjskega zavarovanja
oznatimo z (/A)x in je enaka

(IA)x Z (k+ D)V py - sk
k=0

Disperzija je enaka

Nk

D(Z) = (k + 1)2 _26(k+1)kpx * Qx+k

=0
0 2
Z (k+1)e “ ) p, - qx+k>
=0

/—\”
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.3 Zavarovanja z izpla¢ilom ob koncu obrestovanega ob-
dobja, v katerem je nastopila smrt

(7) LETNO PADAJOCE ZIVLJENJSKO ZAVAROVANJE ZA PRI-
MER SMRTI. Trajanje zavarovanja: n LET, n€ N.

Zavarovalnica izpla¢a zavarovalno vsoto n ob koncu prvega leta smrti, n—1
ob koncu drugega leta smrti, n — 2 ob koncu tretjega leta smrti, itd., e
oseba umre prej kot v n letih, n € N, od sklenitve zavarovanja. Definirajmo
funkciji bx11 in vki1 za to zavarovanje:

bk+1_{n—k ) k:O,l,...,n—l in Vk+1:Vk+1’k:0

0 . k=nn+1,... 1,2

g Ly Ly en

Model za to zavarovanje je enak

7_ (n— KWK+t . K=0,1,...,n—1
- 0 . K=nn+1,...
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4. ZIVLJENJSKA ZAVAROVANJA

4.3 Zavarovanja z izpla¢ilom ob koncu obrestovanega ob-
dobja, v katerem je nastopila smrt

Aktuarsko sedanjo vrednost letno padajolega Zivljenjskega zavarovanja ozna-
¢&imo z (DA)} 5 in je enaka

n—1
(DA)}«m - E(Z) = Z(n - k)VkJrlkpx *Qx+tk-
k=0
Disperzija je enaka
n—1
D(Z) =3 (n—kPe 6 p g,

k=0

n—1 2
- ( (n—k)e 2t p . qx+k>

k=0
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